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摘 要： 基于连续时间状态空间结构和广义双线性变换，提出了一种设计无限冲激响应（ＩＩＲ）数字滤波器的参
数化方法．优点是稳定区域包含了整个参数空间，因此可以采用无约束优化方法．给出了仿真实例，并与已有的设计方
法进行了比较，其通带波动、阻带衰减、群迟延等性能更为优越．
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１ 引言

数字滤波器是数字信号处理系统中重要的组成部

分．例如在音频系统中，声音信号要经过传声器、调音
台、均衡器、功率放大器、音响等设备，见图１．均衡器就
是由一系列数字滤波器构成的，其性能的好坏直接影响

着整个音频系统的质量，这是因为语言、音乐及自然声

等频谱有很大的差别，为在不同情况下突出不同声音的

特点，对频带范围要加以限制．所以设计具有平稳带宽、
较窄过渡带、较大阻带衰减的数字滤波器对整个系统的

实现起到很关键的作用．

数字滤波器设计的基本问题模型是给定一个期望

的频率响应 Ｄ（Ｆ），然后去寻找一个稳定的传输函数
Ｈ（ｚ）：

Ｈ（ｚ）＝
ｂ０＋ｂ１ｚ－１＋ｂ２ｚ－２＋…＋ｂＮｚ－Ｎ

１＋ａ１ｚ－１＋ａ２ｚ－２＋…＋ａＮｚ－Ｎ

Ｂ（ｚ）
Ａ（ｚ）（１）

使得 Ｈ（ｅｊ２πＦ）在某种准则下逼近 Ｄ（Ｆ）．有限冲激响应
（ＦＩＲ）数字滤波器由于优化简单，能保证绝对稳定，因此
应用广泛［１，２］，但对同样的设计要求，ＦＩＲ滤波器通常比
ＩＩＲ滤波器需要更高的阶数，因此在某些硬件资源受限
的应用中，很难满足要求．但是设计 ＩＩＲ滤波器的代价
函数一般是高度非线性的，而且还与滤波器的稳定性有

关，因此人们一直在不断研究有效的 ＩＩＲ滤波器设计方
法．目前所采用的方法可分为两大类：第一：间接
法［３～７］，即先设计出满足特定要求的 ＦＩＲ滤波器，然后
利用模型降阶技术转换为低阶的 ＩＩＲ滤波器，这样可以
保证其稳定性．但这种方法很难实现精确截止频率的滤
波器；第二：直接法［８～１３］，即直接对基于 Ｄ（Ｆ）所定义的
代价函数进行优化．为了同时保证系统的稳定性，可以
限制 ｚＮＡ（ｚ）的根在单位圆内，但通常是比较复杂的．而
状态空间实现存在一个特殊的性质，即对同一个系统它

存在无数种相似变换［１５］，而不同的实现结构具有不同

的性质，所以，可以应用一些替代的参数化方法简化这
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个过程并得到稳定的系统．１９９８年，Ｌｕ基于数字滤波器
的级联结构提出了三种指定稳定区域的参数化方

法［１１］．
一个好的参数化方法应该是完备和紧凸的，完备

是指对任何稳定的传输函数都能参数化，紧凸是指参

数优化具有唯一性．由于 Ｌｕ的方法要求式（１）中 ｂ０≠
０，所以不是完备的，虽然这一点可以通过对参数模型
的修改来解决，但又会引入更多的设计参数．Ｌｕ方法的
另一个弱点是其参数模型是非紧凸的，这主要是因为

系统函数的级联分解不唯一，导致相应的代价函数将

面临多模型的问题，引入了过多的驻点．通过对 Ｌｕ的
方法进行仿真我们发现，这种算法很容易停在其中的

一个驻点，尤其是在设计高阶滤波器的时候，更不利于

得到好的优化结果．受 Ｌｕ的工作启发，我们基于模拟
滤波器的状态方程和 ＧＢＴ，提出了一种参数化方法，其
优点在于它是完备和紧凸的，收敛性能更好，且传输函

数的极点全部在指定的稳定区域内，设计过程属于无

约束非线性规划问题．

２ 数字滤波器的直接设计方法

令 Ｄ（Ｆ）是期望得到的滤波器频率响应，其中 Ｆ
是归一化频率．对于一个给定的参数化方法，Ｈ（ｚ）记为
Ｈ（θ，ｚ），其中θ表示相应的设计参数向量．一般 Ｆ取
离散值，因此期望的频率响应通常记为｛Ｄ（Ｆｋ）｝，代价
（目标）函数定义为：

Ｃ（θ）∑
Ｎ０

ｋ＝１
ｗｋ Ｄ（Ｆｋ）－Ｈ（θ，ｅ

ｊ２πＦｋ）２ （２）

｛ｗｋ≥０｝是加权因子．
最优的滤波器设计问题就是使代价函数最小化，

即：

ｍｉｎ
θ∈Ｓθ
Ｃ（θ） （３）

若 Ｈ（θ，ｚ）的第 ｋ个极点记为ｐｋ，则定义：
Ｓθ θ，使得 ｐｋ ≤ρ＜１，{ }ｋ （４）

表示与极点全部在指定稳定区域ρ内的传输函数对应

的参数空间，一般ρ＝０９９５．
一般来说，Ｓθ是整个参数空间的子空间，解决式

（３）问题的难点在于 Ｓθ一般不能简单的描述．如果可以
找到θ的可微函数ｇ（θ），使得 Ｓθ＝｛θ｜ｇ（θ）＜０｝，则
式（３）可变为：

ｍｉｎ
ｇ（θ）＜０

Ｃ（θ） （５）

此时的优化变得相对方便，但仍然是带约束的非线性

规划问题．如果 Ｓθ对应的是整个参数空间，则约束问题
就变为无约束问题，优化将更加方便．因此，我们的目
标是如何得到一种完备且紧凸的参数化方法，并且使

Ｓθ能够定义成ｇ（θ）＜０或整个参数空间．

３ 设计ＩＩＲ滤波器的参数化方法

根据线性系统理论，一个模拟滤波器的传输函数

Ｇ（ｓ）可以用状态空间实现来表示：
Ｇ（ｓ）＝Ｄ＋Ｌ（ｓＩ－Φ）－１Ｋ （６）

其中Φ 为系统矩阵，Ｋ为输入矩阵，Ｌ为输出矩阵，Ｄ
为传输矩阵．

本文设计的 ＩＩＲ滤波器是基于下面这种模拟滤波
器的结构［１４］：

Φ＝

０ α１ ０ … ０ ０
－α１ ０ α２ … ０ ０
０ －α２ ０ … ０ ０
     

０ ０ ０ … ０ αＮ－１

０ ０ ０ … －αＮ－１ －α

















Ｎ

Ｋ＝ ０ … ０ ２α槡[ ]Ｎ
Ｔ
，

Ｌ＝ ｌ１ … ｌＮ－１ ｌ[ ]Ｎ ，Ｄ∈

















Ｒ

（７）

这里，αｋ∈Ｒ，ｋ＝１，２，…，Ｎ，对 Ｌ没有特殊的要求．
这种结构参数灵敏度较小，且有限字长效应鲁棒

性也很好．其 Ｇ（ｓ）稳定的充要条件［１４，１５］为：

αｋ＞０， ｋ＝１，２，…，Ｎ （８）
定义：

θ α１ … αＮ[ ]Ｌ Ｄ Ｔ （９）
显然，Ｇ（ｓ）可以用θ来参数化，并且这种参数化

方法是完备和紧凸的．
ＧＢＴ定义为：

ｓ＝ρ
－１ｚ－１

ρ
－１ｚ＋１

（１０）

这里ρ＞０．众所周知，ｓ平面的左半平面映射到ｚ平面
是一个圆心在原点、半径为ρ的圆．特别地，当ρ＜１
时，ＧＢＴ将所有稳定的 Ｇ（ｓ）一一对应地映射到极点在
｜ｚ｜≤ρ内的稳定Ｈ（ｚ）空间上，见图２，即：

Ｈ（ｚ）＝Ｇ（ｓ） ｓ＝ρ
－１ｚ－１
ρ
－１ｚ＋１

＝Ｄ＋Ｌ（ρ
－１ｚ－１

ρ
－１ｚ＋１

Ｉ－Φ）－１Ｋ

（１１）
因此，式（１１）得到的数字滤波器由式（９）中的θ参

数来决定，只要参数满足式（８），这个数字滤波器就是
稳定的，并且有１－ρ的稳定边界．对应的代价函数为：
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Ｃ（θ）

∑
Ｎ０

ｋ＝１
ｗｋ Ｄ（Ｆｋ）－［Ｄ＋Ｌ（ρ

－１ｅｊ２πＦｋ－１
ρ
－１ｅｊ２πＦｋ＋１

Ｉ－Φ）－１Ｋ］
２

（１２）
对应的设计问题变为：

ｍｉｎθＣ（θ）
满足式（８{

）
（１３）

这里需要特别指出，在Ｌｕ的方法中，ＧＢＴ是应用于
级联结构的每一个二阶子滤波器上，而我们的方法是

直接应用于整个 Ｎ阶滤波器Ｈ（ｚ）上，而此 Ｈ（ｚ）是由
一种新的参数θ来决定的．相对 Ｌｕ的方法，我们的方
法有如下优点：

（１）代价函数梯度的表达式比较简单，在应用优化
算法时效率会更高；

（２）更少的驻点，可以提高收敛速度；
（３）完备的．

４ 进一步参数化设计

当我们应用某种优化算法解决式（１３）的滤波器设
计问题时，需要加入式（８）的限制条件．如果用下面可
微的单调递增函数对 Ｈ（ｚ）进一步参数化，则可以去掉
约束条件，使优化更简单：

αｋｅβｋ， ｋ＜Ｎ，αＮ
１
２ｅ
２βＮ （１４）

参数向量重新定义为：

槇θ β１ … βＮ[ ]Ｌ Ｄ Ｔ （１５）
显然有约束问题变成了无约束问题，优化变得更加方

便．
另一方面，在很多应用中，对滤波器的性能要求只

关注幅频响应特性，相频响应只要线性就行，即：

Ｄ（τ，Ｆ）＝ｅ－ｊτ
２２πＦＤ０（Ｆ） （１６）

这里，Ｄ０（Ｆ）＝Ｄ０（－Ｆ）≥０，是给定的幅频响应，τ２是
群迟延．

所以，当给定τ
２时，最佳滤波器设计即是在没有任

何约束条件下解决下面的最小化问题：

ｍｉｎ
珓θ
Ｃ（珘θ） （１７）

５ 设计举例

下面通过三个例子来验证本文方法设计数字滤波

器的性能．在所有的例子中，都先用窗函数法设计一个
高阶的 ＦＩＲ滤波器，然后通过平衡降阶技术［６，７］，得到
对应的低阶 ＩＩＲ滤波器近似，把它作为本文方法和 Ｌｕ
的方法共同的初始点，然后应用 ｑｕａｓｉＮｅｗｔｏｎ方法进行
优化，最后对结果进行比较．

需要指出的是，若ＦＩＲ滤波器的阶数为 Ｍ，则群迟

延τ
２取为 Ｍ／２，这取决于平衡降阶技术．同时，我们规

定，所有例子在归一化频率［０，０．５］范围内的采样点数
都取２００个，并且在进行ＧＢＴ时，取ρ＝０９９５．

表１ 滤波器的性能要求

通带边界 阻带边界 通带波动 阻带衰减

例１（低通）
例２（带通）
例３（高通）

０．１
０．１，０．２
０．３５

０．１５
０．０５，０．２５
０．３

≤０．１ｄＢ
≤０．２ｄＢ
≤０．１ｄＢ

≥４０ｄＢ
≥４０ｄＢ
≥４０ｄＢ

加权因子分别由式（１８）～（２０）给出：

ｗ１ｉ＝
２， １≤ｉ≤４１
０．０００５， ４２≤ｉ≤５９
１，

{
ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（１８）

ｗ２ｉ＝
１， １≤ｉ≤２４，９８≤ｉ≤２００
２， ４１≤ｉ≤８１
０．００１，

{
ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（１９）

ｗ３ｉ＝
１， １≤ｉ≤１２２
０， １２３≤ｉ≤１３９
２，

{
ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（２０）

三个例子中滤波器都为１０阶．表２对两种方法得
到的滤波器进行了比较．图 ３～１１中实线为文本的方
法，虚线为 Ｌｕ的方法．

表２ 仿真结果比较

最大通带

波动（ｄＢ）
最小阻带

衰减（ｄＢ）
最大通带

相位误差（ｒａｄ）
代价

函数

例１本文
例１Ｌｕ
例２本文
例２Ｌｕ
例３本文
例３Ｌｕ

０．０４７３
０．４４３５
０．１１４３
０．２３４８
０．０６１４
０．０９６３

４３．４３
２５．０５
４１．２６
２０．１０
４０．６４
２４．１７

０．０１０２
０．０４７９
０．０１７４
０．０９４１
０．００３１
０．０１８４

０．００５４
０．０４４４
０．０２４２
０．２１２７
０．００１９
０．０２８０

从这三个例子可以看到，本文方法得到的滤波器

性能要比 Ｌｕ的方法更好，包括通带波动、阻带衰减、群
迟延等．
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同时通过大量的仿真实例我们发现，对于任意的

初始条件，Ｌｕ的方法较难得到满足条件的滤波器，但本
文方法却不存在这样的问题．且阶数越高，所提方法较
Ｌｕ方法的优势越明显，这是由于随着阶数的增加，Ｌｕ
的方法引入了更多的驻点不利于优化．

６ 结语

基于模拟滤波器的状态空间实现和ＧＢＴ，本文提出
了一种指定稳定边界的 ＩＩＲ滤波器参数化设计方法，它
可以方便的应用已有的无约束优化方法．与 Ｌｕ的方法
相比，本文的方法具有更少的驻点和更好的收敛性能，

通过上一节的例子可以看到，本文方法能够更高效的

设计稳定的 ＩＩＲ滤波器，使其满足给定的特性要求，对
生产实践具有较高的实用价值．
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