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摘 要： 为了获得优质的ＰＥＴ成像，本文提出一种基于全变分阿尔法散度最小化的 ＰＥＴ重建新方法．新方法通
过引入阿尔法散度度量投影数据和估计值之间的偏差；通过增加全变分正则化修正阿尔法散度最小化解的一致性．针
对新构建的ＰＥＴ重建目标函数的求解，本文提出一种基于次梯度理论的交替式迭代策略，期间运用自适应非单调线性
搜索来保证算法的收敛性．仿真和临床 ＰＥＴ数据实验表明，本文方法在噪声抑制和边缘保持方面均优于传统的 ＰＥＴ
重建方法．
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１ 引言

正电子发射成像（ＰｏｓｉｔｒｏｎＥｍｉｓｓｉｏｎＴｏｍｏｇｒａｐｈｙ，ＰＥＴ）
利用影像技术可反映人体分子水平上的心脑代谢和功

能，在肿瘤学，心血管疾病学和神经系统疾病学研究中

得到广泛应用．然而，因受低计数率和物理噪声的影响，
ＰＥＴ重建是一个典型的病态（ＩｌｌＰｏｓｅｄ）逆问题［１，２］．

当前，统计迭代重建算法相比于解析重建算法可以

获得优质的图像重建质量［３］，其原因在于将ＰＥＴ成像系
统的物理特性和探测数据的统计特征纳入重建模型中．
然而，该类方法往往收敛速度慢且在迭代过程中伴有图

像质量退化现象，并难以保证解的全局收敛性［４，５］．具
体而言，最大似然期望最大（ＭａｘｉｍｕｍＬｉｋｅｌｉｈｏｏｄＥｘｐｅｃｔａ
ｔｉｏｎＭａｘｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＭＬＥＭ）方法和加权最小二乘（Ｗｅｉｇｈｔｅｄ
ＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ，ＷＬＳ）方法重建图像质量有较大的提升，但
是随着迭代次数的增加会产生质量退化而导致的棋盘

效应．滤波反投影（ＦｉｌｔｅｒｅｄＢａｃｋＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎ，ＦＢＰ）方法可
以由探测数据直接进行快速 ＰＥＴ图像重建，缺点是因
ＰＥＴ数据的低信噪比特征，使得直接重建图像质量难以
满足临床要求．大量研究表明，基于 Ｂａｙｅｓｉａｎ理论的最
大后验（ＭａｘｉｍｕｍＡＰｏｓｔｅｒｉｏｒｉ，ＭＡＰ）方法，通过正则化约
束引入目标同位素密度数据的先验信息，能够明显改善

收稿日期：２０１１５２９；修回日期：２０１１１２２９
基金项目：国家自然科学基金（Ｎｏ．８１１０１０４６，Ｎｏ．８１０００６１３，Ｎｏ．１１００１０６０）；国家“九七三”重点基础研究发展计划项目（Ｎｏ．２０１０ＣＢ７３２５０３）；国家科技
支撑计划项目（Ｎｏ．２０１１ＢＡＩ１２Ｂ０３）；国家重大仪器专项（Ｎｏ．２０１１ＹＱ０３０１１４０４）；广东省科技计划项目（Ｎｏ．２０１１Ａ０３０３００００５）；江西省青年科学家培养
对象计划项目（Ｎｏ．２０１１２ＢＣＢ２３０２７）

第６期
２０１２年６月

电 子 学 报

ＡＣＴＡＥＬＥＣＴＲＯＮＩＣＡＳＩＮＩＣＡ
Ｖｏｌ．４０ Ｎｏ．６
Ｊｕｎ． ２０１２



ＰＥＴ重建图像质量且能够保证求解算法的收敛性，其有
效性和正确性已被证明［６］．

通常，基于ＭＡＰ的ＰＥＴ重建目标函数中包含两项，
分别为数据保真项和正则化项．数据保真项用于描述
探测数据的统计特性；正则化项用于修正保真项解的

一致性．常见的数据保真项主要包括：最大似然（ＭＬ）［３］

和加权最小二乘（ＷＬＳ）［５，７］．近来，Ｔｅｎｇ等提出一种基于

α散度的 ＰＥＴ重建算法［８］，获得了较为理想的重建结
果，其中α散度主要用于度量两数据分布ｐ（ｘ）和 ｑ（ｘ）
之间的偏差［９］．大量研究表明，由于 ＰＥＴ投影数据不满
足单纯的独立泊松分布或者独立高斯分布，而是介于

泊松分布和高斯分布的一种复杂分布．鉴于此，若不考
虑ＰＥＴ投影数据准确统计特征的情况下，运用α散度
来测定真实的和估计的投影数据之间的偏差，具有其

独有的优越性．本课题组在低剂量 ＣＴ成像的研究
中［１０］，亦印证了α散度在病态的图像重建问题中的卓

越表现．
合理正则化项的构建是优质 ＰＥＴ图像重建的另一

关键．在诸多正则化项的设计中，二次（Ｑｕａｄｒａｔｉｃ）平滑
正则化因其计算简单而得到广泛的应用，但是由于其

形式的非边缘保持特征，常导致重建图像模糊．作为边
缘保持正则化的典型代表，非二次的 Ｈｕｂｅｒ正则化项在
一定程度上能够保持图像的边缘信息［１１］．在图像分段
光滑的假设下，Ｒｕｄｉｎ等首次提出的全变分图像恢复思
想（ＴｏｔａｌＶａｒｉａｔｉｏｎＩｍａｇｅＲｅｓｔｏｒａｔｉｏｎ）［１２］，可以实现图像降
噪的同时保持图像的边缘和纹理结构信息，更为重要

的是，全变分图像恢复思想为病态的图像重建问题求

解中正则化项的设计提供了新思路［１３］．若给定图像 ｕ
∈Ｌ１（ＲＪ），全变分（ＴｏｔａｌＶａｒｉａｔｉｏｎ，ＴＶ）的精确定义［１４］为：

｜ｕ｜ＢＶ＝ ｓｕｐ
ｗ∈Ｃ０

∞
（ＲＪ）‖ｗ‖∞≤１
∫ＲＪ

ｕｄｉｖ（ｗ） （１）

其中ＢＶ（ＲＪ）表示有界全变分（ＢｏｕｎｄｅｄＴｏｔａｌＶａｒｉａｔｉｏｎ）的
函数空间，ｄｉｖ为散度算子，ｗ＝（ｗ１，ｗ２）是作为梯度下
降算子的双元变量．ＴＶ的形式定义为：｜ｕ｜ＢＶ＝

∫ＲＪ
｜ｕ｜．

基于α散度在度量数据间统计分布距离上的卓越

性能和ＴＶ正则化项的边缘保持特征的考虑，为获得优
质的 ＰＥＴ成像，本文提出一种基于全变分α散度最小
化的ＰＥＴ重建新方法（αＤＴＶ）．针对新构建的 ＰＥＴ重建
目标函数的求解，本文提出一种基于次梯度理论的交

替式迭代策略，期间运用自适应非单调线性搜索来保

证算法的收敛性．仿真和临床 ＰＥＴ数据实验表明，本文
方法在噪声抑制和边缘保持方面均优于传统的 ＰＥＴ重
建方法．

２ 模型与方法

２１ ＰＥＴ测量模型
不失一般性，ＰＥＴ的测量方程描述如下［１５］：

ｆ＝Ｋｕ＋ｎ （２）
其中 ｕ＝［ｕ１，ｕ２，…，ｕＪ］Ｔ∈ＲＪ表示待估计的发射图
像；ｆ＝［ｆ１，ｆ２，…，ｆＩ］Ｔ∈ＲＩ和Ｋｕ分别表示真实的和估
计的投影数据；Ｋ＝｛Ｋｉ，ｊ｝为系统矩阵，Ｋｉ，ｊ表示第 ｊ个
像素发射的光子对被第ｉ个探测器对探测到的概率；ｎ
为系统噪声．
２２ α散度
α散度由Ｓ．Ａｍａｒｉ提出［１６］，是诸多信息散度族中的

一种，用于测量两个数据分布 ｐ（ｘ）和 ｑ（ｘ）之间的偏
差，其定义为：

Ｄα（ｐ，ｑ）＝
１

α（１－α）∑ｉ
（αｐｉ＋（１－α）ｑｉ－ｐαｉｑ１－αｉ ），

α∈Ｒ （３）

α散度具有如下两大特性：

（１）Ｄα（ｐ，ｑ）关于 ｐ和ｑ是凹函数；
（２）Ｄα（ｐ，ｑ）≥０，当且仅当 ｐ＝ｑ时，Ｄα（ｐ，ｑ）＝０．
特别的，ＫＬ散度和χ

２散度是α散度的特例
［９］．

２３ ＰＥＴ重建目标函数
结合信息散度的特点，在不考虑 ＰＥＴ测量数据准

确统计特征的情况下，运用α散度来测定投影数据ｆ和
估计值 Ｋｕ之间的偏差，较其它度量具有优越性［８，１０］．
由式（２）、（３）有：

Ｄα（ｆ，Ｋｕ）＝
１

α（１－α）

·∑
Ｉ

ｉ＝１
αｆｉ＋（１－α）（Ｋｕ）ｉ－ｆαｉ（Ｋｕ）１－α[ ]ｉ

（４）
为获得优质的 ＰＥＴ重建，本文提出如下基于全变

分α散度最小化的ＰＥＴ图像重建（αＤＴＶ）目标函数：
ｍｉｎ

ｕ∈ＢＶ（Ｒ
Ｊ
）

Ｄα（ｆ，Ｋｕ）＋λ｜ｕ｜ＢＶ

ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｕ≥０
（５）

其中λ＞０为正则化参数，用于刻画ＴＶ正则化的强度．
２４ αＤＴＶＰＥＴ重建

由于目标函数式（５）不可以直接求其微分，使得传
统的优化方法难以适用．值得庆幸的是，α散度和 ＴＶ
项均具有凹性特性，对于目标函数式（５）的求解，可采
用次梯度理论，即：

 Ｄα（ｆ，Ｋｕ）＋λ｜ｕ｜( )ＢＶ ＝ｕＤα（ｆ，Ｋｕ）＋λｕ｜ｕ｜ＢＶ （６）
继而，ｕ的一阶优化条件为：

１－ ∑ｉ
Ｋｉ，ｊ

ｆｉ
（Ｋｕ）( )

ｉ
( )α ∑ｉ

Ｋｉ，ｊ＋α珘λｐ＝０ （７）
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其中，ｐ∈ｕ｜ｕ｜ＢＶ，珓λ＝λ／∑ｉ
Ｋｉ，ｊ，对式（７）两边同乘以

ｕα，整理可得半隐式迭代格式如下：

ｕαｋ＋１－ｕαｋ ∑ｉ
Ｋｉ，ｊ

ｆｉ
（Ｋｕｋ）( )

ｉ
( )α ∑ｉ

Ｋｉ，ｊ＋α珓λｕαｋｐ＝０

（８）
进而，对变分问题式（６）的求解，转化为式（８）的优化求
解．根据文献［１５］提出的两步式迭代策略，有：

ｕαｋ＋．５＝ｕαｋ∑ｉ
Ｋｉ，ｊ

ｆｉ
（Ｋｕｋ）( )

ｉ

α

∑ｉ
Ｋｉ，ｊ （９）

ｕαｋ＋１＝ｕαｋ＋．５－α珓λｕαｋｐ （１０）
易见，通过式（９）和式（１０）交替迭代，即最小化α散度
和全变分图像恢复方可得到式（５）的解．

针对式（１０）的迭代，在 ｕαｋ和ｕαｋ＋．５已知的条件下，
其迭代更新等价于如下变分问题的求解

ｕαｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈ＢＶ（Ｒ

Ｊ
）

１
２∫ＲＪ

ｕα －ｕαｋ＋．( )５ ２

αｕ２α－１ｋ
＋α珓λ ｜ｕ｜{ }ＢＶ （１１）

其中，式（１１）是权重为αｕ２α－１ｋ 的全变分图像恢复模型

的变形，ｕ是待求解的迭代更新图像ｕｋ＋１．运用 ＴＶ的
精确定义式（１），式（１１）的最小化问题可以写成一个关
于 ｕ和ｗ的鞍点问题［１５］，即

ｉｎｆ
ｕ
ｓｕｐ

ｗ，‖ｗ‖≤１

１
２∫ＲＪ

（ｕα －ｕαｋ＋．５）２

αｕ２α－１ｋ
＋α珓λｕ１－αｋ∫ＲＪ

ｕαｄｉｖ（ｗ{ }）
（１２）

此时，对应于式（１０）的求解，有：
ｕαｋ＋１＝ｕαｋ＋．５－α珓λｕαｋｄｉｖ（ｗ） （１３）

对于式（１３），若最优的 ｗ已知，则由式（１３）即可获
得式（１０）的更新解 ｕαｋ＋１．若最优的 ｗ未知，则把式（１３）
代入式（１２），可以得到一个仅依赖于 ｗ的对偶问题，即
ｗ＝

ａｒｇｍｉｎ
ｓ．ｔ．‖ｗ‖∞－１≤０∫ＲＪ

α ２α槡 －１珓λｕαｋｄｉｖ（ｗ）－ α
２α槡 －１

ｕαｋ＋．( )５ ２

２αｕ２α－１ｋ

（１４）
上述对偶问题是具有非线性约束的二次优化问题．利
用投影梯度下降算法［１７］，设初始化 ｗ０为 ０，对于任意
的 ｎ≥０，有：
ｗｎ＋１＝

ｗｎ＋ｔ α ２α槡 －１珓λｕαｋｄｉｖ（ｗ）－ α
２α槡 －１

ｕαｋ＋．( )５
１＋ｔ α ２α槡 －１珓λｕαｋｄｉｖ（ｗ）－ α

２α槡 －１
ｕαｋ＋．( )５

（１５）

为加速 ｗ的收敛，基于我们先前的工作［１８］，利用非
单调的Ｃｈａｍｂｏｌｌｅ梯度投影算法自适应估计时间步长 ｔ．

３ 实验与分析

为了验证本文方法的有效性，分别对 ＰＥＴ数字仿真

数据和真实测量数据进行实验．对比算法分别采用 ＭＬ
ＥＭ算法和基于Ｈｕｂｅｒ先验的ＭＡＰ算法（ＭＡＰＨｕｂｅｒ）．
３１ 仿真数据

在仿真实验中，采用如图１所示的两个大小分别为
１２８×１２８像素的数字体模生成 ＰＥＴ测量数据，其中图１
（ａ）为 Ｚｕｂａｌ体模；图 １（ｂ）为性能体模．测量数据仿真
中，光子总计数设为１×１０６；模拟延迟随机计数占总计
数量的１０％（忽略散射）；校正系数为服从标准差为０３
的 ＬｏｇＮｏｒｍａｌ随机变量；系统矩阵 Ｋ对应于平行束成
像几何，由 ＡＳＰＩＲＥ软件系统产生［１９］，其中 １８０°范围内
径向采样 １２８，角度采样 １２８．所有程序均在 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）
Ｃｏｒｅ（ＴＭ）２５３ＧＨｚ，２５３ＧＨｚ双核处理器，１ＧＢ内存的
ＰＣ机上实现．所有
迭代算法均未考虑

各参数的自适应选

择方法，依据最佳视

觉评价和重建图像

信噪比（ＳＮＲ）的原
则［２０］，进行手工设

定，总迭代次数设为１５０次．
图２分别给出采用ＭＬＥＭ算法、ＭＡＰＨｕｂｅｒ算法及

本文方法对 Ｚｕｂａｌ体模ＰＥＴ探测数据重建的图像．
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图３中绘出随迭代次数变化的图像信噪比曲线（对
应于图２中的Ｚｕｂａｌ体模重建）．可以看出，本文方法重
建图像较 ＭＬＥＭ重建图像和 ＭＡＰＨｕｂｅｒ重建图像，均
具有较高的信噪比，且随着迭代次数的增加，稳定收敛

于高信噪比图像．由于先验信息的引入，ＭＡＰＨｕｂｅｒ算
法相对于ＭＬＥＭ算法，能够明显改善 ＰＥＴ重建图像质
量［１１］．所以下面对本文方法的定量和定性分析，我们仅
与ＭＡＰＨｕｂｅｒ算法进行了对比．

图４分别对应于图２中（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）、（ｆ）重建图
像的水平轮廓图（Ｐｒｏｆｉｌｅ）．相对于ＭＡＰＨｕｂｅｒ重建，本文
方法所得轮廓图无论在背景区域还是在边缘区域都更

接近于理想体模图像的轮廓图，继而说明本文方法能

够实现更为优质的 ＰＥＴ重建．
为了进一步比较分析本文提出的重建方法，我们

对αＤＴＶ和ＭＡＰＨｕｂｅｒ重建方法在抑制噪声及保持分
辨率方面的性能进行定量分析．实验选择的体模数据
如图１（ｂ）所示，主要目的是研究图中实线所示的轮廓
线位置附近的噪声抑制及分辨率保持情况．

对分辨率保持的性能通过边缘扩展函数并采用高

斯核描述［２１］．对噪声的抑制性能则通过计算轮廓线附
近灰度均匀区域内的均方差来测量．

通过改变αＤＴＶ和 ＭＡＰＨｕｂｅｒ重建算法中的超参
数λ所获得的噪声分辨率曲线如图５所示．由图可见，
在高分辨率（＜２５）情况下，本文方法在α＝２０时取得
较好图像，而在低分辨率（＞２５）情况下，α＝０６和α
＝１０取得较好的图像质量，其原因由于在高分辨率情
况下，投影数据趋于 Ｇａｕｓｓｉａｎ分布，而在低分辨率情况
下，投影数据趋于 Ｐｏｉｓｓｏｎ分布．在所有分辨率范围下，

αＤＴＶ算法均优于ＭＡＰＨｕｂｅｒ重建算法，即本文方法在
噪声抑制及边缘保护方面具有较好的性能．

３２ 临床胸部ＰＥＴ数据实验
临床胸部实验数据由 Ｊ．Ｆｅｓｓｌｅｒ教授提供［１９］，数据

采用ＣＴＩ９２１ＥＣＡＴ平行射线束扫描，共４７个切片．单片
在１８０°范围内径向采样 １６０个，角度采样 １９２个．实验
中，抽取第９个切片数据用于重建，成像前数据已做过
预校正处理，如散射，衰减和几何摆幅校正等．待重建
目标图像由１２８×１２８个像素点组成，单个像素的分辨
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率为４２２ｍｍ．
为了验证本文方法重建效果，仍采用与 ＭＬＥＭ算

法和ＭＡＰＨｕｂｅｒ算法进行比较，其中总迭代次数均设为
１００次．图６给出不同方法的重建结果，其中图６（ａ）为
ＭＬＥＭ重建图像；图６（ｂ）为 ＭＡＰＨｕｂｅｒ重建图像；图６
（ｃ）为本文方法（α＝０６）重建图像；图６（ｄ）为本文方法
（α＝１０）重建图像；图 ６（ｅ）为本文方法（α＝２０）重建
图像．从重建图像来看，本文方法重建图像在抑制噪声
和保持边缘方面均明显优于其它算法．

４ 讨论与结论

为实现优质的 ＰＥＴ成像，本文提出一种基于全变
分α散度最小化的 ＰＥＴ重建方法．由于 ＰＥＴ测量数据
不是单纯的独立 Ｐｏｉｓｓｏｎ分布或者独立 Ｇａｕｓｓｉａｎ分布，
而是介于 Ｐｏｉｓｓｏｎ分布和 Ｇａｕｓｓｉａｎ分布的一种复杂分
布，传统的模型尚未能对测量数据进行准确的建模．本
文通过引入α散度来测定投影数据和估计值之间的偏

差，并利用ＴＶ正则化来修正α散度解的一致性．本文
提出的αＤＴＶ方法利用目标函数的凹性，得到最小化

α散度和 ＴＶ图像恢复步的交替迭代格式；优化过程
中，运用自适应非单调线性搜索来保证算法的收敛性．
新算法对仿真和临床 ＰＥＴ数据实验，结果表明本文方
法在噪声抑制和边缘保持方面均有上佳表现．

此外，通过实验发现，不同的参数α具有不同的重

建图像质量，本文尚未对参数α进行准确的自适应选

择方案设计，但在将来获得大样本的临床 ＰＥＴ测量数
据的条件下，通过统计学分析确定准确的α值将是很

有意义的研究方向．另外，由于重建图像的噪声和分辨
率可以通过超参数调整进行平衡控制，若能找到一种

有效的超参数选择方法，使得目标函数中数据保真项

和正则化项之间能够自适应调整以达到最佳平衡，亦

是一个很有意义研究方向．在本文研究工作的基础上，
本课题组将致力于α优选值和超参数选择的研究，以

期提出适应于临床 ＰＥＴ图像优质重建的新方法．最后，
本课题组还将致力于本文方法在抑制金属伪影和低剂

量 ＣＴ重建等方面的应用［２２，２３］．
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