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摘 要： 本文给出一种新的图像多尺度表示算法．首先，应用ＯＳＶ模型得到图像的单尺度分解；其次，针对上一
步的信息亏损，引入不同的单调尺度参数，迭代ＯＳＶ变分模型，从而为图像的不同特征提供一种非线性的分级自适应
表达式．同时，本文也给出有关新算法的离散格式．数值实验表明，与已有的 Ｎｅｚｚａｒ算法相比，新算法的多尺度分解效
果更佳．
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１ 引言

图像分析中一个很重要的问题就是区分图像中不

同的特征．近来，图像分解成为低层视觉和图像处理中
一项新的前沿领域．从本质上讲，图像分解是对图像恢
复研究的深入，可以将其看作一个反问题，因此可以用

变分ＰＤＥ的方法分解图像．
在分解任务中，通常考虑的线性模型为

ｆ＝ｕ＋ｖ．
其中，ｕ是真实图像，ｖ是加性噪声或纹理，ｆ是观测图
像，它由同质均匀区域，轮廓和振荡模式组成．在变分
ＰＤＥ中，获取结构 ｕ的经典方法是ＲｕｄｉｎＯｓｈｅｒＦａｔｅｍｉ的
全变差极小化模型（简称ＲＯＦ模型）［２］：

ｉｎｆＦ（ｕ）＝λ∫
Ω

ｆ－( )ｕ２ｄｘｄｙ＋∫
Ω

｜ｕ｜ｄｘｄｙ （１）

其中，λ＞０是尺度参数，第一项是忠诚项，第二项是正
则项，通常被称为全变差（简称 ＴＶ）．假设 ｕ∈ＢＶ（Ω），
那么上述能量（１）有限并存在极小值．虽然，该模型能够

有效地解决保持边缘和抑制噪声这一对矛盾，但是尺度

参数λ的选取却依赖于噪声层的先验知识．当λ很小
时，图像中有意义的小纹理或振荡细节就会完全被丢

弃；相反，当λ很大时，观测图像 ｆ几乎不发生任何改
变．

针对ＲＯＦ模型的不足，Ｍｅｙｅｒ建议用有界变差空间
（简称 ＢＶ空间）的对偶空间对图像纹理等细小特征建
模，提出了基于 ＴＶ极小化框架下的振荡函数建模理
论［３］．但是，遗憾的是 Ｍｅｙｅｒ理论模型并不存在可行的
数值求解．于是，激发人们去探求其相应的数值松弛模
型［５～１４］．例如 ＶｅｓｅＯｓｈｅｒ建议用 Ｌｐ（１≤ｐ＜∞）向量场
的一阶导数刻画振荡成分 ｖ（简称 ＶＯ模型）［４］．Ｏｓｈｅｒ等
建议用齐次 Ｓｏｂｏｌｅｖ空间 Ｈ１（Ω）的二阶导数来刻画 ｖ
（简称ＯＳＶ模型）［５］，即

ｉｎｆＦ（ｕ）＝∫
Ω

｜ｕ｜ｄｘｄｙ＋λ∫
Ω

｜Δ－１（ｆ－ｕ）｜２ｄｘｄｙ

＝‖ｕ‖ＢＶ（Ω）＋λ‖ｆ－ｕ‖
２
Ｈ－１（Ω）． （２）

众所周知，对于任何一幅真实图像（通常被认为是
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Ｌ２中的目标），最明显的特征莫过于边缘．于是，人们采
用有界变差空间 ＢＶＬ２来量化边缘特征．但是，除边
缘外，每一幅真实图像也会包含一些介于同质均匀区

域 ｕ与振荡模式（纹理或噪声）ｖ间的其它特征．从数学
角度讲，包含这些特征的图像应该属于 Ｌ２与 ＢＶ间的
插值空间．因此，量化包含这些特征的 Ｌ２子类就成为
令人感兴趣的问题．例如，ＳｕｚａｎｎｅＮｅｚｚａｒ针对 ＲＯＦ模型
给出基于（Ｌ２，ＢＶ）θ（θ∈［０，１］）的图像特征刻画

［１，６］．受
上述问题驱动，本文考虑基于 ＯＳＶ模型的一种多尺度
特征分解，即图像在插值空间 ＢＶ，Ｈ( )－１

θ
（θ∈［０，１］）

中的分级表示方法．

２ 基于ＯＳＶ模型的图像多尺度特征表示

已知 ｆ∈Ｌ２（Ω），λ＞０为起始参数（其作用是捕获 ｆ
中的最小振荡尺度）．假设 ｕλ是 ＯＳＶ模型（２）的极小
值，ｖλ：＝ｆ－ｕλ，那么就有 ｆ＝ｕλ ＋ｖλ．其中，ｕλ∈ＢＶ

（Ω），ｖλ∈Ｌ
２（Ω）并且∫

Ω

ｖλｄｘｄｙ＝０
［５］．换而言之，极小化

问题（２）就可以被解释为单尺度分解 ｆ＝ｕλ＋ｖλ．其中，
ｕλ提取包含边缘的结构，ｖλ表示纹理．
用 ｖλ和２λ分别代替（２）中的 ｆ和λ，那么，相应的

极小化问题为

ｉｎｆ
ｕ∈ＢＶ（Ω）

Ｆ２λ（ｕ）＝∫
Ω

｜ｕ｜ｄｘｄｙ

＋２λ∫
Ω

Δ－１（ｖλ－ｕ）
２ｄｘｄｙ （３）

其中，ｕ２λ为极小值，ｖ２λ为纹理成分，并且 ｖ２λ：＝ｖλ－
ｕ２λ．这表明 ｕ２λ和ｖ２λ之间的差别在于对尺度的依赖，即
在已知尺度λ下的纹理ｖλ包含了细尺度２λ下的重要
边缘信号ｕ２λ．这样，我们就获得了图像 ｆ的两尺度表示
方式：

ｆ＝ｕλ＋ｖλ＝ｕλ＋ｕ２λ＋ｖ２λ
同理，在尺度２λ下仍有未被决定的纹理和边缘．因此
重复上述过程（３）．

假设λｎ＝２ｎλ，在第 ｎ（ｎ≥０）步时，有 ｖλｎ－１和相应的

极小化问题：

ｉｎｆ
ｕ∈ＢＶ（Ω）

Ｆλｎ（ｕ）＝∫
Ω

｜ｕ｜ｄｘｄｙ＋λｎ∫
Ω

｜Δ－１

·（ｖλｎ－１－ｕ）｜
２ｄｘｄｙ （４）

其中，ｕλｎ表示极小值，ｖλｎ：＝ｖλｎ－１－ｕλｎ．这样，ｆ在ｎ步迭
代后的多尺度分解为：

ｆ＝ｕλ０＋ｖλ０＝ｕλ０＋ｕλ１＋ｖλ１＝ｕλ０＋ｕλ１＋ｕλ２＋ｖλ２＝…
＝ｕλ０＋ｕλ１＋ｕλ２＋…＋ｕλｎ－１＋ｕλｎ＋ｖλｎ
其中，λ０＝λ．

综上所述，就获得图像 ｆ独立于先验参数的一种非
线性多尺度表示：ｆ～ｕλ０＋ｕλ１＋ｕλ２＋…＋ｕλｎ－１＋ｕλｎ．随

着迭代次数 ｎ的增加，ｕλｎ提取了渐增尺度 ２
ｎ
λ时的特

征．假设（ＢＶ，Ｈ－１）表示一般的插值空间，那么，多尺度
分解 ｆ～∑

ｊ
ｕλｊ就量化了图像在插值空间 ＢＶ，Ｈ( )－１

θ

（θ∈［０，１］）中的一大类特征．其中，ＢＶＨ－１，（ＢＶ，
Ｈ－１）θ＝０＝Ｈ

－１，（ＢＶ，Ｈ－１）θ＝１＝ＢＶ．

３ 基于 ＯＳＶ模型多尺度分解算法的数值离
散

在多尺度分解算法中，需要考虑的变分问题为

ｉｎｆ
ｕ∈ＢＶ（Ω）

Ｆλｎ＋１（ｕ）＝∫
Ω

｜ｕ｜ｄｘｄｙ＋λｎ＋１∫
Ω

｜Δ－１（ｖλｎ－ｕ）

｜２ｄｘｄｙ
其相应的ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程为

ｕλｎ＋１＝ｖλｎ－
１
２λｎ＋１Δ

ｄｉｖ
ｕλｎ＋１
ｕλｎ

( )[ ]
＋１

，

ｕλｎ＋１
ｎ

｜Ω＝０，
ｄｉｖ

ｕλｎ＋１
ｕλｎ

( )
＋１

ｎ
｜ｎ＝０， （５）

其中，ｎ≥０，λ０＝λ，ｖλ０＝ｆ．假设 ｈ＞０表示空间步长，
（ｉｈ，ｊｈ）表示离散点（０≤ｉ，ｊ≤Ｍ）．那么，经典的表示形
式为：ｕｉ，ｊ≈ｕ（ｉｈ，ｊｈ）．为了避免（５）中分母｜ｕλｎ＋１｜＝

０，采取参数提升梯度，即｜ｕλｎ＋１｜ｅ＝ ｜ｕλｎ＋１｜
２＋ｅ槡 ２

（ｅ＞０）．因此，散度算子 ｄｉｖ（·）的离散格式为

ｄｉｖ
ｕλｎ＋１
｜ｕλｎ＋１

( )｜＝ ｕλｎ＋１，ｉ＋１，ｊ－ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ

ｈ２ ｅ２＋
ｕλｎ＋１，ｉ＋１，ｊ－ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ( )ｈ

２

＋
ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ＋１－ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ－１

２( )ｈ槡
２

－
ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ－ｕλｎ＋１，ｉ－１，ｊ

ｈ２ ｅ２＋
ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ－ｕλｎ＋１，ｉ－１，ｊ( )ｈ

２

＋
ｕλｎ＋１，ｉ－１，ｊ＋１－ｕλｎ＋１，ｉ－１，ｊ－１

２( )ｈ槡
２

＋
ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ＋１－ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ

ｈ２ ｅ２＋
ｕλｎ＋１，ｉ＋１，ｊ－ｕλｎ＋１，ｉ－１，ｊ

２( )ｈ

２

＋
ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ＋１－ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ( )ｈ槡

２
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－
ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ－ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ－１

ｈ２ ｅ２＋
ｕλｎ＋１，ｉ＋１，ｊ－１－ｕλｎ＋１，ｉ－１，ｊ－１

２( )ｈ

２

＋
ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ－ｕλｎ＋１，ｉ，ｊ－１( )ｈ槡

２

令 Ｄλｎ＋１＝ｄｉｖ
ｕλｎ＋１
ｕλｎ

( )
＋１

，拉普拉斯算子Δ（·）的

离散格式为

ΔＤλｎ＋１＝－４Ｄλｎ＋１，ｉ，ｊ＋Ｄλｎ＋１，ｉ－１，ｊ＋Ｄλｎ＋１，ｉ＋１，ｊ＋Ｄλｎ＋１，ｉ，ｊ－１
＋Ｄλｎ＋１，ｉ－１，ｊ＋１

４ 数值实验

在这部分实验中，采用纹理特征丰富的 Ｂａｒｂａｒａ截
取图来检验新算法．首先，阐述纹理图像的多尺度分
解，其中，λ０＝００１３，提升梯度参数 ｅ取为０００００１．图１
分别给出原始图像和噪声图像，其中白噪声方差σ为

２０，信噪比（ＳＮＲ）为１４１９５４；同时也给出原始图像迭代
９次的分解结果和原始图像在迭代 ９次过程中不同尺
度λｉ（０≤ｉ＜９）上 ｖλｉ的表示．实验结果表明：新算法可
以有效克服ＯＳＶ模型中存在的信号亏损（即 ＯＳＶ模型
准备丢弃的特征 ｖλ中依然含有少量有用信息比如边缘
和纹理，见图 ｖλ０）．具体地讲就是，随着迭代次数的增加

和尺度参数的改变（即λ→λｎ＝２ｎλ），新算法可以将每
个尺度上失去的特征 ｖλｉ逐步添加到下一尺度得到的图
像ｕλｉ中．当迭代次数达到无穷大时，均方误差就趋于
零，这时失去的纹理特征为零，得到的处理结果就是原

始图像．

其次，给出噪声图像的多尺度分解，其中，λ０＝
００１．图２给出基于新算法和 Ｎｅｚｚａｒ算法迭代３次后的
分解结果；图３给出新算法和Ｎｅｚｚａｒ算法在尺度λｉ（１≤

ｉ≤５）时 ＳＮＲ的比较．由这些实验结果可知：在同一尺
度λｊ上，新算法不仅可以更有效地抑制 Ｂａｒｂａｒａ前额的
噪声，同时也可以更多地恢复图像的纹理信息（见头

１７７第 ４ 期 李 敏：基于ＯＳＶ分解的图像多尺度特征表示



巾）．此外，数值结果也表明图像结构、纹理和噪声的分
解是依赖于不同尺度的．当尺度参数λ较小时，算法得
到图像的结构特征；随着尺度参数λ的增大，图像的细

小特征（比如纹理）就逐渐增多（见图∑
２

ｉ＝０
ｕλｉ结果）；

当算法在适当时刻停止，那最终丢弃的将是噪声（本算

法的停止标准为‖ｆ－ｕ‖Ｌ２≈σ）．

５ 结论

本文提出一种基于ＯＳＶ变分模型的图像多尺度特
征分解方法．该方法通过单调尺度参数，从 ＯＳＶ模型丢
失的成分中提取信息，为图像在插值空间 Ｈ－１，( )ＢＶθ
（θ∈［０，１］）的特征刻画提供了一种分级的自适应表达
式．同时，本文也讨论了该算法的理论性质，并给出这
种等级分解的数值离散格式．实验表明新算法是有意
义的．
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