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摘 要： 基于语音信号在离散余弦域上的近似稀疏性，针对采用随机高斯观测矩阵及线性规划方法进行语音压

缩感知与重构时，重构零（近似零）系数定位能力差而导致重构效果不好的缺点，本文提出一种新的行阶梯矩阵做观测

矩阵，用对偶仿射尺度内点重构算法对语音进行压缩感知与重构，并对该算法下的重构性能进行理论分析．语音压缩
感知仿真结果表明，在离散余弦基下，压缩比（观测序列与原始序列样值数之比）为１∶４时，行阶梯观测矩阵下的平均
重构信噪比比随机高斯观测矩阵下提高９７３ｄＢ，平均ＭＯＳ分比随机高斯观测矩阵下提高１２２分．
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１ 引言

压缩感知（ＣＳ：ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ）理论［１～４］是近年
来针对稀疏信号提出的一种新兴采样理论，以远低于奈

奎斯特频率的速度成功实现了对信号的同时采样与压

缩．该理论在日臻完善的同时已经在信源编码、传感器

网络、信号检测、医学图像处理、雷达遥感、生物传感、模

式识别、盲源分离、频谱分析等领域获得了越来越多的

应用［５～１４］．本文研究适合语音信号的压缩感知，基于语
音信号在离散余弦域（ＤＣＴ：ＤｉｓｃｒｅｔｅＣｏｓｉｎｅＴｒａｎｓｆｏｒｍ）上
的近似稀疏性，研究 ｌ１范数优化重构算法下的语音信
号压缩感知，针对随机高斯观测矩阵下重构时对零系
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数（或近似于零的系数）位置不能有效定位的缺点，提

出一种新的行阶梯矩阵作为观测矩阵，并采用解决 ｌ１
范数问题的对偶仿射尺度内点法进行重构，并对该算

法下的重构性能进行理论分析．语音压缩感知的仿真
结果表明，在压缩比（观测序列与原始序列样值数之

比）为１∶４时，行阶梯观测矩阵下的重构信噪比（ＳＮＲ：
ＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ）比随机高斯观测矩阵下平均提高
９７３ｄＢ，ＭＯＳ（ＭｅａｎＯｐｉｎｉｏｎＳｃｏｒｅ）分比随机高斯观测矩
阵下平均提高１２２分．

２ 行阶梯观测矩阵、对偶仿射尺度内点重构
下的压缩感知算法

２．１ 压缩感知基本理论

压缩感知理论主要涉及三个核心问题：信号稀疏

表示即变换矩阵Ψ，观测矩阵Φ，以及重构算法的设

计［１５］．
假设原始信号 ｘ０∈Ｒｎ在正交基Ψ＝｛ψｉ｜ψｉ∈Ｒｎ，

ｉ＝１，２，…，ｎ｝上是 Ｋ稀疏的，即
ｘ０＝Ψ－１

θ （１）
稀疏系数向量

θ＝Ψｘ０＝（θ１，θ２，…，θｎ）Ｔ，‖θ‖０＝Ｋ．
观测值 ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ）Ｔ．

ｙ＝Φｘ０＝ΦΨ－１
θ＝Ｈθ （２）

其中Φ＝（φ１，φ２，…，φｎ），（φｉ∈Ｒｍ，ｉ＝１，２，…，ｎ）．Ｈ
＝ΦΨ－１称为ＣＳ矩阵．由 ｙ重构ｘ０或θ时需要求解式
（２），当 ｍ＜ｎ时，它有无穷多个解，所以，由式（２）无法
求得确切的重构信号．但根据 ＢＰ（ＢａｓｉｓＰｕｒｓｕｉｔ）算
法［１６～１９］，可通过求解 ｌ１最优化问题得到它的等价解：

ｍｉｎ
θ
‖θ‖１ｓｕｂｊｅｃｔｔｏｙ＝ΦΨ－１

θ＝Ｈθ （３）

２．２ 行阶梯观测矩阵、对偶仿射尺度内点法下的压

缩感知

根据文献［１６～２０］将式（２）问题转为式（３）所示的
线性规划问题，通过线性规划解决 ｌ１范数优化问题来
重构信号．线性规划的一系列算法，都是基于杰出数学
家Ｄａｎｔｚｉｇ提出的单纯形法．然而单纯形法计算时间过
长，对于较大型问题来说，内点法比单纯形法占有明显

的优势［２１，２２］．本文通过对偶仿射尺度内点法（ＤｕａｌＡｆｆｉｎｅ
ＳｃａｌｉｎｇＩｎｔｅｒｉｏｒＰｏｉｎｔＭｅｔｈｏｄ［２１，２２］）求解式（４）的对偶问题
式（５）来求得最优解θ．

ｍｉｎ
ｘ
ｃＴｘｓｕｂｊｅｃｔｔｏＡｘ＝ｂ

ｘ≥０ （４）

其中 ｃ＝（１，…，１）Ｔ，Ａ＝（Ｈ，－Ｈ），ｂ＝ｙ，ｘ＝
ｕｕ( )ｖｖ ，

θ＝ｕｕ－ｖｖ．
ｍａｘ
ｚ
ｂＴｚｓｕｂｊｅｃｔｔｏＡＴｚ＝ｃ

ｚ≥０ （５）
对偶仿射尺度内点法计算步骤如下：

步骤１ 给定初始内点 ｚ（０），参数γ∈（０，１），容许
限ε＞０，置 ｋ＝１．

步骤２ 计算松弛变量

ｖ（ｋ）＝ｃ－ＡＴｚ（ｋ） （６）
步骤３ 置对角矩阵

Ｄｋ＝ｄｉａｇ
１
ｖ（ｋ）１
，
１
ｖ（ｋ）２
，…，

１
ｖ（ｋ）( )
ｍ

（７）

步骤４ 计算可行方向

ｄｚ＝（ＡＤ２ｋＡＴ）－１ｂ （８）
步骤５ 令

ｄｖ＝－ＡＴｄｚ （９）
步骤６ 令步长

λ＝γ·ｍｉｎ
ｖ（ｋ）ｉ
－（ｄｖ）ｉ

（ｄｖ）ｉ＜０，ｉ∈｛１，…，ｍ{ }｝ （１０）
步骤７ 置

ｚ（ｋ＋１）＝ｚ（ｋ）＋λｄｚ （１１）
步骤８ 若

ｂＴｚ（ｋ＋１）－ｂＴｚ（ｋ） ／ｂＴｚ（ｋ） ＜ε （１２）
则停止计算，ｚ（ｋ）为式（５）最优解，相应的式（４）最优解
为

ｘ（ｋ）＝Ｄ２ｋＡＴ（ＡＤ２ｋＡＴ）－１ｂ （１３）
否则置 ｋ＝ｋ＋１，返回步骤２．

用对偶仿射尺度内点法得到重构系数θ时，初始

内点 ｚ０＝（０１，０１，…，０１）Ｔ，参数γ＝０５，容许限ε＝
０００１．由式（４）和式（１３），有

ｕｕ（ｋ）

ｖｖ（ｋ( )） ＝ｘ（ｋ）＝Ｄ２ｋＡＴ（ＡＤ２ｋＡＴ）－１ｂ （１４）

由式（３）、式（４）、式（１４）得
ｕｕ（ｋ）

ｖｖ（ｋ( )） ＝Ｄ２ｋ
ＨＴ

－Ｈ( )Ｔ （Ｈ，－Ｈ）Ｄ２ｋ
ＨＴ

－Ｈ( )( )Ｔ

－１

Ｈθ

（１５）
由于式（７）Ｄｋ为对角矩阵，Ｄ２ｋ可以用两个对角矩

阵Ｄα和Ｄβ来表示即

Ｄ２ｋ＝
Ｄα ０
０ Ｄ( )

β

（１６）

式（１５）可表示为
ｕｕ（ｋ）

ｖｖ（ｋ( )） ＝
Ｄα ０
０ Ｄ( )

β

ＨＴ

－Ｈ( )Ｔ ＨＤαＨ
Ｔ＋ＨＤ

β
Ｈ( )Ｔ －１Ｈθ

（１７）
令对角矩阵

Ｄ
η
＝Ｄα＋Ｄβ （１８）

式（１７）简化为
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ｕｕ（ｋ）

ｖｖ（ｋ( )） ＝
ＤαＨ

Ｔ ＨＤ
η
Ｈ( )Ｔ －１Ｈθ

－Ｄ
β
ＨＴ ＨＤηＨ( )Ｔ －１Ｈ( )

θ
（１９）

令矩阵

Ｆ＝ＨＴ ＨＤηＨ( )Ｔ －１Ｈ （２０）
则

ｕｕ（ｋ）

ｖｖ（ｋ( )） ＝
ＤαＦθ
－Ｄ

β
Ｆ( )
θ

（２１）

稀疏系数θ ＝ｕｕ（ｋ）－ｖｖ（ｋ）的求解效果与观测矩
阵Φ、稀疏基Ψ

－１的选取密切相关，语音信号在ＤＣＴ域
呈现近似稀疏性，因此ＣＳ研究中，ＤＣＴ经常作为语音的
稀疏域，本文的稀疏基Ψ取ＤＣＴ基．相关文献［１５］指出，
如果保证观测矩阵Φ和稀疏基Ψ

－１不相干，则ＣＳ矩阵
在很大概率上满足保证式（３）存在确定解的 ＲＩＰ（Ｒｅ
ｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙＰｒｏｐｅｒｔｙ）性质，随机高斯矩阵由于与大多
数固定正交基构成的矩阵不相干，被广泛应用于 ＣＳ理
论中．然而研究结果显示采用随机高斯观测矩阵及线
性规划方法进行信号压缩感知与重构时，重构零（近似

零）系数定位能力差而导致重构效果不好（见仿真结

果），因此我们考虑提高重构零（近似零）系数位置正确

度的方案．语音信号ＤＣＴ系数具有集中于低频的特点，
我们的目标是如何保证稀疏系数θ的后段零系数（近

似零系数）位置的正确度．从式（２１）看出，如果 Ｆ是对
角阵，由于 Ｄα 和 Ｄβ 均为对角阵，所以向量 ｕｕ（ｋ）及
ｖｖ（ｋ）的后段元素与θ的后段元素一样，值为零（近似
零），这样就可以保证重构系数θ ＝ｕｕ（ｋ）－ｖｖ（ｋ）零系
数位置的正确度．那么当稀疏基Ψ 取 ＤＣＴ基时，如何
构造观测矩阵Φ 使Ｆ尽可能成为对角阵呢？下面我
们对此进行分析．

假设 Ｄ
η
是单位阵，因为ＤＣＴ基是正交基，由式（３）

和 式（２０），有
Ｆ＝（ΦΨ－１）Ｔ （ΦΨ

－１）（Ψ
－１）ＴΦ( )Ｔ －１（ΦΨ

－１）

＝（Ψ－１）ＴΦ
Ｔ
ΦΦ( )Ｔ －１（ΦΨ

－１） （２２）
为了方便计算，如果能找到Φ，使得

ΦΦ
Ｔ＝ｒＥ （２３）

其中 ｒ为实数，那么式（２２）简化为

Ｆ＝１ｒΨΦ
Ｔ
ΦΨ

－１ （２４）

根据ＤＣＴ基的定义，

ψｉ，ｊ＝
１
槡ｎ
，ｉ＝１，１≤ｊ≤ｎ

ψｉ，ｊ＝
２槡ｎｃｏｓ（２ｊ－１）（ｉ－１）π２ｎ ，２≤ｉ≤ｎ，１≤ｊ≤ｎ

（２５）
由于余弦函数的周期性和对称性，ＤＣＴ基各行元素

具有奇对称或偶对称的性质，且各行元素之和为零（第

一行除外）．为简单说明，式（２６）给出 ｎ＝４时的 ＤＣＴ
基．

ψ＝

０．５０００ ０．５０００ ０．５０００ ０．５０００
０．６５３３ ０．２７０６ －０．２７０６ －０．６５３３
０．５０００ －０．５０００ －０．５０００ ０．５０００
０．２７０６ －０．６５３３ ０．６５３３ －０．











２７０６
（２６）

如果Φ
Ｔ
Φ为全１矩阵，即

Φ
Ｔ
Φ＝

１ １ １ １
１ １ １ １
１ １ １ １











１ １ １ １

（２７）

由式（２４），Ｆ的求解过程中实现了Ψ 与全 １矩阵
的乘运算，此时利用Ψ的各行元素之和为零（第一行除

外）的特性，得到的 Ｆ中的大部分元素为零，正是我们
想要的．

Ｆ＝

４
ｒ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０













０ ０ ０ ０

（２８）

如何构造Φ，使其同时满足式（２３）和式（２７）呢？通过
观察，当

Φ ( )＝ １ １ １ １ （２９）
即可，此时实现了１∶４的压缩．

类似地，当 ｎ比较大时（ｎ＝４ｍ），我们可以采用如
下 ｍ×ｎ行阶梯观测矩阵

Φ＝

１１１１００００００００００００００…０
００００１１１１００００００００００…０
００００００００１１１１００００００…０
…………………………

００００………………













０１１１１

（３０）

此时

ΦΦ
Ｔ＝

４０００００００００…０
０４００００００００…０
………………

００００………











０４

＝４Ｅ （３１）

Ｆ＝１４ΨΦ
Ｔ
ΦΨ

－１

＝１４Ψ

１１１１００００
１１１１００００
１１１１００００ …

１１１１００００
  

００００１１１１
００００１１１１

… ００００１１１１

























００００１１１１

Ψ
－１ （３２）
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经过式（３２）的运算，可使 Ｆ非对角线上的大部分
元素为零．迭代过程中，Ｄ

η
不一定是单位阵，但由于 Ｄ

η

为对角阵，Ｆ矩阵非对角线上零元素的位置是不变的．
并且，随着迭代次数的增加，根据式（１８）和式（２２），θ

＝ｕｕ（ｋ）－ｖｖ（ｋ）＝Ｄ
η
Ｆθ应该逐步向θ逼近，在 Ｆ非对

角线大部分元素为零及Ｄ
η
为对角阵的条件下，逐次迭

代最后得到的 Ｄ
η
Ｆ趋向于对角阵（其中前 Ｋ行Ｋ列构

成的子阵趋向单位阵，Ｋ为稀疏度）．当采用式（３０）形式
的行阶梯矩阵做观测矩阵时，由于 Ｄ

η
是对角阵，Ｆ是

趋向对角阵的，因此保证了重构零系数位置的正确度，

而高斯观测矩阵做不到这一点．
下面用实验验证采用式（３０）形式的行阶梯观测矩

阵时的重构效果．假设某信号 ｘ０∈Ｒｎ对应的ｎ个 ＤＣＴ
系数只有前 Ｋ个非零，这里取 ｎ＝４８，Ｋ＝８．前８个非
零系数随机产生，后４０个系数设为０，得到稀疏系数θ．
然后由θ和ＤＣＴ反变换求出原始信号 ｘ０．观测样值个
数 ｍ＝１２，压缩比为１∶４．图１和图２对行阶梯观测矩阵
和随机高斯观测矩阵下的稀疏系数重构效果进行对

比，分别给出两种矩阵下最后一次迭代的原始 ＤＣＴ系
数与重构 ＤＣＴ系数及 ｕｕ（ｋ）和 ｖｖ（ｋ）．可见，重构时式
（３０）形式的行阶梯观测矩阵比随机高斯观测矩阵对零
系数定位能力强．

表１给出不同稀疏度 Ｋ时，两种观测矩阵下系数
重构误差对比，误差采用２范数相对误差．原始信号４８
个样值，先随机产生前 Ｋ个非零ＤＣＴ系数，其它系数设
为０，得到稀疏系数θ．然后由θ和 ＤＣＴ反变换求出原
始信号 ｘ０．观测样值个数取１２，压缩比为 １∶４．各个 Ｋ
下取１００次实验的平均结果．可以看出，行阶梯矩阵在
ｍ≥Ｋ（ｍ为观测样点数１２）时均能较好的重构系数，而
随机高斯矩阵在 ｍ≥４Ｋ时才有较好的重构．也就是
说，与随机高斯观测矩阵相比，本文的行阶梯矩阵，可

以采用更少的观测点数来获得同样好的重构效果，数

据压缩程度更大．
表１ 不同稀疏度 Ｋ两种观测矩阵下系数重构误差对比

Ｋ
行阶梯矩阵下系数

重构误差

随机高斯矩阵下系

数重构误差

１ １．９５５６１０－１１ ３．２１６８１０－５

２ ２．６０１４１０－７ ８．１１０８１０－５

３ ２．１６１１１０－７ ６．６４５６１０－５

４ １．５６７５１０－６ ０．２８８８
５ ８．７１２３１０－７ ０．２６５６
６ ２．９７８９１０－６ ０．７６４６
７ ８．７４５２１０－５ ０．４２４３
８ ２．２７１７１０－６ ０．９６７９
９ ３．１０９２１０－６ ０．５６０４
１０ ２．２９１３１０－５ ０．７５５９
１１ ８．７０１１１０－６ ０．８９５１
１２ ２．４２３９１０－５ ０．９４７９

３ 行阶梯矩阵、对偶仿射尺度内点重构下的
语音压缩感知实验

当然，设计观测矩阵要满足Φ 和Ψ
－１不相干特性

条件，即保证Φ与Ψ
－１的相干度（ｃｏｈｅｒｅｎｃｅ）μ尽可能的

小．相干度定义为［２０］

μ（Φ，Ψ
－１）＝槡Ｎ ｍａｘ

１≤ｋ≤ｍ
１≤ｊ≤ｎ

〈φｋ，ψ
－１
ｊ〉 （３３）

我们对比了式（３０）形式的行阶梯矩阵和随机高斯
矩阵与ＤＣＴ基的相干度．实验中的数据库采用中国科
学院自动化所录制的语音库，共６００个语句，原始语音
的采样率为１６ｋＨｚ．当压缩比为１∶４，２０ｍｓ分帧时，实验
结果显示随机高斯矩阵下的相干度为８４５５１７，而行阶
梯矩阵下的相干度为５６５６２，远远小于前者，满足Φ和

Ψ
－１不相干条件，且观测矩阵容量小，计算复杂度低．我

们对行阶梯观测矩阵及随机高斯观测矩阵下的语音压

缩感知重构算法性能进行了对比．表２和表３分别给出
压缩比取１∶４时，男性和女性语音在行阶梯矩阵及随机
高斯矩阵下，不同观测点数（对应不同帧长）时压缩感

知的重构效果．重构语音质量用分段信噪比及 ＭＯＳ分
来度量，ＭＯＳ分均采用Ｐ８６２标准算出．
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表２ 男性行阶梯观测矩阵及随机高斯观测矩阵下语音压

缩感知重构结果

观测样点

数

行阶梯观测

矩阵下重构

ＳＮＲ（ｄＢ）

行阶梯观测

矩阵下重构

ＭＯＳ

随机高斯观

测矩阵下重

构ＳＮＲ（ｄＢ）

随机高斯观

测矩阵下重

构ＭＯＳ

６０ ２５．５４６５ ３．４３９ １２．６７０２ １．８５１
８０ ２５．５８４２ ３．４５４ １３．３１４５ ２．１２６
１００ ２５．９０６９ ３．４８５ １４．６４９１ ２．４１４
１２０ ２５．９６５９ ３．４１２ １４．０８８２ ２．３２３

表３ 女性行阶梯观测矩阵及随机高斯观测矩阵下语音压

缩感知重构结果

观测样点

数

行阶梯观测

矩阵下重构

ＳＮＲ（ｄＢ）

行阶梯观测

矩阵下重构

ＭＯＳ

随机高斯观

测矩阵下重

构ＳＮＲ（ｄＢ）

随机高斯观

测矩阵下重

构ＭＯＳ

６０ １６．５８０１ ３．０５４ ８．４８４１ １．６４９
８０ １６．６６３４ ２．９７０ ８．７０５３ １．７４２
１００ １６．４７５８ ２．９７５ ９．１０１６ １．８４７
１２０ １６．３１０８ ２．８３０ ９．５４７９ １．７７４

从表中数据可以看出，当稀疏基采用 ＤＣＴ基时，基
于行阶梯观测矩阵的语音压缩感知，信号重构效果大

大优于传统的基于随机高斯观测矩阵的压缩感知．
当然，由于女性语音的ＤＣＴ系数高频成份较多，即

不如男性系数集中于低频，重构效果不如男性，但行阶

梯观测矩阵下的重构效果仍明显优于随机高斯观测矩

阵．

４ 结束语

本文针对 ＤＣＴ稀疏基下，语音信号采用随机高斯
观测矩阵及线性规划方法进行压缩感知与重构时，重

构零（近似零）系数定位能力差而导致重构效果不好的

缺点，提出采用一种行阶梯矩阵做观测矩阵，对偶仿射

尺度内点法对语音进行压缩感知重构．文中首先分析
当非零ＤＣＴ系数集中于稀疏系数向量的前段，采用对
偶仿射尺度内点法重构时，行阶梯观测矩阵对重构零

（近似零）系数的定位能力优于随机高斯观测矩阵的特

性，然后通过仿真实验，对行阶梯观测矩阵和随机高斯

观测矩阵下语音信号的压缩感知重构效果进行对比，

实验结果显示，行阶梯观测矩阵下的重构性能明显优

于随机高斯观测矩阵．
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