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摘 要： 针对车式移动机器人轨迹跟踪这一典型控制任务，本文提出一种滑模轨迹跟踪控制方法．该方法采用
ＰＩ型滑模面设计等效控制律，利用变速函数代替符号函数获得切换控制率，并运用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ理论证明系统的稳定性．
仿真结果表明该方法不但能使机器人有效跟踪任意参考轨迹，而且能减小在控制中的抖振现象，即使在外界干扰影响

的情况下，也具有良好的控制品质．
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１ 引言

近年来，车式移动机器人（ＣａｒＬｉｋｅＭｏｂｉｌｅＲｏｂｏｔ，
ＣＬＭＲ）不仅由于在工业、服务业、航空等领域的广泛应
用得到人们关注，而且因其在控制理论方面遇到的挑战

而引起大批学者的注意［１，２］．ＣＬＭＲ要实现更高层次的
任务，有赖于底层的轨迹跟踪控制能力，因而对轨迹跟

踪的研究就显得非常有必要．由于ＣＬＭＲ是一种高度非
线性、强耦合的系统，并且存在非完整约束，使得传统的

线性控制方法很难精确控制机器人的跟踪轨迹［３］．
为了获得精确 ＣＬＭＲ轨迹跟踪，研究人员提出许多

控制方法，如：文献［４］利用神经预测控制方法实现四轮
移动机器人的轨迹跟踪；文献［５］采用 Ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇ方法
设计轨迹跟踪控制规律；文献［６］提出一种模糊跟踪控
制算法；陈少斌等人［７］设计一种基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性的
最优状态反馈跟踪控制器．虽然这些方法能够解决

ＣＬＭＲ轨迹跟踪问题，但是它们只是针对机器人运动学
模型，而对于有实际研究价值的动力学模型很少考虑．
由于滑模控制器设计简单、鲁棒性较强等优点，在解决

非线性系统控制的问题上具有良好的效果，但是大多数

学者［８，９］在解决抖振问题中一般采用饱和函数代替符

号函数的方法，虽然可以很大程度上减小抖振，但控制

规律可能会产生不连续．
本文在考虑车式移动机器人模型的基础上，根据滑

模控制方法来设计具有渐近稳定性的控制规律．其中，
利用变速函数替换符号函数来消除抖振现象，以保障控

制规律的连续性．通过该类型机器人对给定“８”形，螺旋
形和正弦形轨迹的跟踪仿真，证明控制规律的有效性．

２ 运动学控制器设计

如图１所示为车式移动机器人，其中后轮提供前进
驱动力且与机器人运动方向一致，前轮为转向轮．该机
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器人的位姿由向量 ｑ＝［ｘ，
ｙ，θ］Ｔ表示，其中 ＸＯＹ是全
局坐标系，（ｘ，ｙ）为两后轮
中心坐标，θ为车身方向与Ｘ
轴夹角，ｌ表示前轮与后轮
的轴间距，为前轮转向角，

ｖ为后轴中心点的速度．在
不考虑轮子侧滑等因素时，

车式移动机器人的运动学模

型［１０］：

ｘ＝ｖｃｏｓθ
ｙ＝ｖｓｉｎθ
θ＝
ｖ
ｌｔａｎ

{


（１）

其中 ｖ＝［ｖ，］Ｔ为速度控制矢量．四轮机器人非完整
约束为：

ｘｓｉｎθ－ｙｃｏｓθ＝０ （２）
ｘｓｉｎ（θ＋）－ｙｃｏｓ（θ＋）－ｌθｃｏｓ＝０ （３）

设 ＣＬＭＲ当前位姿 ｑ＝［ｘ，ｙ，θ］Ｔ，任意给定一条参
考轨迹 ｑｒ＝［ｘｒ，ｙｒ，θｒ］Ｔ，该轨迹由参考机器人的运动轨
迹描述，其运动也满足非完整约束，设定期望输入 ｖｒ＝
［ｖｒ，ｒ］Ｔ，则 ｑｒ和ｖｒ也满足ＣＬＭＲ运动学模型即：

ｘｒ＝ｖｒｃｏｓθｒ
ｙｒ＝ｖｒｓｉｎθｒ

θｒ＝
ｖｒ
ｌｔａｎ










ｒ

（４）

其中 ｖｒ、ｒ为期望速度和转向角．
如果给定参考轨迹以函数形式表示，即（ｘｒ（ｔ），

ｙｒ（ｔ）），那么

ｖｒ（ｔ）＝± ｘ２ｒ（ｔ）＋ｙ２ｒ（ｔ槡 ）

ｗｒ（ｔ）＝
ｘｒ（ｔ）̈ｙｒ（ｔ）－ｘ̈ｒ（ｔ）ｙｒ（ｔ）

ｘ２ｒ（ｔ）＋ｙ２ｒ（ｔ）

（５）

其中，设 θｒ＝ｗｒ．
因此有必要选择一个合适的控制规律 ｖｃ＝［ｖｃ，

ｃ］
Ｔ，使得 ｔ→∞时 ｑ→ｑｒ．定义全局坐标系下的机器人

位姿误差为：

ｅｐ＝ｑｒ－ｑ＝

ｘｒ－ｘ
ｙｒ－ｙ

θｒ－









θ
＝

ｘｅ
ｙｅ
θ









ｅ

（６）

式（６）在机器人坐标系下可表示为：

ｅ＝

ｅｘ
ｅｙ
ｅ











θ

＝Ｔｅ（ｑｒ－ｑ）＝
ｃｏｓθ ｓｉｎθ０
－ｓｉｎθｃｏｓθ０







０ ０ １

ｘｅ
ｙｅ
θ









ｅ

（７）

其中，Ｔｅ为坐标转换矩阵．
对式（７）求导，可得到：

ｅ＝

ｅｘ
ｅｙ
ｅ











θ

＝

ｖ
ｌｔａｎｅｙ－ｖ＋ｖｒｃｏｓｅθ

－ｖｌｔａｎｅｘ＋ｖｒｓｉｎｅθ

ｖｒ
ｌｔａｎｒ－

ｖ
ｌｔａｎ

















（８）

定义如下Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程

Ｖ１＝
１
２（ｅ

２
ｘ＋ｅ２ｙ）＋

１－ｃｏｓｅθ
ｋ２

（９）

其中，ｋ１＞０，对上式求导并结合式（８）有

Ｖ１＝ｅｘｅｘ＋ｅｙｅｙ＋
ｅ
θｓｉｎｅθ
ｋ２

＝－ｅｘ（ｖ－ｖｒｃｏｓｅθ）－
ｌｓｉｎｅθ
ｋ２ｖ
（ｔａｎ－

ｖｒ
ｖｔａｎｒ－

ｋ２ｌｅｙｖｒ
ｖ ）

因此选择

ｖｃ＝ｋ１ｅｘ＋ｖｒｃｏｓｅθ

ｃ＝ａｔａｎ（
ｖｒ
ｖｃ
ｔａｎｒ＋

ｋ２ｌｅｙｖｒ
ｖｃ

＋
ｋ３ｌｓｉｎｅθ
ｖｃ

{ ）
（１０）

作为运动学控制规律，则 Ｖ１≤０，其中 ｋ１，ｋ２，ｋ３均
为正实数．该控制器的目的就是为动力学控制器提供参
考的线速度和转向角．

３ 动力学控制器设计

轮式移动机器人简化动力学模型一般可以表示为：

ｖ＝τ１ｍ

θ̈＝
τ２
Ｉ

（１１）

其中，τ１和τ２分别是机器人的驱动力矩和转动力矩，ｍ
为机器人质量，Ｉ为机器人转动惯量．

结合式（１）和式（１１），有

＝
τ２ｌ－Ｉｖｔａｎ
Ｉｖｓｅｃ２

（１２）

动力学控制器是把运动学控制器的输出 ｖｃ＝［ｖｃ，

ｃ］
Ｔ作为参考输入，输出为力矩珋τ＝［τ１，τ２］Ｔ，使得 ｔ→

∞时，ｖ→ｖｃ．
定义误差 ｅｖ＝ｖｃ－ｖ，ｅ＝ｃ－，并选择 ＰＩ型滑模

面：

Ｓ（ｔ）＝
ｓｖ（ｔ）
ｓ（ｔ

[ ]） ＝
ｅｖ＋α１∫

ｔ

０
ｅｖ（γ）ｄγ

ｅ ＋α２∫
ｔ

０
ｅ（γ）ｄ











γ

（１３）

其中，α１，α２＞０．
对上式微分得到：

Ｓ（ｔ）＝
ｓｖ（ｔ）
ｓ（ｔ

[ ]） ＝
ｅｖ＋α１ｅｖ
ｅ
＋α２ｅ

[ ]


（１４）

显然，如果α１，α２选择合适，则跟踪误差 ｅｖ（∞）
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→０，ｅ（∞）→０．
把式（１１）、（１２）带入到式（１４），并使 Ｓ（ｔ）＝０，则

ｓｖ＝ｖｃ－
τ１
ｍ＋α１ｅｖ＝０

ｓ＝
·

ｃ－
·
＋α２ｅ＝０

（１５）

可得到等效控制规律

τｅｑ１＝ｍ（ｖｃ＋α１ｅｖ）

τｅｑ２＝
Ｉ
ｌ（
·

ｃｖｓｅｃ２＋ｖｔａｎ＋α２ｅｖｓｅｃ
２
{ ）

（１６）

控制规律式（１６）可使得系统状态保持在滑模面上，
但是外界干扰不可避免的存在，因此必须考虑切换控制

τｓｗ，所设计的滑模控制包括两个部分：等效控制和切换

控制，即

τ１＝τｅｑ１＋β１ｓｇｎ（ｓｖ）

τ２＝τｅｑ２＋β２ｓｇｎ（ｓｗ
{ ）

（１７）

其中，β１，β２＞０，ｓｇｎ（Ｓ）＝［ｓｇｎ（ｓｖ）ｓｇｎ（ｓ）］
Ｔ．假设干扰为

η＝［η１，η２］
Ｔ，动力学模型表达式变为：

ｖ＝τ１ｍ＋η１


·
＝τ２
ｌ－Ｉｖｔａｎ
Ｉｖｓｅｃ２

＋η２

（１８）

为了削弱“抖动”现象，我们引入变速函数 ｖｓ（Ｓ，ε）
来代替 ｓｇｎ（Ｓ），因此式（１７）变为

τ１＝τｅｑ１＋β１ｖｓ（ｓ１，ε１）

τ２＝τｅｑ２＋β２ｖｓ（ｓ２，ε２
{ ）

（１９）

其中，ε＝［ε１，ε２］为正数，

ｖｓ（Ｓ，ε）＝
ｖｓ（ｓｖ，ε１）
ｖｓ（ｓ，ε２

[ ]） ＝ε１｜｜ｅｖ｜｜ｓｇｎ
（ｓｖ）

ε２‖ｅｗ‖ｓｇｎ（ｓ
[ ]）．

４ 稳定性证明

考虑如下Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程：
Ｖｓ＝Ｖ１＋Ｖ２ （２０）

其中，Ｖ１＝
１
２（ｅ

２
ｘ＋ｅ２ｙ）＋

１－ｃｏｓｅθ
ｋ２

，

Ｖ２＝
１
２Ｓ

ＴＳ．

对 Ｖｓ求导有：

Ｖ１＝－ｋ１ｅ２ｘ－
ｋ３ｌ２ｓｉｎ２ｅθ
ｋ２ｖ２

≤０，

Ｖ２＝ＳＴＳ
＝ｓｖｓｖ＋ｓｓ
＝－ｓｖβ１ｖｓ（ｓｖ，ε１）－ｓｖη１－ｓβ２ｖｓ（ｓ，ε２）－ｓη２
≤－ｓｖβ１ｖｓ（ｓｖ，ε１）＋｜η１｜ｓｖｖｓ（ｓｖ，ε１）－ｓβ２ｖｓ（ｓ，ε２）
＋｜η２｜ｓｖｓ（ｓ，ε２）

＝－ｓｖｖｓ（ｓｖ，ε１）（β１－｜η１｜）－ｓｖｓ（ｓ，ε２）（β２－｜η２｜）
假设干扰ηｉ（ｉ＝１，２）有界且｜ηｉ｜≤γｉ，因此总是存

在βｉ使得βｉ≥γｉ，因此 Ｖ２≤０，系统稳定．因此 Ｖｓ的导数
为非正，整个系统渐近稳定．

５ 仿真结果

以一个轮式移动机器人为研究对象，其物理特征

为：质量 ｍ＝５ｋｇ，转动惯量 Ｉ＝２５ｋｇ·ｍ２，前后轮间距 ｌ
＝０３ｍ．为了验证该控制规律的有效性，分别选取典型
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的“８”形、螺旋形和正弦形参考轨迹进行仿真．
５．１ “８”形轨迹

选取机器人起始位姿为 ｑ（０）＝［１，０，π／６］Ｔ，参考
轨迹表示为：

ｘｒ（ｔ）＝２ｓｉｎ（
４ｔ
３０） ｙｒ（ｔ）＝２ｓｉｎ（

２ｔ
３０），

干扰分别取方差为 ０．１和 ０．２的白噪声，仿真结果如
图２和图３所示．从仿真结果可以看机器人在４０ｓ左右
开始稳定，跟踪误差很快趋近于零．
５．２ 螺旋形轨迹

选取机器人起始位姿为 ｑ（０）＝［－１，０，－π／４］Ｔ，
参考轨迹为：

ｘｒ（ｔ）＝ｔｃｏｓ（ｔ） ｙｒ（ｔ）＝ｔｓｉｎ（ｔ），
干扰都取方差为０．２的白噪声仿真结果如图４和５所
示．仿真结果表明机器人在２７ｓ左右开始进入稳态，跟
踪误差趋近于零．
５．３ 正弦形轨迹

选取机器人起始位姿为 ｑ（０）＝［０，１，０］Ｔ，参考轨
迹为：

ｘｒ（ｔ）＝ｔ ｙｒ（ｔ）＝ｓｉｎ（ｔ），
干扰都取方差为０．４的白噪声，仿真结果如图６和７所
示．仿真结果表明机器人在１６ｓ左右开始进入稳态，跟
踪误差趋近于零．

以上仿真结果表明车式移动机器人能快速跟踪到

任意参考轨迹，并且在外界干扰存在的情况下，跟踪误

差都会快速趋近于零，因此可以证明所提出的控制规

律能够实现 ＣＬＭＲ的轨迹跟踪．

６ 结论

本文针对车式移动机器人轨迹跟踪问题，利用滑

模控制策略推导出具有渐近收敛性的机器人动力学控

制规律，该规律包括等效控制和切换控制两方面，前者

用来实现机器人跟踪，后者用来减少抖动．仿真结果表
明该方法能保证机器人轨迹跟踪的准确性和稳定性，

能克服外界干扰的影响，具有较强的鲁棒性．
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