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摘 要： 在多重置换阵的基础上，提出一种适用基于网络编码的协作中继策略的结构化 ＬＤＰＣ码构造方法．首
先定义了多重置换阵的概念，提出并证明了该方阵在秩和消元等方面的重要性质；给出具体的构造步骤，构造了列重

为３和围长至少为６的满秩ＬＤＰＣ码；分析了该ＬＤＰＣ码的生成矩阵，具有稀疏和结构化的特点，适用基于网络编码的
协作中继系统中进行联合网络编码和迭代译码．仿真结果表明，在相同码长、２／３码率和准循环矩阵 Ｙ结构条件下，相
比阵列ＬＤＰＣ码、近似双对角形式的ＬＤＰＣ码和三对角形式的ＬＤＰＣ码，新构造的ＬＤＰＣ码具有相对较好的译码性能．
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１ 引言

网络编码在提高通信系统吞吐量的同时，还可以获

得分集增益［１，２］．协作中继技术中可同时使用信道编码
和网络编码，在降低系统复杂度的同时充分发挥这两种

编码方法的优点［３～５］：通过 ＬＤＰＣ码等信道编码方法来
降低系统误码率从而提高系统通信的可靠性，通过网络

编码来获取分集增益并提高系统的吞吐量．
由于ＬＤＰＣ码优异的译码性能，基于 ＬＤＰＣ码的协

作中继技术成为重要的研究内容［６，７］．雷维嘉等［６］较早
提出一种基于ＬＤＰＣ编码的协作通信方式，通过不同的
用户发送码字的不同部分，实现虚拟的多发送天线，获

得发送分集增益并提高系统性能．文献［７］中构造了一
种适用于中继协作通信的非正规 ＬＤＰＣ系统码，并将该
码应用于协作中继系统进行联合迭代译码．随着网络编
码研究的深入进行，针对联合 ＬＤＰＣ码和网络编码的协
作中继技术的研究也逐渐展开．ＹＬｉ等［３，４］针对联合
ＬＤＰＣ码网络编码的两用户协作中继系统，推导了系统
容量限和译码门限，分别采用 ＥＸＩＴ图和高斯近似算法
来分析和优化ＬＤＰＣ码节点的度分布．对于多用户协作
中继系统，文献［５］中提出一种基于自适应网络编码的
中继策略，使用低密度生成矩阵码（ＬＤＧＭ码）和下三角
形式的ＬＤＰＣ码作为信道编码方案．ＬＤＧＭ码属于特殊
的ＬＤＰＣ码，具有系统形式的校验矩阵和稀疏的生成矩
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阵，该码具有较低的编译码存储资源和线性编码复杂

度．系统形式的校验矩阵使得 ＬＤＧＭ码的译码性能较
差，具有很大的差错平底．下三角形式 ＬＤＰＣ码的译码
性能要好于ＬＤＧＭ码，但是生成矩阵不是稀疏的，中继
节点按照生成矩阵进行网络编码时需要接收大部分甚

至所有源节点的信息，产生较大的用户间干扰和编码

延时，限制了该码的实用性．ＩＥＥＥ８０２１６ｅ和 ＩＥＥＥ
８０２１１ｎ等标准中的 ＬＤＰＣ码具有近似双对角的形式，
它们在联合 ＬＤＰＣ码和网络编码的协作中继系统中的
应用也存在同样的问题．显然非稀疏的生成矩阵使得
联合网络编码的复杂度过高，是限制 ＬＤＰＣ码在基于网
络编码的协作中继中应用的重要因素．

以构造相对稀疏和结构化的生成矩阵为目标，论

文提出一种适用于联合网络和信道编码协作中继技术

的ＬＤＰＣ码的构造方法．构造的 ＬＤＰＣ码的校验矩阵具
有满秩、列重为３和围长至少为６的特点．

２ 多重置换阵的定义及其性质

已知 ｑ×ｑ的单位置换阵Ｐ（ａｉ）是指将 ｑ×ｑ的单
位阵向上循环移动ａｉ次后得到的方阵．定义重数为 ｗ
的多重置换阵Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）为：将 ｗ个偏移数为ａｉ
的单位置换阵Ｐ（ａｉ）在二元域上加和生成的方阵，其中
０≤ａ１＜ａ２＜…＜ａｗ＜ｑ．显然多重置换阵的重数 ｗ等
于自身的列重．例如，式（１）为重数 ｗ＝３的 ５×５多重
置换阵 Ｐ３（０，１，…，４）．

Ｐ３（０，１，４）＝

１ １ ０ ０ １
１ １ １ ０ ０
０ １ １ １ ０
０ ０ １ １ １













１ ０ ０ １ １

（１）

定义 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）第１个行向量对应二元域
上的多项式为多重置换阵的生成多项式，并用 Ｘａ１＋Ｘａ２
＋…＋Ｘａｗ表示．提取 Ｘａ１，将 Ｘａ１＋Ｘａ２＋…＋Ｘａｗ转换成
Ｘａ１（１＋Ｘａ２－ａ１＋…＋Ｘａｗ－ａ１）的形式，称１＋Ｘａ２－ａ１＋…＋
Ｘａｗ－ａ１为 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）的根多项式．式（１）中 Ｐ３（０，
１，…，４）的生成多项式和根多项式都为１＋Ｘ＋Ｘ４．

因为多重置换阵的各个行向量满足循环移位的关

系，所以 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）中的每个行向量都可以表示
成多项式 Ｘｉ（１＋Ｘａ２－ａ１＋… ＋Ｘａｗ－ａ１）（模 Ｘｑ＋１）的形
式，其中 ｉ为整数，０≤ｉ＜ｑ，模 Ｘｑ＋１相当于 Ｘｑ＋１＝
０，即 Ｘｑ＝１．

研究发现，多重置换阵在秩、构造和消元等方面具

有以下几个重要性质．
性质１ 重数为偶数的多重置换阵必然不是满秩

的．

证明 由定义可知，重数为偶数的多重置换阵的

每个列向量中有偶数个元素“１”．采用模二运算，将置
换阵中除第１个行向量外的其它行向量都加和到第 １
个行向量上，则第１个行向量将变成全零向量．可知此
多重置换阵的各个行向量是线性相关的，即必然不是

满秩的．（证明完毕）
根据性质 １，为了更好控制校验矩阵的秩并设计

ＬＤＰＣ码的码率，构造基于多重置换阵的满秩 ＬＤＰＣ码，
最好选用重数为奇数的多重置换阵，有如下性质：

性质２ 重数为奇数的 ｑ×ｑ多重置换阵Ｐｗ（ａ１，
ａ２，…，ａｗ）是满秩方阵的充要条件是根多项式 １＋
Ｘａ２－ａ１＋…＋Ｘａｗ－ａ１不能整除多项式 Ｘｑ＋１（模 Ｘｑ＋１）．
证明

（１）先用反证法证明必要条件．
假设多项式１＋Ｘａ２－ａ１＋…＋Ｘａｗ－ａ１能整除 Ｘｑ＋１，

定义 Ｑ（Ｘ）是次数不超过 ｑ－１的多项式且满足 Ｑ（Ｘ）
（１＋Ｘａ２－ａ１＋…＋Ｘａｗ－ａ１）＝Ｘｑ＋１．

因为可用 Ｘｉ（１＋Ｘａ２－ａ１＋…＋Ｘａｗ－ａ１）表示 Ｐｗ（ａ１，
ａ２，…，ａｗ）中任意行向量对应的多项式，其中０≤ｉ≤ｑ
－１．根据模 Ｘｑ＋１的定义 Ｘｑ＝１，可知 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，
ａｗ）存在着一些行向量，这些行向量的模二和为零向
量，即 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）不是满秩的，与 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，
ａｗ）是满秩的已知条件相矛盾，所以多项式１＋Ｘａ２－ａ１＋
…＋Ｘａｗ－ａ１能整除 Ｘｑ＋１的假设不成立．

（２）再证充分条件．
若根多项式１＋Ｘａ２－ａ１＋…＋Ｘａｗ－ａ１不能整除 Ｘｑ＋

１，则假设不存在最高次数小于 ｑ的Ｑ（Ｘ）使 Ｑ（Ｘ）（１＋
Ｘａ２－ａ１＋…＋Ｘａｗ－ａ１）＝Ｘｑ＋１．已知 Ｘｉ（１＋Ｘａ２－ａ１＋…＋
Ｘａｗ－ａ１）表示 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）中行向量对应的多项式，
其中０≤ｉ≤ｑ－１．可知不存在一组不全为零的二元域
上的数 ｋ０，ｋ２，…，ｋｑ－１

(
，使得

∑
ｑ－１

ｉ＝０
ｋｉ·Ｘ)ｉ (· １＋Ｘａ２－ａ１＋…＋Ｘａｗ－ａ)１

＝Ｑ（ｘ）（１＋Ｘａ２－ａ１＋…＋Ｘａｗ－ａ１）
＝Ｘｑ＋１
＝０

根据定义，Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）中行向量是非线性相
关的，即 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）是满秩的． （证明完毕）

根据性质 ２，存在满秩且重数为奇数的多重置换
阵．采用性质２的条件来构造满秩多重置换阵，避免了
使用消元方法验证矩阵是否满秩带来的复杂运算量，

但是仍然需要进行多项式的除法运算．下面提出更简
便的方法来确定满秩多重置换阵的每个偏移数，给出

以下的性质．
性质３ 如果本原多项式 Ｂ（Ｘ）的次数为 ｍ，总项
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数 ｗ为奇数，则由 Ｂ（Ｘ）每项的幂次数 ａｉ（１≤ｉ≤ｗ，０
≤ａ１＜ａ２＜…＜ａｗ，ａｗ＝ｍ）确定的 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）
必然是满秩的，只要 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）的维数为 ｑ×ｑ，
且 ｑ和ｍ满足１≤ｑ＜２ｍ－１．

证明 根据本原多项式定义，若 ｍ次不可约多项
式 Ｂ（Ｘ）能整除的 Ｘｎ＋１的最小正整数为 ｎ＝２ｍ－１，则
称 Ｂ（Ｘ）为本原多项式．可知，项数为 ｗ且次数为 ｍ的

本原多项式 Ｂ（Ｘ）能整除多项式 Ｘ２
ｍ－１＋１，但是不能整

除任何次数小于２ｍ－１的多项式 Ｘｎ＋１（１≤ｎ＜２ｍ－１）．
若多重置换阵的维数为 ｑ×ｑ，满足１≤ｑ＜２ｍ－１，

且令 ｗ为奇数，则由性质２可知，因为满足：ｍ次本原
多项式Ｂ（Ｘ）不能整除 Ｘｑ＋１，所以由 Ｂ（Ｘ）的 ｗ个项
的幂次数ａｉ（１≤ｉ≤ｗ，０≤ａ１＜ａ２＜…＜ａｗ，ａｗ＝ｍ）确
定的 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）必然满秩．（证明完毕）

性质３为构造满秩多重置换阵提供了重要的方法
依据．实际构造满秩多重置换阵时可直接使用本原多
项式的幂指数来确定相关的偏移数．只要维数 ｑ和本
原多项式的次数ｍ满足：１≤ｑ＜２ｍ－１．

性质４ 如果维数为 ｑ×ｑ的多重置换阵 Ｐｗ（ａ１，

ａ２，…，ａｗ）是满秩的，令 Ｐ－１ｗ 为它的逆矩阵，Ｐ（Ａ）（Ａ为

正整数，Ａ＜ｑ）为 ｑ×ｑ置换阵，则矩阵［Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，
ａｗ）｜Ｐ（Ａ）］进行高斯消元后生成的矩阵［Ｐ（０）｜Ｑ］中，方
阵 Ｑ、Ｐ－１ｗ 和 Ｐ（Ａ）之间的关系满足：Ｑ＝Ｐ－１ｗＰ（Ａ）．

证明 因为 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）满秩可逆，则存在 ｋ
个初等方阵Ｒ１，Ｒ２，…，Ｒｋ，使得 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）＝
Ｒ１Ｒ２…Ｒｋ．假设 Ｒ－１ｉ 为初等方阵Ｒｉ的逆矩阵，则有：

Ｒ－１ｋ…Ｒ－１１ Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）＝Ｐ（０） （２）

及

Ｒ－１ｋＲ－１ｋ－１…Ｒ－１１ Ｐ（０）＝Ｐ－１ｗ （３）
式（３）的两边同时右乘 Ｐ（Ａ），有

Ｒ－１ｋＲ－１ｋ－１…Ｒ－１１ Ｐ（Ａ）＝Ｐ－１ｗＰ（Ａ） （４）
式（２）表明 Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）经过一系列的初等变

换可转化为 Ｐ（０）；根据式（４），Ｐ（Ａ）经过同一系列的变
换即可变成矩阵 Ｐ－１ｗＰ（Ａ）．如果采用分块矩阵的形式
表示，将式（２）和式（４）合并，则：

Ｒ－１ｋＲ－１ｋ－１…Ｒ－１１ ［Ｐｗ（ａ１，ａ２，…，ａｗ）｜Ｐ（Ａ）］

＝［Ｐ（０）｜Ｐ－１ｗＰ（Ａ）］
（５）

显然方阵 Ｑ、Ｐ－１ｗ 和Ｐ（Ａ）的关系满足：

Ｑ＝Ｐ－１ｗＰ（Ａ） （证明完毕）

根据性质４，如果对满秩的多重置换阵 Ｐｗ（ａ１，ａ２，
…，ａｗ）进行高斯消元，则处于相同行分组的单位置换
阵在消元后生成的方阵满足循环移位关系．性质４主要
用于分析新构造的ＬＤＰＣ码的生成矩阵．

３ 基于多重置换阵的ＬＤＰＣ码构造方法

基于单位置换阵和三重置换阵，提出一种结构化

ＬＤＰＣ码的构造方法，该方法构造的 ＬＤＰＣ码校验矩阵
Ｈ（ｑ，Ｉ，Ｊ）＝［ＨｍｚＹ］是满秩的，共 ｑＪ列，ｑＩ行（ｑ、Ｉ和Ｊ
均为大于３的正整数），从而构造的 ＬＤＰＣ码的码长为
ｑＪ，码率为（ＪＩ）／Ｊ．
矩阵 Ｈ（ｑ，Ｉ，Ｊ）＝［ＨｍｚＹ］由两个部分构成：列重为

３且围长为６的满秩准循环方阵 Ｈｍｚ和列重为３且围长
为８的准循环矩阵 Ｙ．其中 Ｈｍｚ包含ｑＩ列和ｑＩ行，由 Ｉ２

个 ｑ×ｑ的循环移位方阵构成；Ｙ包含（ＪＩ）×ｑ列和ｑＩ
行，由 Ｉ×（ＪＩ）个 ｑ×ｑ的循环移位方阵构成．定义基
矩阵为将准循环矩阵中的零阵用“０”代替，非零方阵用
“１”表示后得到的矩阵．

首先，构造满秩方阵 Ｈｍｚ，包括以下几个要求和步
骤：

（１）方阵 Ｈｍｚ由列重为３且围长为６的满秩多重置
换阵 Ｐ３（ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）和全零方阵 Ｏ组合而成，且 Ｈｍｚ
的基矩阵是维数为 Ｉ×Ｉ的单位阵 Ｐ（０），即 Ｐ３（ａｉ，ｊ，
ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）中的下标满足 ｉ＝ｊ，且１≤ｉ≤Ｉ，１≤ｊ≤Ｉ．
（２）由性质３，Ｐ３（ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）中偏移数 ａｉ，ｊ、ｂｉ，ｊ和

ｃｉ，ｊ满足下述条件：由 ａｉ，ｊ、ｂｉ，ｊ和ｃｉ，ｊ确定的二元域多项式
１＋ＸＡＢｉ，ｊ＋ＸＡＣｉ，ｊ不能整除Ｘｑ＋１，其中 ＡＢｉ，ｊ＝ｂｉ，ｊ－ａｉ，ｊ，
ＡＣｉ，ｊ＝ｃｉ，ｊ－ａｉ，ｊ．由性质２和步骤（１）可知，这个要求保
证方阵 Ｈｍｚ是满秩的．

（３）针对置换阵 Ｐ３（ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ），令 ＡＢｉ，ｊ＝ｂｉ，ｊ－
ａｉ，ｊ，ＢＣｉ，ｊ＝ｃｉ，ｊ－ｂｉ，ｊ，ＣＡｉ，ｊ＝ｑ－ＡＢｉ，ｊ－ＢＣｉ，ｊ，则该置换
阵不包含长度为４的小环的充分条件是：①ＡＢｉ，ｊ、ＢＣｉ，ｊ
和ＣＡｉ，ｊ互不相等；②ＡＢｉ，ｊ＋ＢＣｉ，ｊ≠ＣＡｉ，ｊ，ＢＣｉ，ｊ＋ＣＡｉ，ｊ≠
ＡＢｉ，ｊ和ＣＡｉ，ｊ＋ＡＢｉ，ｊ≠ＢＣｉ，ｊ．保证 Ｐ３（ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）的围
长至少为６．

（４）满秩置换阵 Ｐ３（ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）的偏移数 ａｉ，ｊ、ｂｉ，ｊ
和ｃｉ，ｊ确定的二元域上多项式１＋ＸＡＢｉ，ｊ＋ＸＡＣｉ，ｊ都不相同
或者部分相同，其中 ＡＢｉ，ｊ＝ｂｉ，ｊ－ａｉ，ｊ，ＡＣｉ，ｊ＝ｃｉ，ｊ－ａｉ，ｊ．
这个条件是为了增加 Ｈｍｚ中多重置换阵的随机性，保证
结构化ＬＤＰＣ码具有较好的译码性能．

下面证明根据条件（３）构造的三重置换阵 Ｐ３（ａｉ，ｊ，
ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）的围长至少为６．
证明 根据置换阵 Ｐ３（ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）的定义，每行

共包含三个，这三个“１”构成三种不同长度的线段．例
如，第１行的“１”元素构成长度为 ｂｉ，ｊ－ａｉ，ｊ的短线段（线
段中间没有 “１”元素）、长度为 ｃｉ，ｊ－ｂｉ，ｊ的短线段和长
度为ｃｉ，ｊ－ａｉ，ｊ的长线段（线段中间还有其他“１”元素）．
则 Ｐ３（ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）只包含三种长度的短线段，长度分
别为 ＡＢｉ，ｊ＝ｂｉ，ｊ－ａｉ，ｊ，ＢＣｉ，ｊ＝ｃｉ，ｊ－ｂｉ，ｊ，ＣＡｉ，ｊ＝Ｚ－
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ＡＢｉ，ｊ－ＢＣｉ，ｊ；还包含三种长度的长线度，长度分别为
ＡＢｉ，ｊ＋ＢＣｉ，ｊ，ＢＣｉ，ｊ＋ＣＡｉ，ｊ和ＣＡｉ，ｊ＋ＡＢｉ，ｊ．因为多重置换
阵中各行满足循环移位的关系，所以 Ｐ３（ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）
中所有线段的长度只有上述六种情况．

首先令 ＡＢｉ，ｊ、ＢＣｉ，ｊ和ＣＡｉ，ｊ互不相等，那么根据长线
段的构成关系，长线段的长度必然也互不相等．再根据
短线段和长线段的位置关系，令两条基本短线段的长

度和与相应基本长线段的长度各不相等，即 ＡＢｉ，ｊ＋
ＢＣｉ，ｊ≠ＣＡｉ，ｊ，ＢＣｉ，ｊ＋ＣＡｉ，ｊ≠ＡＢｉ，ｊ和ＣＡｉ，ｊ＋ＡＢｉ，ｊ≠ＢＣｉ，ｊ．
从而 Ｐ３（ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）中所有线段的长度都不相等，这
些线段将无法构成矩形图案（小四环），即矩阵中不存

在小四环，围长至少为６．（证明完毕）
最后构造围长为８列重为３的矩阵 Ｙ：由３×（Ｊ－

Ｉ）单位置换阵和（Ｉ３）×（ＪＩ）个零阵 Ｏ构成，它的基矩
阵每列包含３个元素“１”；Ｙ不包含小四环和小六环．因
为根据条件（３），多重置换阵不包含小四环，且位于 Ｈｍｚ
基矩阵的对角线，显然 Ｈ（ｑ，Ｉ，Ｊ）＝［ＨｍｚＹ］的围长至少
为６．矩阵 Ｙ的列分组按照从左到右的顺序逐个生成，
每个列分组包含３个单位置换阵，并且构造时应尽量保
持 Ｙ中每个行分组的单位置换阵数相等．

为了验证构造方法的正确性和有效性，按照提出

的方法，构造了一个结构化 ＬＤＰＣ码的满秩校验矩阵
Ｈ（ｑ，Ｉ，Ｊ）＝［ＨｍｚＹ］，码长为１９４４，码率为２／３．
首先按照提出的４个要求和步骤，结合性质３中的

方法，选用本原多项式来确定三重置换阵的偏移数，构

造６个满秩的三重置换阵 Ｐ３（ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ），如下所示：
Ｐ３（０，３，７）（ｉ＝ｊ＝１）， Ｐ３（０，４，９）（ｉ＝ｊ＝２），
Ｐ３（０，３，１０）（ｉ＝ｊ＝３）， Ｐ３（０，２，１１）（ｉ＝ｊ＝４），
Ｐ３（０，１，１５）（ｉ＝ｊ＝５）， Ｐ３（０，３，１７）（ｉ＝ｊ＝６）．
接着构造列重为３且围长为８的准循环矩阵 Ｙ．Ｙ

共包含１２个列分组，按照从左到右的顺序依次生成，每
个行分组中单位置换阵的个数都为６．根据构造方法，
一种可能的 Ｙ如式（６）所示．

Ｙ＝

Ｐ（０） Ｐ（０） Ｐ（０） Ｏ Ｏ Ｐ（０）
Ｏ Ｏ Ｏ Ｐ（１０） Ｐ（０） Ｏ

Ｐ（１２） Ｏ Ｐ（１６） Ｏ Ｏ Ｏ
Ｏ Ｐ（８） Ｏ Ｐ（２４） Ｐ（２７） Ｐ（３０）
Ｏ Ｐ（２０） Ｏ Ｐ（２８） Ｏ Ｐ（３５）
Ｐ（１７） Ｏ Ｐ（２５） Ｏ Ｐ（３５）







 Ｏ
Ｏ Ｏ Ｐ（０） Ｏ Ｏ Ｐ（０）
Ｐ（１３） Ｏ Ｐ（１５） Ｐ（９） Ｐ（１７） Ｏ
Ｐ（１９） Ｐ（２６） Ｏ Ｐ（３０） Ｏ Ｐ（３４）
Ｏ Ｐ（３８） Ｏ Ｏ Ｐ（４５） Ｏ
Ｏ Ｐ（４４） Ｏ Ｐ（５２） Ｏ Ｐ（７０）
Ｐ（４５） Ｏ Ｐ（１９） Ｏ Ｐ（６５）







Ｏ

（６）

其中 Ｐ（ａｉ，ｒ）为单位置换阵，Ｏ表示全零方阵．将
Ｙ第ｉ个行分组的Ｐ（ａｉ，ｒ）和 Ｏ统称为循环移位方阵
Ｐｉ，ｒ１ ．显然构造的 Ｙ中每个行分组包含的单位置换阵的
数量不超过 ６，其中 ｉ和ｒ为正整数，１≤ｉ≤６，１≤ｒ≤
１２．

４ 基于多重置换阵ＬＤＰＣ码的生成矩阵

下面以新构造的校验矩阵 Ｈ（１０８，６，１８）为例来分
析对应生成矩阵 Ｇ（１０８，１２，１８）的特点．不失一般性，其
它基于多重置换阵的 ＬＤＰＣ码的生成矩阵可使用相同
的方法来分析．Ｇ（１０８，１２，１８）的结构如式（７）所示：
Ｇ（１０８，１２，１８）＝［ＧＩ｜ＧＳ］＝
Ｐ（０） Ｏ … Ｏ Ｑ１，１ Ｑ１，２ … Ｑ１，６
Ｏ Ｐ（０） … Ｏ Ｑ２，１ Ｑ２，２ … Ｑ２，６
Ｏ Ｏ      

Ｏ Ｏ … Ｐ（０） Ｑ１２，１ Ｑ１２，２ … Ｑ１２，











６
（７）

其中 Ｑｒ，ｉ为１０８×１０８的循环移位方阵；ｒ和ｉ均为正整
数，且１≤ｉ≤６，１≤ｒ≤１２．

设 Ｐ－１３ （ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）为满秩置换阵 Ｐ３（ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，
ｃｉ，ｊ）的逆矩阵．Ｇ（１０８，１２，１８）的结构和特点包括以下几
个方面：

（１）Ｇ（１０８，１２，１８）具有准循环形式［８］，由１２×１８个
方阵组成（包括零方阵和多重置换阵），分为１２个行分
组和１８个列分组．

（２）Ｈ（１０８，６，１８）＝［ＨｍｚＹ］高斯消元后变成［Ｉ｜Ｗ］
的形式，则根据校验矩阵和生成矩阵的关系，Ｗ和ＧＳ
互为转置的关系．若 Ｐｉ，ｒ１ 为全零方阵 Ｏ，对它进行初等
变换结果仍是 Ｏ，则有两个结论：Ｑｒ，ｉ也是 Ｏ，也满足
ＱＴｒ，ｉ＝Ｐ－１３ （ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）×Ｐｉ，ｒ１；与 Ｙ第ｉ个行分组中Ｏ
的个数相等，ＧＳ第ｉ个列分组Ｇｉ共包含 ６个 Ｏ，即 Ｇ
（１０８，１２，１８）是相对稀疏的．

若 Ｐｉ，ｒ１为单位置换阵 Ｐ（ａｉ，ｒ），由性质４可知，ＱＴｒ，ｉ
＝Ｐ－１３ （ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）×Ｐ１ｉ，ｒ．
综上，Ｑｒ，ｉ、Ｐｉ，ｒ１ 和 Ｐ－１３ （ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）满足 ＱＴｒ，ｉ＝

Ｐ－１３ （ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）×Ｐｉ，ｒ１ ．
（３）由 ＱＴｒ，ｉ＝Ｐ－１３ （ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）×Ｐｉ，ｒ１，若 Ｐｉ，ｒ１为 Ｐ

（ａｉ，ｒ），则 Ｑｒ，ｉ也是非零方阵，且可由 Ｐ－１３ （ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）
循环移动 ａｉ，ｒ位后转置得到，即 Ｇｉ中的非零方阵Ｑｒ，ｉ之
间满足循环移位关系，这些非全零方阵可共用一个生

成器（方阵的第一个行向量）．因为 ＧＳ共有六个列分
组，编码器只需存储生成矩阵的６个生成器即可，而一
般准循环ＬＤＰＣ码（比如近似双对角形式）的生成矩阵
不是稀疏的，需要存储６×１２个生成器，可见新构造的
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ＬＤＰＣ码可降低编码器的硬件复杂度．
（４）协作中继系统中的中继节点根据 ＬＤＰＣ码的生

成矩阵进行联合网络编码时，是在信息分组的基础上

进行的，即源节点在广播时隙中发送的信息是长度至

少为１０８位的分组．系统中共有６个中继节点，每个中
继节点对应 ＧＳ中的每个列分组．第 ｉ个中继节点进行
编码时，选择 Ｇｉ中非零方阵对应的源节点的信息分组
Ｍｒ进行联合编码．

根据第（２）条结论，易知 Ｇｉ只包含 ６个非全零方
阵，计算第 ｉ个校验分组Ｃｉ不需要所有１２个源节点的
信息，只需要其中６个节点的信息．可见采用新构造的
ＬＤＰＣ码进行联合编码可减少编码时延和干扰．

５ 性能仿真与分析

在二进制相移键控调制和加性高斯白噪声信道

下，对新构造的 ＬＤＰＣ码和另外几种结构化 ＬＤＰＣ码进
行译码性能仿真和分析对比．仿真中所有的 ＬＤＰＣ码都
采用迭代次数为５０的置信传播ＢＰ译码算法．

定义新构造的基于不同多重置换阵的 ＬＤＰＣ码为
ＭＰＬＤＰＣ码．仿真中构造了上三角形式的阵列 ＬＤＰＣ
码［９］、采用相同三重置换阵 Ｐ３（ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ）的结构化
ＬＤＰＣ码、近似双对角的准循环 ＬＤＰＣ码和三对角线形
式的准循环 ＬＤＰＣ码．它们的校验矩阵 Ｈ（ｑ，Ｉ，Ｊ）＝
［ＨｍｚＹ］由两个部分构成：满秩准循环方阵 Ｈｍｚ和围长为
８且列重为３的准循环矩阵 Ｙ．近似双对角的 ＬＤＰＣ码
和三对角线ＬＤＰＣ码中的满秩方阵 Ｈｍｚ分别如式（８）和
式（９）所示，显然这两个 ＬＤＰＣ码都是非规则码．由于都
是满秩的，因此构造的 ＬＤＰＣ码的码长都是 ｑＪ，码率都
是（ＪＩ）／Ｊ．
Ｐ（ａ１，１） Ｐ（ａ１，２） … Ｏ Ｏ
Ｏ Ｐ（ａ２，２） … Ｏ Ｏ

Ｐ（ａ３，１） Ｏ … Ｏ Ｏ
    ┇
Ｏ Ｏ … Ｐ（ａＩ－１，Ｉ－１） Ｐ（ａＩ－１，Ｉ）

Ｐ（ａＩ，１） Ｏ … Ｏ Ｐ（ａＩ，Ｉ

















）
（８）

Ｐ（ａ１，１） … Ｏ Ｏ Ｏ
Ｐ（ａ２，１）    

Ｐ（ａ３，１）  Ｏ Ｏ Ｏ
  Ｐ（ａＩ－２，Ｉ－２） Ｏ Ｏ
Ｏ … Ｐ（ａＩ－１，Ｉ－２） Ｐ（ａＩ－１，Ｉ－１） Ｏ
Ｏ … Ｐ（ａＩ，Ｉ－２） Ｐ（ａＩ，Ｉ－１） Ｐ（ａＩ，Ｉ

















）
（９）

图１给出了多重置换阵取不同维数时，码长１９４４、
码率２／３的ＭＰＬＤＰＣ码的译码性能对比情况．三种参

数结构的ＭＰＬＤＰＣ码的列重都为 ３且行重都为 ９，即
具有相同的节点度分布，但是参数为 Ｈ（８１，８，２４）的码
字的译码性能都要好于 Ｈ（１６２，４，１２）和 Ｈ（１０８，６，１８）
的性能．因此，对于结构化 ＬＤＰＣ码来说，除了围长和度
分布等因素外，构造中还要考虑置换阵维数的影响．因
为不同维数的置换阵，元素“１”分布的密集度不一样，
不同数量置换阵的组合最终会影响 ＬＤＰＣ码校验矩阵
中元素“１”分布的随机性．为了充分说明ＭＰＬＤＰＣ码的
译码性能，下面构造的２／３码率的 ＬＤＰＣ码的参数都选
择 Ｈ（８１，８，２４）．

图２给出了五种 ＬＤＰＣ码的译码性能仿真曲线，码
字的参数都是 Ｈ（８１，８，２４）且是满秩的，因此码长都是
１９４４，码率都是２／３．对比图中的译码性能，主要有以下
结论：

（１）五种 ＬＤＰＣ码中阵列 ＬＤＰＣ码的译码性能最差，
主要是因为阵列 ＬＤＰＣ码中存在着大量的小六环，码字
的最小距离太小；校验矩阵中大部分列重在３以上，其
中有２／３的列重等于８，列重太大且含数量较多的小六
环，会使迭代计算过程的信息得不到充分更新，造成译

码振荡和译码错误．
（２）采用相同三重置换阵构造的结构化 ＬＤＰＣ码的

译码性能比ＭＰＬＤＰＣ码要差很多．主要是因为采用相
同三重置换阵使得校验方阵具有类似循环码校验矩阵

的循环特性，极大降低了矩阵元素分布的随机性．
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（３）由于校验矩阵中存在着大量重量为２的列，近
似双对角形式的 ＬＤＰＣ码的译码性能比 ＭＰＬＤＰＣ码和
三对角线形式的ＬＤＰＣ码都要差．主要原因是大量重量
为２的列，会导致较小的最小码距［１０］，降低 ＢＰ译码的
性能．

（４）ＦＥＲ译码性能方面，对比三对角形式的 ＬＤＰＣ
码，ＭＰＬＤＰＣ码的性能最好．ＢＥＲ译码性能，当 Ｅｂ／Ｎ０
在１５ｄＢ～２６ｄＢ之间取值时，三对角形式的ＬＤＰＣ码的
ＢＥＲ性能要好一些，合理的解释是，它是非规则 ＬＤＰＣ
码，在译码过程中存在着“波浪效应”［１１］；当 Ｅｂ／Ｎ０＞
２６ｄＢ时，ＭＰＬＤＰＣ码的性能好于三对角形式的 ＬＤＰＣ
码．综合考虑 ＦＥＲ／ＢＥＲ的译码性能，ＭＰＬＤＰＣ码的译
码性能是相对最好的．

６ 结论

非稀疏的生成矩阵使得联合网络编码的复杂度过

高，是限制 ＬＤＰＣ码在基于网络编码的协作中继中应用
的关键问题．论文提出一种适用于联合网络编码和 ＬＤ
ＰＣ码的协作中继系统的 ＬＤＰＣ码的构造方法．新 ＬＤＰＣ
码的校验矩阵采用满秩的多重置换阵构造，有利于控

制矩阵的秩并设计 ＬＤＰＣ码的码率；它的列重为３，围长
至少为６．相比其他的 ＬＤＰＣ码，新构造的 ＭＰＬＤＰＣ码
具有较好的译码性能．

为了将提出的 ＬＤＰＣ码应用到协作中继系统中，后
续的工作包括：针对其他码长和码率，通过设计 ＬＤＰＣ
码节点的度分布和多重置换阵的维数，优化系统的译

码性能；分析新提出的 ＬＤＰＣ码在瑞利等信道下的性
能；研究基于多重置换阵的结构化 ＬＤＰＣ码的高效译码
器，设计关键译码单元，例如适用于多重置换阵的循环

移位置换单元等．
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