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摘 要： 从普通奇异值分解出发，导出了泛延拓矩阵的奇异值和奇异向量与母矩阵的奇异值和奇异向量间的定

量关系，并对泛延拓矩阵作了简单的扰动分析、信号与图像分析．给出了泛延拓矩阵的奇异值分解与广义逆公式，极大
地减少了它们的计算量与存储量，又不会降低数值精度．同时推广和优化了文献［６，７］的相应结果．
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１ 引言

奇异值分解是矩阵的最基本分解方法之一，是现代

数值分析中最重要的工具之一，它在信号与图像处理、

系统辨识、时频分析、控制理论、酉不变范数理论、高质

量统计计算、最小二乘问题、特征值问题、最优化问题、

广义逆矩阵问题、工程领域的应用问题、商务智能等领

域不仅有广泛的实际应用，而且也有重要的理论研究价

值［１～１４］．很多实际问题的数学模型，都可转化成线性问
题，进而利用矩阵解决之；许多应用领域（如信息、控制、

工程等）中大量出现的都是关于行、列或对角线的对称

图象（矩阵），不仅短时 Ｆｏｕｒｉｅｒ变换具有对称现象，Ｇａｂｏｒ
变换、普图、ＭａｒｇｅｎａｕＨｉｌｌ分布、伪 ＭａｒｇｅｎａｕＨｉｌｌ分布、
ＭａｒｇｅｎａｕＨｉｌｌ普图分布、Ｐａｇｅ分布、伪Ｐａｇｅ分布以及 Ｒｉ
ｈａｃｚｅｋ分布等等，均具有零频率轴对称特性，对称性检
测、晶体结晶点阵、城区及建筑物的图象上亦有众多典

型的对称结构［５～８，１１～１７］．当矩阵阶数很高时，奇异值分
解的最大不足是其巨大的计算量和存储量，若能找到矩

阵中某一部分与其它部分之间的一些定量关系，那么问

题便很容易解决．因此寻找矩阵中某一部分和其它部分
之间的结构关系就非常重要，尤其是当矩阵具有某种广

义行或列对称性时，矩阵的奇异值分解就很容易求得，

在计算上可以大量节省存储量和计算量．文献［１～１４］
对矩阵（尤其是行（列）对称矩阵）的奇异值分解或 ＱＲ
分解作了深入研究，特别文献［６，７］对延拓矩阵作了奇
异值分解和扰动分析，获得了深刻而应用广泛的结果．
但文献［６，７］的变换矩阵是单位阵 Ｉ或反对角阵Ｊ或置
换矩阵Ｐ，在实际应用领域中变换矩阵多为正交矩阵，
故本文将变换矩阵推广为正交矩阵，提出了泛延拓矩阵

的概念，研究了他们的性质，得到了一些新的结果，给出

了泛延拓矩阵的奇异值分解和多种广义逆的公式，极大

地减少了它们的计算量与存储量，并对泛延拓矩阵作了
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简单的扰动分析、信号与图像分析，推广了文献［６，７］的
相应结果，拓宽了实际应用领域的范围，导出了泛延拓

矩阵的奇异值分解式中酉阵 Ｐ的公式，勿须解矩阵方程
来求酉阵 Ｐ，因此比文［６，１１］更简捷．这无论是对于矩阵
理论或应用（如时频分析、信号与图像处理等）都是很有

意义的．本文用 ＡＨ表示矩阵 Ａ的共轭转置矩阵，Ｃｍ×ｎ

表示 ｍ×ｎ复矩阵集，Ｃｍ×ｎｒ 表示秩为 ｒ的 ｍ×ｎ复矩阵
集，Ａ｛ｉ｝表示 Ａ的｛ｉ｝逆，特别记 Ａ｛１，２，３，４｝＝Ａ＋．

定义１ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ，Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为 ｍ阶

正交矩阵，则称 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝

Ａ
Ａ１


Ａｋ











－１

，（其中

Ａｉ＝ＱｉＡ，ｉ＝１，２，…，ｋ－１）为 Ａ的ｋ次泛行延拓矩阵，

Ａ称为它的母矩阵．特别，当 Ｑ１＝Ｑ２＝… ＝Ｑｋ－１＝Ｑ
时，简记 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝Ｒｋ（Ａ；Ｑ）．

定义２ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ，Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－１均为 ｎ阶正
交矩阵，则称 Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝ Ａ，Ａ２，…，Ａｋ( )－１ ，

（其中 Ａｉ＝ＡＱｉ，ｉ＝１，２，…，ｋ－１）为 Ａ的ｋ次泛列延拓
矩阵，Ａ称为它的母矩阵．特别，当 Ｑ１＝Ｑ２＝…＝Ｑｋ－１
＝Ｑ时，简记 Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝Ｃｋ（Ａ；Ｑ）．
显然：当 Ｑ１＝Ｑ２＝…＝Ｑｋ－１＝Ｉ（单位矩阵）时，
Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝Ｒｋ（Ａ；Ｉ）＝Ｒｋ（Ａ）即为文献

［６］中的“Ａ的第一类ｋ次行延拓”．
Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝Ｃｋ（Ａ；Ｉ）＝Ｃｋ（Ａ）即为文献

［６］中的“Ａ的第一类ｋ次列延拓”．
当 Ｑ１＝Ｑ２＝… ＝Ｑｋ－１＝Ｊ（单位反对角矩阵［１２］）

时，

Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝Ｒｋ（Ａ；Ｊ）即为文献［６］中的
“Ａ的第二类ｋ次行延拓”．

Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝Ｃｋ（Ａ；Ｊ）即为文献［６］中的
“Ａ的第二类ｋ次列延拓”．

当 Ｑ１＝Ｊ１，Ｑ２＝Ｊ２，…，Ｑｋ－１＝Ｊｋ－１（Ｊｉ的定义与
文［１２］一致）时，

Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝Ｒ（Ａ；Ｊ１，…，Ｊｋ－１）即为文
［１２］中的“Ａ的ｋ次行对称矩阵”．

Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝Ｃ（Ａ；Ｊ１，…，Ｊｋ－１）即为文
［１２］中的“Ａ的ｋ次列对称矩阵”．

２ 泛延拓矩阵的奇异值分解

定理１ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎｒ （ｒ＞０），Ａ＝ＵＤＶＨ为 Ａ的奇
异值分解［１８］，其中两酉阵 Ｕ∈Ｃｍ×ｍ，Ｖ∈Ｃｎ×ｎ，Ｄ＝
Σ Ｏ( )Ｏ Ｏ

，∑ ＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σｒ），σ１≥σ２≥…≥σｒ＞

０，则 Ａ的 ｋ次泛行延拓矩阵 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）∈

Ｃｋｍ×ｎ存在一个奇异值分解：Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝

ＰＴＶＨ，其 中 Ｔ＝ 槡ｋＤ( )Ｏ
＝ 槡ｋΣ Ｏ( )Ｏ Ｏ
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证明 因［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］ＨＲ（Ａ；Ｑ１，…，

Ｑｋ－１）＝ ＡＨＡＨＱＨ１… ＡＨＱＨｋ( )－１
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ｋＶＤＨＤＶＨ＝Ｖ（ｋ∑２）ＶＨ，ｋσ２１，ｋσ２２，…，ｋσ２ｎ为［Ｒ（Ａ；Ｑ１，

…，Ｑｋ－１）］ＨＲ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）的特征值，所以槡ｋσ１，

槡ｋσ２，…，槡ｋσｎ为Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）的奇异值，又容易
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＝Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）．

显然：定理１推广了文献［６］的定理１，并且导出了
求泛行延拓矩阵的奇异值分解式中酉阵 Ｐ的公式，勿
须解矩阵方程来求酉阵 Ｐ，比文献［６，１１］更简捷．

定理２ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎｒ （ｒ＞０），Ａ＝ＵＤＶＨ为 Ａ的奇
异值分解，其中两酉阵 Ｕ∈ Ｃｍ×ｍ，Ｖ∈ Ｃｎ×ｎ，Ｄ＝
Σ Ｏ( )Ｏ Ｏ

，∑ ＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σｒ），σ１≥σ２≥…≥σｒ＞

０，则 Ａ的ｋ次泛列延拓矩阵为Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）∈
Ｃｍ×ｋｎ存在一个奇异值分解：Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝

ＵＴＰＨ，其中 Ｔ＝ 槡ｋ( )Ｄ Ｏ ＝ 槡ｋ∑ Ｏ( )Ｏ Ｏ
，酉阵
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ＡＨ

ＱＨ１ＡＨ



ＱＨｋ－１Ａ











Ｈ

＝ｋＡＡＨ

＝ｋＵＤＤＨＵＨ＝Ｕ（ｋ∑２）ＵＨ，ｋσ２１，ｋσ２２，…，ｋσ２ｍ为Ｃ（Ａ；
Ｑ１，…，Ｑｋ－１）［Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］Ｈ即［Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，

Ｑｋ－１）］ＨＣ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）的特征值，所以槡ｋσ１，槡ｋσ２，

…，槡ｋσｍ为Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）的奇异值，又容易验证：
ＰＨＰ＝ＰＰＨ＝Ｉ，即 Ｐ为酉阵，且
ＵＴＰＨ＝ ＵＤＶＨ ＵＤＶＨＱ１ … ＵＤＶＨＱｋ( )－１

＝ Ａ ＡＱ１ … ＡＱｋ( )－１ ＝Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）．
定理２推广和优化了文献［７］的定理３．

３ 泛延拓矩阵的广义逆

在系统辨识和信号处理中，广义逆有重要应用．以
下给出泛延拓矩阵的广义逆公式：

定理３ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎｒ （ｒ＞０），Ａ＝ＵＤＶＨ为 Ａ的奇
异值分解，其中两酉阵 Ｕ∈ Ｃｍ×ｍ，Ｖ∈ Ｃｎ×ｎ，Ｄ＝
Σ Ｏ( )Ｏ Ｏ

，∑ ＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σｒ），σ１≥σ２≥…≥σｒ＞０

则

（１）Ａ的泛行延拓矩阵Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）∈Ｃｋｍ×ｎ

的ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆：

［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］｛１｝＝Ｖ
１
槡ｋ
Σ
－１ Ｋ






Ｌ Ｍ
ＰＨ，

［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］｛１，２｝＝Ｖ
１
槡ｋ
Σ
－１ Ｋ

Ｌ ＬΣ







Ｋ
ＰＨ，

［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］｛１，２，３｝＝Ｖ
１
槡ｋ
Σ
－１ Ｏ






Ｌ Ｏ
ＰＨ，

［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］｛１，２，４｝＝Ｖ
１
槡ｋ
Σ
－１ Ｋ






Ｏ Ｏ
ＰＨ，

［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］＋＝Ｖ
１
槡ｋ
Σ
－１ Ｏ






Ｏ Ｏ
ＰＨ，

其中 Ｐ与定理１相同，Ｋ，Ｌ，Ｍ是有相应维数的任意矩
阵．

（２）Ａ∈Ｃｍ×ｎ的ｋ次泛列延拓矩阵为Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，
Ｑｋ－１）的广义逆：

［Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］｛１｝＝Ｐ
１
槡ｋ
Σ
－１ Ｋ






Ｌ Ｍ
ＵＨ，

［Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］｛１，２｝＝Ｐ
１
槡ｋ
Σ
－１ Ｋ

Ｌ ＬΣ







Ｋ
ＵＨ，

［Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］｛１，２，３｝＝Ｐ
１
槡ｋ
Σ
－１ Ｏ






Ｌ Ｏ
ＵＨ，

［Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］｛１，２，４｝＝Ｐ
１
槡ｋ
Σ
－１ Ｋ






Ｏ Ｏ
ＵＨ，

［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］＋＝Ｐ
１
槡ｋ
Σ
－１ Ｏ






Ｏ Ｏ
ＵＨ，

其中 Ｐ与定理２相同，Ｋ，Ｌ，Ｍ是有相应维数的任意矩
阵．

证明 由题设及定理 １知，泛行延拓矩阵 Ｒ（Ａ；
Ｑ１，…，Ｑｋ－１）∈Ｃｋｍ×ｎ存在一个奇异值分解：Ｒ（Ａ；Ｑ１，

…，Ｑｋ－１）＝Ｐ
槡ｋΣ Ｏ( )Ｏ Ｏ

ＶＨ，其中 Ｐ与定理 １相同，由

文献［１８］中公式（１５３）可知：

［Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）］｛１｝＝Ｖ
１
槡ｋ
Σ
－１ Ｋ






Ｌ Ｍ
ＰＨ．

类似可证：其余等式均成立．

４ 扰动分析

在实际应用中，待分解的矩阵通常是混有噪声的

测量矩阵，我们希望知道噪声对奇异值和奇异向量的

影响，一般刻画该影响有两条途径：（１）寻找扰动界；（２）
给出扰动展开．Ｗｅｙｌ［１９］在１９１２年找到了受噪声扰动的
奇异值与未受噪声扰动的奇异值之差的一个上界：

定理４（Ｗｅｙｌ） 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ（ｍ≥ｎ），令珟Ａ＝Ａ＋Ｅ

为矩阵 Ａ的扰动，Ｅ为噪声，若 Ａ＝ＵΣ( )Ｏ ＶＨ，珟Ａ＝珟Ｕ
珟Σ( )Ｏ珟ＶＨ分别为 Ａ，珟Ａ的奇异值分解，其中∑ ＝ｄｉａｇ（σ１，
σ２，…，σｎ），σ１≥σ２≥…≥σｎ≥０，槇∑ｉ＝ｄｉａｇ（珓σ１，珓σ２，…，
珓σｎ），珓σ１≥珓σ２≥…≥珓σｎ≥０，则 珓σｉ－σｉ≤

 

Ｅ ２，ｉ＝１，２，
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…，ｎ
关于泛行延拓矩阵的奇异值分解，我们给出了含

有部分噪声的母矩阵的奇异值与不含噪声的母矩阵的

奇异值之差的一个上界：

定理５ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ（ｍ≥ｎ），Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）

∈Ｃｋｍ×ｎ，令珟Ａｉ＝Ａ＋Ｅｉ，ｉ＝０，１，…，ｋ－１，Ａ０＝Ａ，若珟Ｒ
（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＋Ｅ，其中，

Ｅ＝

Ｅ０
Ｅ１


Ｅｋ











－１

，Ａ＝ＵΣ( )Ｏ ＶＨ，珟Ａｉ＝珟Ｕ
珟Σｉ( )Ｏ珟ＶＨ分别为 Ａ，

珟Ａｉ的奇异值分解，其中

∑＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σｎ），σ１≥σ２≥…≥σｎ≥０，槇∑ｉ＝ｄｉａｇ
（σｉ１，σｉ２，…，σｉｎ），珓σｉ１≥珓σｉ２≥…≥珓σｉｎ≥０，ｉ＝１，２，…，ｋ－１，
则

珓σｉｊ－σｉ≤

 

Ｅ ２，ｉ＝１，２，…，ｋ－１，ｊ＝１，２，…，ｎ
证明 由定理 ４知 珓σｉｊ－σｉ≤ Ｅ

 

ｉ ２，ｉ＝１，２，
…，ｋ－１，ｊ＝１，２，…，ｎ，

 

由 · ２的定义知 Ｅ

 

ｉ ２≤

 

Ｅ ２≤∑
ｋ－１

ｉ＝１
Ｅ

 

ｉ ２，ｉ＝

１，２，…，ｋ－１，故
珓σｉｊ－σｉ≤

 

Ｅ ２，ｉ＝１，２，…，ｋ－１，ｊ＝１，２，…，ｎ
以下我们给出了含有噪声的泛行延拓矩阵的奇异

值与不含噪声的母矩阵的奇异值间的一个关系式：

定理 ６ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ（ｍ≥ｎ），若珟Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，
Ｑｋ－１）＝Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＋Ｅ为泛行延拓矩阵

Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）的扰动，Ａ＝Ｕ
Σ( )Ｏ ＶＨ，珟Ｒ（Ａ；Ｑ１，

…，Ｑｋ－１）＝珟Ｕ
珟Σ( )Ｏ珟ＶＨ分别为 Ａ，珟Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）的

奇异值分解，其中∑ ＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σｎ），σ１≥σ２≥…

≥σｎ≥０，

槇∑ｉ＝ｄｉａｇ（珓σ１，珓σ２，…，珓σｎ），珓σ１≥珓σ２≥…≥珓σｎ≥０，则

珓σｉ－槡ｋσｉ≤

 

Ｅ ２，ｉ＝１，２，…，ｎ
证明 由定理１知 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）的奇异值为

槡ｋσ１≥槡ｋσ２≥…≥槡ｋσｎ≥０，故由定理４知
珓σｉ－槡ｋσｉ≤

 

Ｅ ２，ｉ＝１，２，…，ｎ
泛列延拓矩阵 Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）的扰动分析与

泛行延拓阵 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）类似．

５ 图像压缩

奇异值分解在信号与图像处理中有着重要应用．
设泛行延拓矩阵 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）表示要传送的原
ｋｍ×ｎ个像素，由定理１得 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）的奇异

值分解 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝ＰＴＶＨ，若选择 Ｒ（Ａ；Ｑ１，
…，Ｑｋ－１）的前 ｒ个奇异值以及与这些奇异值对应的左
和右奇异向量逼近原图像，便可用 ｒ（ｋｍ＋ｎ＋１）（不妨
设 ｒ（ｋｍ＋ｎ＋１）＜ｋｍｎ）个数值代替原来的 ｋｍ×ｎ个
图像数据．这 ｒ（ｋｍ＋ｎ＋１）个被选择的新数据是 Ｒ（Ａ；

Ｑ１，…，Ｑｋ－１）的前 ｒ个奇异值构成的对角阵∑ ＝槡ｋｄｉ
ａｇ（σ１，σ２，…，σｒ）、ｋｍ×ｋｍ左奇异向量矩阵Ｐ的前ｒ列
构成的矩阵Ｐｒ及ｎ×ｎ右奇异向量矩阵Ｖ的前ｒ列构
成的矩阵Ｖｒ的元素，当接收端接受到这些新数据后，便
可通过截尾的奇异值分解公式 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，Ｑｋ－１）＝
ＰｒΣＶＨｒ重构造出原图像．泛列延拓矩阵 Ｃ（Ａ；Ｑ１，…，

Ｑｋ－１）的数据传送分析与泛行延拓矩阵 Ｒ（Ａ；Ｑ１，…，

Ｑｋ－１）类似．

６ 结束语

本文研究了泛延拓矩阵，对它们作了简单的扰动

分析、信号与图像分析，给出了它们的奇异值分解和多

种广义逆公式，导出了泛延拓矩阵与母矩阵两者的奇

异值分解及广义逆之间的定量关系，用母矩阵代替 ｋ
次泛延拓矩阵进行奇异值分解和求广义逆，当 ｋ较大
时，计算量和储存量的减少非常明显，又不会对数值精

度有任何影响，同时本文推广和优化了文献［６，７］的结
果，拓宽了实际应用领域的范围，给出了泛延拓矩阵的

奇异值分解式中酉阵 Ｐ的公式，勿须解矩阵方程来求
酉阵 Ｐ，因此比文献［６，１１］更简捷．
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