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摘 要： 构造围长较大的校验矩阵，是提高二进制和多进制ＱＣＬＤＰＣ码译码性能的一种有效手段．本文提出一
种不需要借助于任何计算机搜索步骤，能够直接构造出围长至少为８的 ＱＣＬＤＰＣ码的显式构造框架．该框架所构造
的ＱＣＬＤＰＣ码不仅满足围长至少为８的条件，而且还具有循环置换矩阵（ＣＰＭ）尺寸可以连续变化的优点．该框架可以
分为两个步骤：第一步是在无穷大ＣＰＭ尺寸条件下利用确定性方法构造一个围长至少为８的校验矩阵；第二步是根
据本文新发现的一个围长性质，从该校验矩阵的移位矩阵直接精确地计算出ＣＰＭ尺寸连续变化的紧致下界．
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１ 引言

使Ｔａｎｎｅｒ图具有较大的围长，是提高二进制和多进
制ＱＣＬＤＰＣ码译码性能的一个有效途径［１～１９］．目前，围
长至少８的ＱＣＬＤＰＣ码的设计方法主要有三类．第一类
是基于计算机搜索或检测的方法，例如平衡环路［４］、控

制方程［６］、循环差族［９］、爬山算法［１０］、有限域和欧氏几

何［１４］、二维网格［１５］、有限多项式环［１６］、列差［１７］、超图［１８］

等．这类方法将构造问题转变为受若干约束条件限制的

计算机搜索或检测算法，可以比较灵活地获得满足各种

约束条件的码型．但是，这类方法存在两个不足：第一，
计算机搜索所花费的时间通常较长；第二，由于没有研

究存在性问题，算法存在失败的可能性（即始终无法找

到满足约束条件的可行解）．第二类是完全确定性的方
法，例如最早序列［２］、群结构［５］、Ｈｏｅｙ序列［７］、三维循环
网格［１１］、文献［１２，１３］提出的两种方法、文献［２０，２１］提
出的两种方法．这类方法可以用显式方式直接构造出校
验矩阵，并且其围长特性已经过严格的理论证明．这
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类方法不需要任何计算机搜索操作，也不存在构造失

败的可能性．第三类是大围长 ＱＣＬＤＰＣ码构造的一些
通用理论：例如基于中国剩余定理的方法［３］、一种适用

于围长至少为 ８的 ＱＣＬＤＰＣ码的行重扩展方法［８］、基
于部分积的方法［１９］、码长连续取值的下界［２２，２３］等．利用
这类方法可以在已知码的基础上非常简单地构造出新

码．由于发现第二类和第三类方法的难度比较大，因此
目前属于这两类方法的具体成果还较为罕见．

本文的研究对象是第二类方法．在第二类方法中，
群结构法［５］可以构造围长为１２的 ＱＣＬＤＰＣ码，但是列
重只能为３，行重只能为５；Ｈｏｅｙ序列［７］可以构造出围长
为１２的ＱＣＬＤＰＣ码，但是列重只能为２；三维循环网格
方法［１１］可以构造围长为８和１０的 ＱＣＬＤＰＣ码，但是列
重只能为３，行重只能为素数．这在一定程度上限制了
它们的实际应用。本文对围长限定为“至少为８”，在这
种条件下人们已经发现了一些行重可以任意取值，列

重可以为３［２，１２，２０］也可以为４［１３，２１］的确定性构造方法．
本文的创新点是：提出了一种构造围长至少为８的

ＱＣＬＤＰＣ码的显式构造框架．不同与已有的具体构造方
法，该框架的显著优点是提供了构造围长至少为 ８的
ＱＣＬＤＰＣ码的一个系统化方法：通过不同的参数配置，
该框架在原则上可以演变出无数种具体的构造方法．
作为例子，我们从该框架非常简洁地推导出了第二类

方法中的四种已有方法［１２，１３，２０，２１］，并极大地简化了原有

方法各自非常复杂的围长性质证明．该框架还自然地
推导出了两种已知方法［１２，１３］所没有发现的新围长性

质．此外，应用该框架我们还推导出一种构造围长至少
为８的ＱＣＬＤＰＣ码的新确定性方法；进一步的理论分
析表明，这种新方法所构造的 ＱＣＬＤＰＣ码的围长事实
上至少为１０．

２ 新提出的显式构造框架

根据文献［１］，（Ｊ，Ｌ）ＱＣＬＤＰＣ码的校验矩阵可以
规范化地表示为：

Ｈ（Ｘ）＝

Ｉ（０） Ｉ（０） … Ｉ（０）
Ｉ（０） Ｉ（ｐ１，１） … Ｉ（ｐ１，Ｌ－１）
   

Ｉ（０） Ｉ（ｐＪ－１，１） … Ｉ（ｐＪ－１，Ｌ－１











）

（１）

其中，Ｊ和Ｌ分别为校验矩阵的列重和行重，Ｉ（ｐ）是受
移位值 ｐ控制的一个Ｘ×Ｘ的循环置换矩阵（ＣＰＭ），具
体定义见文献［１］．与 Ｈ（Ｘ）对应的移位矩阵 ＳＨ（Ｘ）可
以表示为：

ＳＨ（Ｘ）＝

０ ０ … ０
０ ｐ１，１ … ｐ１，Ｌ－１
   

０ ｐＪ－１，１ … ｐＪ－１，Ｌ











－１

（２）

２１ ＣＰＭ尺寸无穷大时一种围长至少为 ８的校验
矩阵

在构造大围长 ＱＣＬＤＰＣ码时，已有方法通常都是
在特定的有限 ＣＰＭ尺寸 Ｘ下，利用文献［１］中的模 Ｘ
等式来检测校验矩阵中是否会出现某个长度的环，当

所有模 Ｘ等式都不成立时就找到了满足围长条件的校
验矩阵．本节将采取一种明显不同的方式来构造校验
矩阵：先假定 ＣＰＭ尺寸为无穷大（即 Ｘ＝∞），然后构造
出满足围长条件的移位矩阵，最后通过理论分析的方

法得出该移位矩阵所适用的ＣＰＭ尺寸范围．
在 Ｘ＝∞时构造移位矩阵有两个好处：第一，文献

［１］中的模 Ｐ等式可以转变为通常意义下的一般等式；
在本节引理１的证明中可以看到，这样做有助于得到具
有较强理论价值的结果．第二，一般等式成立时模 Ｘ等
式必然成立，反之则不然；所以，Ｘ＝∞时选择较小的移
位值就可以破坏等式的成立条件，我们举一个例子来

说明这一点的重要作用．假设 Ｊ＝３且移位矩阵 ＳＨ（Ｘ）
的第２行移位值是第１行移位值的３倍．当 Ｘ＝１２１３时
文献［６］根据围长为１２的条件，采用贪婪搜索得到了第
１行的前７个移位值：０，１，７，２９，９６，１４８，３２４。在 Ｘ＝∞
时我们采用同样的方法得到了第１行前７个移位值：０，
１，７，２９，９６，１４８，２６１．可见，Ｘ＝∞时 ｐ１，６＝２６１比 Ｘ＝
１２１３时 ｐ１，６＝３２４要小很多．根据文献［２３］可知：采用第
一种移位矩阵时，对于任意 Ｘ＞６４８得到的（３，７）ＱＣ
ＬＤＰＣ码的围长都为 １２；而采用第二种移位矩阵时，对
于任意 Ｘ＞５２２得到的（３，７）ＱＣＬＤＰＣ码的围长都为
１２．这说明：Ｘ＝∞时可以设计出 ＣＰＭ连续取值范围更
大的大围长ＱＣＬＤＰＣ码．

下面开始本节的主要内容．我们研究一种特殊类
型的移位矩阵：该移位矩阵为４行 Ｌ列，且第３行移位
值为第１、２行移位值之和，如式（３）所示．

Ｓ（Ｘ）＝

０ ０ … ０
０ ｐ１，１ … ｐ１，Ｌ－１
０ ｐ２，１ … ｐ２，Ｌ－１
０ ｐ１，１＋ｐ２，１ … ｐ１，Ｌ－１＋ｐ２，Ｌ











－１

（３）

为了便于分析 Ｓ（Ｘ）的围长性质，引入定义１．
定义１ Ｓ（Ｘ；ｉ，ｊ，ｋ）为 Ｓ（Ｘ）的第 ｉ，ｊ，ｋ行（０≤ｉ，

ｊ，ｋ≤３）所构成的移位矩阵．
本文新提出的显式构造框架的第一个步骤，建立

在引理１的基础上．
引理１ 假设 ｐ１，１，ｐ１，２，…，ｐ１，Ｌ－１是严格递增的 Ｌ

－１个正整数，且对于任意１≤ｎ≤Ｌ－１，ｐ２，ｎ≥ｐ２，ｎ－１＋
１＋ｍａｘ｛ｐ１，ｎ，ｐ１，Ｌ－１－ｐ１，ｎ－１｝，则 Ｓ（∞；０，１，２）的围长
至少为８．

证明 根据引理１的题设条件，显然 Ｓ（∞；０，１，２）
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中不含４－环．下面证明 Ｓ（∞；０，１，２）中不含６－环．设
ｒ，ｓ，ｔ满足０≤ｒ，ｓ，ｔ＜Ｌ；ｒ≠ｓ，ｓ≠ｔ，ｒ＞ｔ．则 Ｓ（∞；０，
１，２）中可能出现的６－环模式只有图１所示的两种．

①若 Ｓ（∞；０，１，２）中包含图１模式 ａ所示的６环，
则 ｐ１，ｒ－ｐ２，ｒ＋ｐ２，ｔ－０＋０－ｐ１，ｓ＝０，即 ｐ２，ｒ－ｐ２，ｔ＝ｐ１，ｒ
－ｐ１，ｓ．而 ｐ２，ｒ－ｐ２，ｔ≥１＋ｍａｘ｛ｐ１，ｒ，ｐ１，Ｌ－１－ｐ１，ｔ｝≥１＋
ｐ１，ｒ＞ｐ１，ｒ－ｐ１，ｓ．矛盾．

②若 Ｓ（∞；０，１，２）中包含图１模式 ｂ所示的６环，
则０－ｐ２，ｒ＋ｐ２，ｔ－ｐ１，ｔ＋ｐ１，ｓ－０＝０，即 ｐ２，ｒ－ｐ２，ｔ＝ｐ１，ｓ
－ｐ１，ｔ．而 ｐ２，ｒ－ｐ２，ｔ≥１＋ｍａｘ｛ｐ１，ｒ，ｐ１，Ｌ－１－ｐ１，ｔ｝≥１＋
ｐ１，Ｌ－１－ｐ１，ｔ＞ｐ１，ｓ－ｐ１，ｔ．矛盾．
我们发现，无论 Ｘ是一个有限正整数还是无穷大，

Ｓ（Ｘ）中６环的出现都存在引理２描述的规律性．

引理２ 若 Ｓ（Ｘ；０，１，２）无６环，则 Ｓ（Ｘ；１，２，３）也
无６环；若 Ｓ（Ｘ；０，１，３）无６环，则 Ｓ（Ｘ；０，２，３）也无６
环．

证明 设 ｒ，ｓ，ｔ满足 ０≤ｒ，ｓ，ｔ＜Ｌ；ｒ≠ｓ，ｓ≠ｔ，
ｔ≠ｒ．
①若 Ｓ（Ｘ；１，２，３）存在６环，则存在３个整数 ｒ，ｓ，

ｔ满足ｐ２，ｒ－ｐ３，ｒ＋ｐ３，ｔ－ｐ１，ｔ＋ｐ１，ｓ－ｐ２，ｓ≡０（ｍｏｄＸ）．
由于第３行移位值是第１、２行移位值之和，所以有０－
ｐ１，ｒ＋ｐ１，ｓ－ｐ２，ｓ＋ｐ２，ｔ－０≡０（ｍｏｄＸ），这说明 Ｓ（Ｘ；０，

１，２）存在６环．与题设矛盾．
②若 Ｓ（Ｘ；０，２，３）存在６环，则存在３个整数 ｒ，ｓ，

ｔ满足ｐ２，ｒ－ｐ３，ｒ＋ｐ３，ｔ－０＋０－ｐ２，ｓ≡０（ｍｏｄＸ）．由于第
３行移位值是第 １、２行移位值之和，所以有 ０－ｐ１，ｒ＋
ｐ１，ｓ－ｐ３，ｓ＋ｐ３，ｔ－０≡０（ｍｏｄＸ），这说明 Ｓ（Ｘ；０，１，３）存
在６环．与题设矛盾．

由引理１、２立即可得定理１．
定理１ 假设 ｐ１，１，ｐ１，２，…，ｐ１，Ｌ－１是严格递增的 Ｌ

－１个正整数，且对于任意１≤ｎ≤Ｌ－１ｐ２，ｎ≥ｐ２，ｎ－１＋
１＋ｍａｘ｛ｐ１，ｎ，ｐ１，Ｌ－１－ｐ１，ｎ－１｝，则ｇｉｒｔｈ（Ｓ（∞））≥８．

定理１充分概括了本文新提出的显式构造框架第
一个步骤的方法和结果．根据定理 １，可以在无穷大
ＣＰＭ尺寸条件下以完全确定的方式构造一个围长至少
为８、列重为４行重为 Ｌ的校验矩阵．
２２ ＣＰＭ尺寸连续变化的紧致下界

ＣＰＭ尺寸可以连续变化的 ＱＣＬＤＰＣ码，对于自适

应链路系统具有较大的应用价值［１６］，对于大围长 ＱＣ
ＬＤＰＣ码的存在性和基于中国剩余定理的大围长 ＱＣ
ＬＤＰＣ码构造等问题都具有较重要的理论价值［２２］．

本节设 Ｊ≥３．为研究 ＣＰＭ尺寸连续变化问题的方
便，本节考察ＱＣＬＤＰＣ码校验矩阵的非规范化形式，如
式（４）所示．式（１）描述的规范化形式是式（４）的特例．

Ｈ′（Ｘ）＝

Ｉ（ｐ０，０） Ｉ（ｐ０，１） … Ｉ（ｐ０，Ｌ－１）
Ｉ（ｐ１，０） Ｉ（ｐ１，１） … Ｉ（ｐ１，Ｌ－１）
   

Ｉ（ｐＪ－１，０） Ｉ（ｐＪ－１，１） … Ｉ（ｐＪ－１，Ｌ－１











）
（４）

与 Ｈ′（Ｘ）对应的移位矩阵可以表示为

Ｕ（Ｘ）＝

ｐ０，０ ｐ０，１ … ｐ０，Ｌ－１
ｐ１，０ ｐ１，１ … ｐ１，Ｌ－１
   

ｐＪ－１，０ ｐＪ－１，１ … ｐＪ－１，Ｌ











－１

（５）

给定一个围长至少为 １０的（３，Ｌ）ＱＣＬＤＰＣ码，人
们研究了（移位矩阵不变，围长至少为１０时）ＣＰＭ尺寸
连续变化的下界［１６，２２］．那么，给定一个围长至少为８的
ＱＣＬＤＰＣ码，（移位矩阵不变，围长至少为８时）是否也
存在ＣＰＭ尺寸连续变化的下界？我们使用数学语言将
该问题归结为：

问题１ 假设 ｇｉｒｔｈ（Ｕ（∞））≥８．问：满足条件“对于
任意 Ｘ≥Ｑ均有 ｇｉｒｔｈ（Ｕ（Ｘ））≥８”的最小 Ｑ值是多少？

为了研究问题１，引入定义２和定义３．
定义２ 对于０≤Ｊ１＜Ｊ和０≤Ｊ２＜Ｊ（Ｊ１≠Ｊ２），定

义第 Ｊ１行与第 Ｊ２行的差向量为
ＤＪ１，Ｊ２：＝｛ｐＪ１，０－ｐＪ２，０，ｐＪ１，１－ｐＪ２，１，…，ｐＪ１，Ｌ－１－ｐＪ２，Ｌ－１｝

（６）
令０≤ｉ＜ｊ＜ｋ＜Ｊ；０≤ｒ，ｓ，ｔ＜Ｌ（ｒ≠ｓ，ｓ≠ｔ，ｔ≠ｒ）．在
定义２基础上引入３个符号．

定义３ Ｔｉ，ｊ，ｋ：＝ｍａｘ（Ｄｉ，ｊ）＋ｍａｘ（Ｄｊ，ｋ）＋ｍａｘ（Ｄｋ，ｉ），

Ｔ′ｉ，ｊ，ｋ：＝ｍａｘ（Ｄｊ，ｉ）＋ｍａｘ（Ｄｋ，ｊ）＋ｍａｘ（Ｄｉ，ｋ），Ｑｉ，ｊ，ｋ：＝
ｍａｘ（Ｔｉ，ｊ，ｋ，Ｔ′ｉ，ｊ，ｋ）＋１．

性质１ Ｔｉ，ｊ，ｋ≥０，Ｔ′ｉ，ｊ，ｋ≥０．
证明 根据定义２，显然有ｍａｘ（ＤＪ１，Ｊ２）＝－ｍｉｎ（ＤＪ２，Ｊ１）．

又因为 ｍａｘ（Ｄｉ，ｊ）＋ｍａｘ（Ｄｊ，ｋ）≥ｍａｘ（Ｄｉ，ｋ）≥ｍｉｎ（Ｄｉ，ｋ），
所以 Ｔｉ，ｊ，ｋ≥０．同理，Ｔ′ｉ，ｊ，ｋ≥０．

本文新提出的显式构造框架的第二个步骤，建立

在引理３的基础上．
引理３ 若 ｇｉｒｔｈ（Ｕ（∞；ｉ，ｊ，ｋ））≥８，则对于任意 Ｘ

≥Ｑｉ，ｊ，ｋ均有 ｇｉｒｔｈ（Ｕ（Ｘ；ｉ，ｊ，ｋ））≥８，而 ｇｉｒｔｈ（Ｕ（Ｑｉ，ｊ，ｋ
－１；ｉ，ｊ，ｋ））＜８．
证明 ①首先，证明 Ｕ（Ｘ；ｉ，ｊ，ｋ）不含４环．假设
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在第 ｉ，ｊ行，第 ｒ，ｓ列中存在一个４环，则
ｐｉ，ｒ－ｐｊ，ｒ＋ｐｊ，ｓ－ｐｉ，ｓ≡０（ｍｏｄＸ） （７）

记式（７）左侧表达式为 ＬＨ７，则 ＬＨ７＝（ｐｉ，ｒ－ｐｊ，ｒ）＋
（ｐｊ，ｓ－ｐｋ，ｓ）＋（ｐｋ，ｓ－ｐｉ，ｓ）．ＬＨ７的取值范围是：－Ｔ′ｉ，ｊ，ｋ
≤ＬＨ７≤Ｔｉ，ｊ，ｋ．由于 Ｕ（∞；ｉ，ｊ，ｋ）无４环，所以 ＬＨ７≠
０．因此，０＜｜ＬＨ７｜≤ｍａｘ（Ｔｉ，ｊ，ｋ，Ｔ′ｉ，ｊ，ｋ）＜Ｑｉ，ｊ，ｋ≤Ｘ．与式
（７）矛盾．

②其次，证明 Ｕ（Ｘ；ｉ，ｊ，ｋ）不含６环．假设在第 ｉ，
ｊ，ｋ行，第 ｒ，ｓ，ｔ列中存在一个６环，则

ｐｉ，ｒ－ｐｊ，ｒ＋ｐｊ，ｓ－ｐｋ，ｓ＋ｐｋ，ｔ－ｐｉ，ｔ≡０（ｍｏｄＸ） （８）
记式（８）左侧表达式为 ＬＨ８，则 ＬＨ８的取值范围是：－
Ｔ′ｉ，ｊ，ｋ≤ＬＨ８≤Ｔｉ，ｊ，ｋ．由于 Ｕ（∞；ｉ，ｊ，ｋ）无 ６环，所以
ＬＨ８≠０．因此，０＜｜ＬＨ８｜≤ｍａｘ（Ｔｉ，ｊ，ｋ，Ｔ′ｉ，ｊ，ｋ）＜Ｑｉ，ｊ，ｋ≤
Ｘ．与式（８）矛盾．
③最后，证明 Ｕ（Ｑｉ，ｊ，ｋ－１；ｉ，ｊ，ｋ）存在长度小于８

的环．
假设ｍａｘ（Ｄｉ，ｊ），ｍａｘ（Ｄｊ，ｋ），ｍａｘ（Ｄｋ，ｉ）分别出现在

第 ｒ，ｓ，ｔ列．显然，ｒ＝ｓ＝ｔ是不可能的．
若 ｒ，ｓ，ｔ互不相同，则出现图 ２中 ａ１所示的 ６

环：

Ｔｉ，ｊ，ｋ＝（ｐｉ，ｒ－ｐｊ，ｒ）＋（ｐｊ，ｓ－ｐｋ，ｓ）＋（ｐｋ，ｔ－ｐｉ，ｔ）

≡０（ｍｏｄＴｉ，ｊ，ｋ）
若 ｒ＝ｓ，ｓ≠ｔ，则出现图２中 ａ２所示的４环：
Ｔｉ，ｊ，ｋ＝（ｐｉ，ｒ－ｐｊ，ｒ）＋（ｐｊ，ｓ－ｐｋ，ｓ）＋（ｐｋ，ｔ－ｐｉ，ｔ）

＝（ｐｉ，ｒ－ｐｋ，ｒ）＋（ｐｋ，ｔ－ｐｉ，ｔ）

≡０（ｍｏｄＴｉ，ｊ，ｋ）．
若 ｒ≠ｓ，ｓ＝ｔ，则出现图２中 ａ３所示的４环：
Ｔｉ，ｊ，ｋ＝（ｐｉ，ｒ－ｐｊ，ｒ）＋（ｐｊ，ｓ－ｐｋ，ｓ）＋（ｐｋ，ｔ－ｐｉ，ｔ）

＝（ｐｉ，ｒ－ｐｊ，ｒ）＋（ｐｊ，ｓ－ｐｉ，ｓ）

≡０（ｍｏｄＴｉ，ｊ，ｋ）．
若 ｒ＝ｔ，ｔ≠ｓ，则出现图２中 ａ４所示的４环：
Ｔｉ，ｊ，ｋ＝（ｐｉ，ｒ－ｐｊ，ｒ）＋（ｐｊ，ｓ－ｐｋ，ｓ）＋（ｐｋ，ｔ－ｐｉ，ｔ）

＝（ｐｋ，ｒ－ｐｊ，ｒ）＋（ｐｊ，ｓ－ｐｋ，ｓ）

≡０（ｍｏｄＴｉ，ｊ，ｋ）．
总之，ｇｉｒｔｈ（Ｕ（Ｔｉ，ｊ，ｋ；ｉ，ｊ，ｋ）＜８．同理可证 ｇｉｒｔｈ（Ｕ

（Ｔ′ｉ，ｊ，ｋ；ｉ，ｊ，ｋ）＜８．因此，有 Ｕ（Ｑｉ，ｊ，ｋ－１；ｉ，ｊ，ｋ）的围长
小于８．

由引理３立即可得定理２．
定理 ２ 令 Ｑ＝ ｍａｘ

０≤ｉ＜ｊ＜ｋ＜Ｊ
｛Ｑｉ，ｊ，ｋ｝．若 ｇｉｒｔｈ（Ｕ（∞））

≥８，则对于任意 Ｘ≥Ｑ均有 ｇｉｒｔｈ（Ｕ（Ｘ））≥８，而 ｇｉｒｔｈ
（Ｕ（Ｑ－１））＜８．

定理２充分概括了本文新提出的显式构造框架第
二个步骤的方法和结论．根据定理２，可以从移位矩阵
直接精确计算出 ＣＰＭ尺寸连续变化的紧致下界．我们
将在第３节看到定理２的具体应用．

３ 由框架导出四种已知的确定性方法

利用确定性方法，文献［２０，２１］分别构造了一类（３，
Ｌ）ＱＣＬＤＰＣ码和一类（４，Ｌ）ＱＣＬＤＰＣ码，并证明：它们
的ＣＰＭ尺寸可以（在一个门限之上）连续变化，并且围
长均为８．通过对移位矩阵直接赋值，文献［１２，１３］分别
构造了一类多进制（３，Ｌ）ＱＣＬＤＰＣ码和一类多进制（４，
Ｌ）ＱＣＬＤＰＣ码，并证明对于特定的某个ＣＰＭ取值，它们
的围长均为８．

下面，本文从新框架的视角对这四种已有方法进

行深入分析．
设 ＩＮＴ（Ｙ）表示不小于Ｙ的最小整数．令 ｐ１，ｎ＝ｎ（１

≤ｎ≤Ｌ－１），则定理１中的条件 ｐ２，ｎ≥ｐ２，ｎ－１＋１＋ｍａｘ
｛ｐ１，ｎ，ｐ１，Ｌ－１－ｐ１，ｎ－１｝转变为 ｐ２，ｎ≥ｐ２，ｎ－１＋ｍａｘ｛ｎ＋１，
Ｌ－ｎ＋１｝．
下面讨论两种特殊情况．
①ｐ２，ｎ＝ｐ２，ｎ－１＋ｍａｘ｛ｎ＋１，Ｌ－ｎ＋１｝．该情形对

应于文献［２０，２１］提出的构造方法，该方法与中国剩余
定理结合在一起设计出了性能优良的二进制 ＱＣＬＤＰＣ
码．

推论１ 对于任意 Ｘ≥３Ｌ２／４，ｇｉｒｔｈ（Ｓ（Ｘ；０，１，２））
＝８，Ｘ＝ＩＮＴ（３Ｌ２／４）－１时ｇｉｒｔｈ（Ｓ（Ｘ；０，１，２））＜８．
推论２ 对于任意 Ｘ≥３Ｌ２／４＋Ｌ－１，ｇｉｒｔｈ（Ｓ（Ｘ））

＝８，而 Ｘ＝ＩＮＴ（３Ｌ２／４）＋Ｌ－２时 ｇｉｒｔｈ（Ｓ（Ｘ））＜８．
证明 由定理１可知ｇｉｒｔｈ（Ｓ（∞））≥８，根据 ｐ１，ｎ的

赋值方式，Ｓ（∞）的第 ０行和第 １行中存在子矩阵
［０００；０１２］，这显然会导致 ８环，因此 ｇｉｒｔｈ（Ｓ
（∞））＝８，ｇｉｒｔｈ（Ｓ（∞；０，１，２））＝８．根据定理２，Ｔ０，１，２＝
０＋０＋ｐ２，Ｌ－１＝ｐ２，Ｌ－１，Ｔ′０，１，２＝（Ｌ－１）＋｛ｐ２，Ｌ－１－（Ｌ－
１）｝＋０＝ｐ２，Ｌ－１，而

ｐ２，Ｌ－１＝∑
Ｌ－１

ｎ＝１
ｍａｘ｛ｎ＋１，Ｌ－ｎ＋１｝＝ＩＮＴ（３Ｌ２／４）－１

（９）
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所以，Ｑ０，１，２＝ｍａｘ（Ｔ０，１，２，Ｔ′０，１，２）＋１＝ＩＮＴ（３Ｌ２／４）．
同理可证 Ｑ０，１，３＝Ｑ０，２，３＝ＩＮＴ（３Ｌ２／４）＋Ｌ－１，

Ｑ１，２，３＝ＩＮＴ（３Ｌ２／４）．所以，Ｑ＝ｍａｘ｛Ｑ０，１，２，Ｑ０，１，３，Ｑ０，２，３，
Ｑ１，２，３｝＝ＩＮＴ（３Ｌ２／４）＋Ｌ－１．
推论１完全包含了文献［２０］中发现的围长特性和

ＣＰＭ连续取值门限，推论２完全包含了文献［２１］中发现
的围长特性和ＣＰＭ连续取值门限．

②ｐ２，ｎ＝ｐ２，ｎ－１＋Ｌ．该情形对应于文献［１２，１３］提
出的构造方法，该方法设计出了性能优良的多进制 ＱＣ
ＬＤＰＣ码．

推论３ 对于任意 Ｘ≥Ｌ（Ｌ－１）＋１，ｇｉｒｔｈ（Ｓ（Ｘ；１，
２，３））＝８；而当 Ｘ＝Ｌ（Ｌ－１）时ｇｉｒｔｈ（Ｓ（Ｘ；１，２，３））＜８．

推论４ 对于任意 Ｘ≥Ｌ２，ｇｉｒｔｈ（Ｓ（Ｘ））＝８；而当 Ｘ
＝Ｌ２－１时ｇｉｒｔｈ（Ｓ（Ｘ））＜８．
证明 因为 Ｌ≥ｍａｘ｛ｎ＋１，Ｌ－ｎ＋１｝，所以 ｐ２，ｎ≥

ｐ２，ｎ－１＋ｍａｘ｛ｎ＋１，Ｌ－ｎ＋１｝．因此，由定理１可知 ｇｉｒｔｈ
（Ｓ（∞））≥８．根据 ｐ１，ｎ和ｐ２，ｎ的赋值方式，Ｓ（∞）的第１
行和第 ２行中存在子矩阵［０１２；０ Ｌ２Ｌ］，这显然
会导致８环，因此ｇｉｒｔｈ（Ｓ（∞））＝８，ｇｉｒｔｈ（Ｓ（∞；１，２，３））
＝８．根据定理２，Ｔ０，１，２＝０＋０＋ｐ２，Ｌ－１＝（Ｌ－１）Ｌ，Ｔ′０，１，２
＝（Ｌ－１）＋｛（Ｌ－１）Ｌ－（Ｌ－１）｝＋０＝（Ｌ－１）Ｌ，所以
Ｑ０，１，２＝ｍａｘ（Ｔ０，１，２，Ｔ′０，１，２）＋１＝（Ｌ－１）Ｌ＋１．同理可证，
Ｑ０，１，３＝Ｑ０，２，３＝Ｌ２，Ｑ１，２，３＝（Ｌ－１）Ｌ＋１．所以，Ｑ＝ｍａｘ
｛Ｑ０，１，２，Ｑ０，１，３，Ｑ０，２，３，Ｑ１，２，３｝＝Ｌ２。

推论３～４不仅包含了文献［１２，１３］发现的全部围
长特性，而且得出了更丰富和深刻的新结论．例如，文
献［１２，１３］没有研究 ＣＰＭ尺寸的连续变化问题，而推论
３和推论４非常简洁地推导出了针对该问题的新结论；
文献［１２，１３］假定 Ｘ＋１为素数幂，而推论３和推论４对
于 Ｘ的取值类型没有进行任何限制．

４ 由框架导出的一种新方法

第３节的四种方法均定义 ｐ１，ｎ＝ｎ（１≤ｎ≤Ｌ－１）．
本节改变 ｐ１，ｎ的赋值方法，利用本文提出的显式构造框
架设计了一种新的 ＱＣＬＤＰＣ码构造方法．新的赋值方
法需要用到Ｇｏｌｏｍｂ尺的概念．

定义 ４ Ｇｏｌｏｍｂ尺［２４］：Ｇｏｌｏｍｂ尺是一个整数集合
ａ０＜ａ１＜…＜ａＬ－１，其中差值 ａｒ－ａｓ（ｒ≠ｓ）互不相同．
关于 Ｇｏｌｏｍｂ尺构造方法的综述可以参考文献

［２５］．下面介绍一种代数构造方法．
Ｒｕｚｓａ构造法［２５］：设 ｐ为素数，ｇ为有限域ＧＦ（ｐ）

的本原元，则集合

Ｒ（ｐ，ｇ）＝ｐａ＋（ｐ－１）ｇａｍｏｄｐ（ｐ－１），１≤ａ≤ｐ－１
（１０）

构成一个Ｇｏｌｏｍｂ尺．

定理 ３ 设 ０＝ｐ１，０＜ｐ１，１＜… ＜ｐ１，Ｌ－１是一个
Ｇｏｌｏｍｂ尺．若

ｐ２，１≥ｐ１，Ｌ－１＋ｐ１，１＋１ （１１）
且对于２≤ｙ≤Ｌ－１有

ｐ２，ｙ≥２ｐ２，ｙ－１＋ｐ１，ｙ－ｐ１，ｙ－１＋１ （１２）
则 Ｓ（∞）的围长至少为８．

证明 根据定理１，显然有 ｇｉｒｔｈ（Ｓ（∞））≥８．
注１：事实上，可以证明满足定理３条件的移位值

不会在 Ｓ（∞；０，１，２）中产生８环（证明见附录）．因此，
根据定理３得出的 Ｓ（∞；０，１，２）可以构造出围长至少
为１０的（３，Ｌ）ＱＣＬＤＰＣ码．

下面我们举一个例子来说明新构造方法．令 ｐ＝７，
ｇ＝３．容易验证，ｇ的所有幂次对 ７取模可以生成
ＧＦ（７）中的所有非零元素｛１，２，３，４，５，６｝，因此 ｇ＝３是
ＧＦ（７）的一个本原元．根据式（１０）得到一个 Ｇｏｌｏｍｂ尺：
Ｒ（７，３）＝｛２５，２６，１５，１０，２３，６｝．根据 Ｇｏｌｏｍｂ尺的移位
不变性［２５］，Ｒ（７，３）各项减去 ６并排序，得到的集合｛０，
４，９，１７，１９，２０｝仍然是一个Ｇｏｌｏｍｂ尺．在该例中，我们选
择定理３中式（１１）和式（１２）取等号的赋值方式，则得到
式（１３）所示的移位矩阵 Ｓ（Ｘ）．根据定理３，Ｓ（∞）的围
长至少为８．因此，Ｓ（∞；０，１，２）的围长也至少为 ８．其
实，由附录的证明可知 Ｓ（∞；０，１，２）的围长至少为１０．
根据紧致下界［２２］可知：对于任意整数 Ｘ≥２×４９２＋１，
Ｓ（Ｘ；０，１，２）的围长至少为１０．

Ｓ（Ｘ）＝

０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ４ ９ １７ １９ ２０
０ ２５ ５６ １２１ ２４５ ４９２











０ ２９ ６５ １３８ ２６４ ５１２

（１３）

本节的研究结果说明：基于新提出的显式构造框

架可以开发出新的构造方法；该框架本身并不限制 ＱＣ
ＬＤＰＣ码的围长只能等于 ８，在满足定理 １的基础上对
移位值进行恰当配置（例如定理３）也可以得到围长超
过８的ＱＣＤＬＰＣ码的确定性构造方法．

５ 结论

本文提出了一种构造围长至少为８的 ＱＣＬＤＰＣ码
的显式框架．该框架的突出特点是：（１）不需要任何计
算机搜索步骤；（２）构造的 ＱＣＬＤＰＣ码不仅围长至少为
８，而且还具有 ＣＰＭ尺寸连续变化的优点．本文提出的
显式框架是一种系统化的确定性构造方法，利用它可

以推导出许多具体的已知或新的确定性构造方法．因
此，新提出的框架对于围长至少为８的二进制和多进制
ＱＣＬＤＰＣ码的具体构造方法有重要的指导意义和参考
价值．与ＱＣＬＤＰＣ码的一些理论文献［５，２０，２２，２３，２６～
２８］一样，本文的目的是获得对于 ＱＣＬＤＰＣ码构造具有
一定指导意义的新理论成果．对于译码性能的计算机
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仿真等问题，将在后续论文中作进一步研究．

附录

证明 根据 Ｇｏｌｏｍｂ尺的定义，在 Ｓ（∞）的第 ０行
和第１行移位值之间不会产生８环．下面证明：在第２
行中依次添加移位值 ｐ２，ｕ（１≤ｕ≤Ｌ－１）后，Ｓ（∞；０，１，
２）中都不会产生经过 ｐ２，ｕ的８环，因此最终的 Ｓ（∞；０，
１，２）中也没有８环．为了分析方便，定义模式２ＡＢＣ为：
以 ｐ２，ｕ为出发点，按照８环的顺时针方向追溯，构成８
环的４条横线依次出现第２行、第 Ａ行、第 Ｂ行和第Ｃ
行．通过分析易知：经过 ｐ２，ｕ的可能８环只有图（Ａ）所
示的６种模式（黑点表示 ｐ２，ｕ）．

假设存在图Ａ模式２０１０所示的８环，则存在等式
０－ｐ１，ｒ＋ｐ１，ｓ－０＋０－ｐ２，ｔ＋ｐ２，ｕ－０＝０．

若 ｕ＞１，则 ｐ２，ｕ＝ｐ２，ｔ＋ｐ１，ｒ－ｐ１，ｓ≤ｐ２，ｕ－１＋ｐ１，Ｌ－１
－０，与式（１２）矛盾．若 ｕ＝１，则根据 ｒ≠ｕ，ｓ≠ｒ，ｔ≠ｓ，ｔ
≠ｕ的条件，ｔ只能取０，此时 ｒ和ｓ可以分别取Ｌ－１和
１．所以，ｐ２，１＝ｐ２，０＋ｐ１，ｒ－ｐ１，ｓ≤０＋ｐ１，Ｌ－１－ｐ１，１，与式
（１１）矛盾．

同理可证（受篇幅所限，具体证明过程此处略去），

图 Ａ中的其他５种环也不可能存在．总之，在第２行中
添加移位值 ｐ２，ｕ（１≤ｕ≤Ｌ－１）后，Ｓ（∞；０，１，２）中不会
产生经过 ｐ２，ｕ的８环．证毕．
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