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摘 要： 提出利用信号构造行数为２的矩阵，在奇异值分解后保留小奇异值对应的分量，并取大奇异值所对应
的分量信号重复构造相同矩阵进行奇异值分解，从而将原始信号分解为一组分量信号．这种分量信号具有二阶消失
矩，可实现对原始信号中Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ指数为０和１的奇异性的位置精确检测，其检测脉宽小，且在同一层分量中指示奇异
点位置的模极大值和奇异点处的突变量、转折斜率具有正比线性关系．此法克服了小波变换检测结果的位置偏移和脉
冲宽大的缺陷，在对铣削力信号的处理中，准确地检测出了其中的微弱冲击．
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１ 引言

一个信号如果无限次可导，则该信号是光滑的或没

有奇异性，但它如果在某处有间断点或某阶导数不连

续，则称信号在该处有奇异性．一般用 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ指数（简
称Ｌｉｐ指数）来描述信号 ｆ（ｔ）的奇异性程度．设有非负
整数 ｎ，ｎ≤α≤ｎ＋１，如果存在常数 Ａ＞０以及 ｎ次多
项式ｐｎ（ｔ），对于｜ｔ－ｔ０｜＜δ，δ是一个任意小的数，所
有的 ｆ（ｔ）都满足不等式：

｜ｆ（ｔ）－ｐｎ（ｔ－ｔ０）｜≤Ａ｜ｔ－ｔ０｜α （１）
则称 ｆ（ｔ）在 ｔ０点是Ｌｉｐα的，如果 ｆ（ｔ）在 ｔ０的 Ｌｉｐ指数

α小于１，则 ｔ０为 ｆ（ｔ）的奇异点；而如果 ｎ≤α≤ｎ＋１，
其中 ｎ≥１，则 ｔ０为 ｆ（ｔ）的第 ｎ阶导数的奇异点．奇异
性信号是一类重要的信号，在工程实际中普遍存在，与

稳定信号相比，奇异性信号往往携带了更多的重要信

息．例如当电机中的电刷磨损时，电流信号就会产生奇
异性，通过检测和分析这种奇异性，可实现对电刷磨损

状态的判断［１］．而在光电脉搏波信号处理中，为了利用
动态光谱法进行血液成分无创检测，首先就要对信号中

的奇异点进行定位［２］．当梁结构发生损伤时，在损伤处
其挠度或模态振型的某阶导数会存在不连续现象，通过

对这种奇异性进行分析，可判别损伤位置，并且利用 Ｌｉｐ
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指数还可估计损伤的程度［３］．而在焊接质量的检验中，
利用奇异性分析可实现对焊缝位置的检测，由此可以

实现对焊接质量的在线判别［４］．地震信号中也含有丰
富的奇异性信息，对从地表获取的地震数据进行奇异

性分析，可显示地震剖面上模糊不清的信息［５］．而在图
像处理中，一个很典型的例子是图像边缘存在奇异性，

通过对这种奇异性进行检测，可确定图像的边缘［６］．另
外一些应用中，如表面形貌评定，为了得到准确的表面

形貌参数，首先要找出形貌信号中的奇异点位置并采

取措施排除其对形貌参数计算的影响［７］．从这些不同
领域的实例可见，对信号中奇异性的准确检测具有非

常重要的意义．一直以来，小波变换都是检测信号奇异
性的最重要的工具，具有 ｎ阶消失矩的小波可检测出
从ｆ（ｔ）直到其第 ｎ－１阶导数的奇异性［８］，在上面所列
举的奇异性检测应用中，无一例外地都是利用小波变

换来实现的．虽然小波奇异性检测应用得如此广泛，但
是需要指出的是，它存在一个不容忽视的问题，那就是

各尺度上的检测结果不一致，随着小波分解尺度的增

加，其检测结果将偏离正确的奇异点位置，分解尺度越

大，偏离越严重，而且指示奇异点位置的脉冲宽度也将

变得很大，这些因素使得小波变换在奇异性位置检测

精度方面并不十分准确．
为了实现对奇异性的精确定位，作者通过研究，提

出了一种完全不同于小波变换的奇异性检测方法，即

二分递推奇异值分解法，此方法的突出特点是可以实

现对信号中的奇异性位置的精确定位，不同分解层上

的检测结果不会发生偏移，并且其指示奇异点位置的

脉冲宽度小，脉宽变化也具有规律性，同一层数上反映

奇异点的模极大值与奇异点处的突变量、转折斜率还

具有正比线性关系，完全克服了小波奇异性检测的位

置偏移缺陷，是一种十分值得推荐的奇异性精确检测

方法．

２ 信号的二分递推ＳＶＤ分解原理

与奇异性信号不同，奇异值分解（ＳｉｎｇｕｌａｒＶａｌｕｅＤｅ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）完全是另外一个概念，虽然都以“奇
异”二字冠名，但它与奇异性信号完全是两回事．ＳＶＤ是
一种正交变换方法，对于一个矩阵 Ｈ∈Ｒｍ×ｎ，不管其行
列是否相关，必定存在正交矩阵 Ｕ＝（ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ）∈
Ｒｍ×ｍ和正交矩阵Ｖ＝（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ）∈Ｒｎ×ｎ，使得

Ｈ＝ＵＳＶＴ （２）
成立，式中 Ｓ＝［ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σｑ），Ｏ］或者其转置，这
取决于 ｍ≤ｎ还是ｍ＞ｎ，Ｓ∈Ｒｍ×ｎ，Ｏ为零矩阵，ｑ＝
ｍｉｎ（ｍ，ｎ），且有σ１≥σ２≥…≥σｑ＞０，σｉ（ｉ＝１，２，…，ｑ）
称为矩阵 Ｈ的奇异值［９］．

ＳＶＤ近年来在很多领域都得到了重要的应用．如
ＳｅｌｖａｎＳ等利用 ＳＶＤ对小波变换的结果进行处理，获得
了正交的的特征向量，再通过 ＫｕｌｌｂａｃｋＬｅｉｂｌｅｒ距离函数
对图象纹理进行识别和分类，结果表明可以获得比传

统的子带能量法（ｓｕｂｂａｎｄｅｎｅｒｇｙ）更好的效果［１０］．Ｔｅｏｈ
ＥＪ等利用ＳＶＤ来评估隐层神经元数目对神经网络泛
化能力的影响，他们利用有效奇异值实现了对隐层空

间中模式的线性独立性分析，进而决定了隐层神经元

节点的数目［１１］．ＣｈｏｏｎｇＭＫ等将 ＳＶＤ用于对基因表现
轮廓（ｇｅｎｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｐｒｏｆｉｌｅｓ）数据的周期性分析，并利用
最小二乘和 ＳＶＤ相结合，提高了周期估计的精度［１２］．
ＢｙｄｄｅｒＭ等利用 ＳＶＤ来决定信号的有效成分，实现了
对多路回波数据的消噪［１３］．其它诸如在滤波器设
计［１４］、语音编码［１５］等领域中，ＳＶＤ都有重要的应用．

而作者通过研究发现，只要利用信号构造出合适

的矩阵，并采用特定的矩阵维数，通过递推分解方式，

ＳＶＤ居然可以实现对奇异性信号的检测，而且具有令
人意想不到的准确效果，克服了小波奇异性检测的诸

多不足．设有离散数字信号 Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ），首先利
用此信号构造一个行数为２的如下矩阵：

Ｈ＝
ｘ１ ｘ２ … ｘＮ－１
ｘ２ ｘ３ … ｘ( )

Ｎ
（３）

Ｈ∈Ｒ２×（Ｎ－１），此矩阵经过 ＳＶＤ处理后可以得到，而且
只能得到两个奇异值．由于 Ｈ的特点是第二行仅仅比
第一行滞后一个数据，这使得对于一般的非噪声信号

构造的 Ｈ而言，它的两行将高度相关，这样的矩阵经
ＳＶＤ处理后，得到的第一个奇异值将比较大，而第二个
奇异值则较小，在这种情况下，可将式（２）改写成用列
向量 ｕｉ和ｖｉ表示的形式：

Ｈ＝σ１ｕ１ｖＴ１＋σ２ｕ２ｖＴ２ （４）
式中，ｕｉ∈Ｒ２×１，ｖｉ∈Ｒ（Ｎ－１）×１，ｉ＝１，２．令 Ｈ１＝σ１ｕ１ｖＴ１，
则 Ｈ１∈Ｒ２×（Ｎ－１）．Ｈ１具有类似于 Ｈ的数据结构，但有
区别的是其中代表信号同一数据的元素却不会相等．
设由 Ｈ１获得的分量信号为 Ａ＝（ａ１，ａ２，…，ａＮ），则参
照 Ｈ的数据结构可见，Ｈ１的元素 Ｈ１（１，２）和 Ｈ１（２，１）
都代表 Ａ的数据 ａ２，而根据 Ｈ１的定义可以得到：
Ｈ１（１，２）＝σ１ｕ１，１ｖ１，２，Ｈ１（２，１）＝σ１ｕ１，２ｖ１，１，其中 ｕ１，１、
ｕ１，２是列向量 ｕ１的第１、２个坐标，而 ｖ１，１、ｖ１，２是列向量
ｖ１的第１、２个坐标．可见代表分量信号同一数据的这
两个元素并不相等，因此在获取分量信号时，首先将

Ｈ１中代表信号同一数据的这些元素求平均，再利用这
种平均值作为信号 Ａ中的数据．令 Ｈ２＝σ２ｕ２ｖＴ２，同理
从 Ｈ２也可以获得一个分量信号 Ｄ．在得到的这两个分
量中，Ｄ对应的是小奇异值σ２，反映的是信号的细节特
征，将此信号保留；Ａ对应的是大奇异值σ１，反映的是
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信号的主体概貌，我们的分解思想是继续利用 Ａ再次
构造如式（３）所示的矩阵，并进行同样的处理，又可得
到两个信号……，如此逐次递推进行，就可将原始信号

逐步分解为一系列 Ｄ分量信号．设第 ｉ次分解得到的
分量信号分别为Ａｉ和Ｄｉ，ｉ称为分解层数，则这种分解
过程可用图 １表示，由于递推过程中矩阵行数始终取
２，故将此种分解方式称为信号的二分递推 ＳＶＤ分解．
作者发现，采用这种方式获得的分量信号 Ｄｉ可以实现
对原信号中奇异性位置的精确检测，与小波变换的奇

异性检测相比，具有十分独特的优越性，在下面将通过

实例来分析其对奇异性的检测规律和特点．

３ 二分递推ＳＶＤ的奇异性检测规律

３１ 对奇异性位置的精确检测

设有信号 ｆ（ｔ）如下：

ｆ（ｔ）＝
６， ０≤ｔ≤５０
６．５， ５０＜ｔ≤１００
－０．２５ｔ＋３１．５， １００＜ｔ≤

{
１５０

（５）

此信号在 ｔ＝５０ｓ处存在微小突变，根据式（１）的定

义，信号在此处是 ｌｉｐ０的，而在 ｔ＝１００ｓ处信号本身虽
然是连续的，但是其一阶导数在此处却并不连续，信号

在此处是ｌｉｐ１的．对此信号以 Ｔ＝１ｓ为采样间隔对其离
散化采样，结果如图２所示．

采用二分递推 ＳＶＤ对此信号分解４层，得到的 Ｄ１
～Ｄ４及 Ａ４如图３（ａ）所示，可见在原信号 ｌｉｐ０的奇异
点处，Ｄ１～Ｄ４都产生了一个零交叉点（ｚｅｒｏｃｒｏｓｓｉｎｇ），指
示着该处的奇异点位置，这是具有二阶消失矩的小波

对 ｌｉｐ０的奇异性的检测特征；而在原信号 ｌｉｐ１的奇异点
处，Ｄ１～Ｄ４都产生了一个峰值（ｐｅａｋ），指示着该处的奇
异点位置，这是具有二阶消失矩的小波对ｌｉｐ１的奇异性
的检测特征．现在这种检测结果至少说明一个问题，那
就是二分递推 ＳＶＤ的分解结果具有二阶消失矩．作为
对比，采用同样具有２阶消失矩的 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ２号小波
对图２信号分解４层，结果如图３（ｂ）所示．可见在４个
细节信号 Ｗ１～Ｗ４中，在 ｌｉｐ０的奇异性处同样都产生
了一个零交叉点，而在ｌｉｐ１的奇异性处同样都产生了一
个最大峰值，乍一看，小波变换的这种结果除了后续尺

度上的检测脉冲变得很宽外，其它效果和二分递推ＳＶＤ
的检测结果似乎没有什么区别．

但事实上并非如此，仔细观

察一下，就可发现二分递推 ＳＶＤ
检测结果的突出特点表现在它对

奇异性位置的精确定位，而小波

变换的检测结果则存在奇异点位

置偏移现象．首先来分析一下离
散后信号准确的奇异点位置，对

于原信号来说，以 Ｔ＝１ｓ对其离
散化采样后，在第５０ｓ到第５１ｓ这
两点之间，信号从 ６向上突变到
６５；而在 ｔ＝１００ｓ处，信号则发生
了转折．因此更准确地说，对于离
散后的数字信号而言，精确的奇

异点应该分别在 ｔ＝５０５ｓ和 ｔ＝
１００ｓ处．现在将二分递推 ＳＶＤ分
解结果 Ｄ１～Ｄ４中位于区间［４６，
５５］ｓ的波形绘在一起，如图４（ａ）
所示，该图清晰地显示了二分递

推ＳＶＤ对原信号中 ｌｉｐ０的奇异性
的检测效果，可见 Ｄ１～Ｄ４的零
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交叉点完全集中于一点，而这一点非常精确地发生在 ｔ
＝５０５ｓ处，且检测脉冲以零交叉点为中心呈准确的中
心对称分布．再将 Ｄ１～Ｄ４位于区间［９６，１０４］ｓ的结果
绘在一起，如图４（ｂ），它反映了对原信号中 ｌｉｐ１的奇异
性的检测效果，可见４个峰值都精确地发生在 ｔ＝１００ｓ
处，而且检测脉冲以该点为中心呈准确的轴对称分布．

再来比较一下小波变换的检测结果．将４个小波细
节信号 Ｗ１～Ｗ４在区间［３０，７０］ｓ内的波形绘在一起，
如图４（ｃ）所示，它显示了小波对原信号 ｌｉｐ０的奇异性
的检测效果．明显可见各个细节信号的零交叉点没有
发生在同一个位置，分解尺度越大，零交叉点偏离正确

奇异点位置的距离越大；另一个问题是指示奇异性位

置的脉冲宽度迅速增加，Ｗ２中这种脉宽已达到１０Ｔ左
右，而在 Ｗ４中这种脉宽已迅速增到４０Ｔ左右了，而二
分递推ＳＶＤ得到的 Ｄ４中同样位置上的脉宽才仅仅为
９Ｔ．图４（ｄ）给出了４个小波细节信号在区间［８５，１２５］ｓ
点处的局部波形，它反映了对 ｔ＝１００ｓ处 ｌｉｐ１奇异点的
检测结果，可见存在相同的问题：一是各个峰值没有发

生在同一位置，尺度越大，峰值偏移得越严重，二是脉

宽的增加也很快，Ｗ４中的脉宽也已达到４０Ｔ了，而同
样位置上 Ｄ４中的脉宽才仅仅为８Ｔ．

采用其他具有２阶消失矩的小波如 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小
波进行检测，也存在类似的问题，即（１）各尺度检测的
奇异点位置彼此不同；（２）随分解尺度的增加，指示奇
异点位置的脉冲宽度迅速增加．限于篇幅不再给出图
形结果．

除了检测位置的精确性之外，二分递推 ＳＶＤ对奇
异性检测的另一个特点是它的检测脉宽的变化还存在

规律性．设对原始奇异性信号的采样周期为 Ｔ，通过对
很多奇异性信号的检测结果进行分析，我们发现，对于

信号中ｌｉｐ０的奇异性，不管该处的突变有多大，在 Ｄ１
中指示奇异性位置的脉冲宽度始终为３Ｔ，以后每多分
解一层，脉冲宽度以零交叉点为中心对称地增加２Ｔ，即
在 Ｄ２中为５Ｔ，在 Ｄ３中为７Ｔ，在 Ｄ４中为９Ｔ．而对于信
号中 ｌｉｐ１的奇异性，不管该处的转折有多大，在 Ｄ１中
指示奇异性位置的脉冲宽度始终为２Ｔ，以后每分解一
次，脉冲宽度以峰值为中心对称地增加２Ｔ，即在 Ｄ２中
为４Ｔ，在 Ｄ３中为６Ｔ，在 Ｄ４中为８Ｔ．经研究发现，脉宽
的这种变化规律和矩阵维数存在关系，反映奇异性的

初始脉宽以及脉宽增加量是由矩阵的行数２这一数值
决定的，但难以解释这种内在联系．

３２ 模极大值和突变量、转折斜率的关系

虽然二分递推ＳＶＤ指示突变点和转折点的脉冲宽
度不随突变量和转折量的大小而改变，但是脉冲的模

极大值却会随它们而变化，现在来研究模极大值的这

种变化规律．以图２的奇异性信号为基础，在 ｔ＝５０ｓ点
处设置５种突变量，分别为τ＝０５、τ＝１０、τ＝１５、τ
＝２０、τ＝２５，而在 ｔ＝１００ｓ点处，则相应地加大转折
量，转折斜率分别为 ｋ＝－０２５、ｋ＝－０４５、ｋ＝－０６５、
ｋ＝－０８５、ｋ＝－１０５，将这５个奇异性信号绘在一起，
如图５所示．

对每个奇异性信号，分别利用二分递推 ＳＶＤ连续
分解４层，得到 Ｄ１～Ｄ４分量，然后提取 Ｄ１～Ｄ４中脉
冲的模极大值．现在首先来看突变量和模极大值的关
系，对于这５个奇异性信号，在 Ｄ１～Ｄ４中反映突变性
的模极大值如图６（ａ）所示．可见对于每种突变量，当分
解层数增大时，从 Ｄ１到 Ｄ４，其中的模极大值呈现非线
性衰减趋势，其中从 Ｄ１到 Ｄ２之间普遍衰减较大，而以
后层数间的衰减逐步变小．

而当突变量增加时，在每一层上对应的模极大值

却会增加，为了得到这二者之间的具体关系，以突变量

为横坐标，Ｄｉ（ｉ＝１，２，３，４）中的模极大值为纵坐标作
图，得到突变量和每一个 Ｄｉ（ｉ＝１，２，３，４）中模极大值
的关系如图６（ｂ）所示，可见它们竟然是一种理想的线
性关系，即当突变量增加时，对应在 Ｄ１、Ｄ２、Ｄ３、Ｄ４中
的模极大值也线性增加，这种线性关系是非常有意义

的，它和信号其他部分无关，只反映了突变量和模极大
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值的内在联系．通过这种关系，可以利用模极大值来推
知相应的突变量．经计算可以得到在 Ｄ１中的模极大值
和突变量的直线方程为：

ｙ＝０２５０８１０τ－００００４０４ （６）
Ｄ２中的模极大值和突变量的直线方程为

ｙ＝０．０６３３９０τ－０．０００４６４ （７）
Ｄ３中的模极大值和突变量的直线方程为

ｙ＝０．０４７７８０τ－０．０００４７７ （８）
Ｄ４中的模极大值和突变量的直线方程为

ｙ＝０．０３６０５８τ－０．０００４７７ （９）
在以上方程中，ｙ代表模极大值，τ代表突变量．根

据这些方程，只要得到了任何一层上的模极大值 ｙ，即
可由相应的方程反推出原信号中的突变量τ．

而信号转折点处的斜率和模极大值也存在上述相

似的关系，如图７．图７（ａ）反映了在每一种斜率下从 Ｄ１

到 Ｄ４中的模极大值的衰减过程；而图７（ｂ）则反映了斜
率绝对值和每一个 Ｄｉ（ｉ＝１，２，３，４）中模极大值的关
系，可见这也是一种理想的线性关系，即当斜率绝对值

增大时，在每一个 Ｄｉ（ｉ＝１，２，３，４）中的模极大值也线
性增加．经计算可得到 Ｄ１中的模极大值 ｙ和斜率绝对
值｜ｋ｜的直线方程为：

ｙ＝０２５２２２４｜ｋ｜－０．０００５６９ （１０）
Ｄ２中的模极大值和斜率绝对值的直线方程为：

ｙ＝０．１２７２５４｜ｋ｜－０．０００５８５ （１１）
Ｄ３中的模极大值和斜率绝对值的直线方程为：

ｙ＝０．０９５９６３｜ｋ｜－０．０００５７５ （１２）
Ｄ４中的模极大值和斜率绝对值的直线方程为：

ｙ＝０．０８０３１５｜ｋ｜－０．０００５７１ （１３）
利用这种关系，根据模极大值就可以推知信号转

折点处相应的斜率．

４ 对铣削力信号奇异性特
征的提取

在铣削加工时，如果材料内

部硬度不均匀或者材料颗粒大小

不均匀，铣刀在旋转加工时就会

受到冲击，从而引起铣削力的突

变，影响加工质量．调质这种热处
理工艺可以使材料硬度分布和材

料颗粒大小变得均匀，从而提高

切削加工质量．在一台铣床上用
四刃立铣刀对调质４５＃钢进行铣
削，采用 Ｋｉｓｔｌｅｒ压电晶体测力仪
测量铣削时的力信号，结果如图８
所示，可以看出在每一个旋转周

期内有四个波动信息，这是由刀

具的四个切削刃而产生的，除此之外，很难看出此信号

存在其他问题．现在利用二分递推ＳＶＤ对此信号分解４
层，得到 Ｄ１～Ｄ４如图９（ａ）所示，易见在它们中有很多
强烈的脉冲信息，这些脉冲在 Ｄ１～Ｄ４中的位置是一一
对应的，说明它们沿分解层具有传输性；脉冲有正负峰

值，说明它们是零交叉点类型的脉冲．这种结果清楚地
表明：原铣削力信号中存在突变，提取 Ｄ１～Ｄ４中脉冲
的模极大值，结果如图９（ｂ），它们的零交叉点清晰地反

映了突变发生的时刻，利用这些模极大值回代入方程

（６）～（９），还可估计出突变量的大小．二分递推 ＳＶＤ的
这种处理结果表明：虽然工件材料经过了调质，但是这

种调质的效果并不太好，在材料内部还是存在硬度不

均匀现象，或者材料颗粒大小不均匀，从而在加工时对

刀具产生冲击，这种冲击除了会影响加工质量外，还会

加剧刀具的磨损，减少刀具的使用寿命．
此例中铣削力信号的噪声干扰相对较小，可以直

接对其进行奇异性检测，而对于工程实际中那些含较

大噪声干扰的奇异性的检测，在检测前一般需要先采

取消噪算法对其做消噪处理，然后再进行奇异性检测，

这样可以消除噪声干扰对奇异性检测的影响，而 ＳＶＤ
本身也可实现这种消噪处理［１４］．
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５ 结论

（１）提出了一种二分递推ＳＶＤ
方法，实现了利用 ＳＶＤ将信号分
解为一组反映信号细部特征的分

量信号．这种分量具有二阶消失
矩特性，可以实现对原始信号中

ｌｉｐ０和 ｌｉｐ１的奇异点位置的精确
检测，克服了小波变换检测时的

奇异点位置偏移、检测脉冲宽度

大等缺陷．
（２）二分递推 ＳＶＤ的奇异性

检测脉宽具有规律性．如果对信
号的采样周期为 Ｔ，在对 ｌｉｐ０的
奇异性的检测中，不管该处的突

变有多大，在第一个分量中指示

奇异性位置的脉冲宽度始终为

３Ｔ，以后每分解一层，脉冲宽度以
零交叉点为中心对称地增加２Ｔ．而对于ｌｉｐ１的奇异性，
不管该处的转折有多大，在第一个分量中指示奇异性

位置的脉冲宽度始终为２Ｔ，以后每分解一层，脉冲宽度
以峰值为中心对称地增加２Ｔ．

（３）当突变量增加时，在每一层分量信号中反映突
变点位置的脉冲模极大值也将线性增加；当转折斜率

绝对值增加时，每一层分量信号中反映转折点位置的

脉冲模极大值也将线性增加．
（４）对铣削力信号的处理结果表明，二分递推 ＳＶＤ

探测到了信号中微弱的突变性及其发生的具体时间

点，证实了因工件材料硬度不均匀或颗粒间隙而产生

的对刀具的冲击现象．
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