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摘 要： 利用几何代数的多维统一性与运动表达的简明性，构建了面向多维向量场的辐散辐合结构特征的自适

应匹配方法．利用ｒｏｔｏｒ（旋转）结构的一致性表达，建立基于奇异值分解的原始模板与标准辐散模板间的最优ｒｏｔｏｒ求解
方法，进而实现了数据自适应的辐散辐合模板生成；基于ｒｏｔｏｒ的旋转角度实现对向量场的几何结构的分类，构建了基
于Ｃｌｉｆｆｏｒｄ卷积的自适应模板的匹配算法．基于北美风场数据的算法验证结果显示，本文方法可以有效的解析出不同
维度向量场的结构特征，并可实现基于结构特征的向量场分类．
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１ 引言

多维向量场数据是同时具有大小和方向的场数据

（如风场，洋流场等）．向量场结构特征解析是向量场分
析的重要内容［１～４］，基于模板的结构匹配与分类是场数

据特征解析的重要途径，具有目标导向明确，算法简洁、

普适等特点［５～９］．近年来，基于静态、一次性模板设计的
向量场模板匹配开始得到关注，但因其难以适应不同窗

口向量场在大小及方向结构上的差异，导致模板匹配在

精度和数据自适应性上存在不足，使得匹配结果局部保

真性相对较差［１０，１１］．多维向量场精细结构特征参数的

缺乏，限制了复杂向量场演化结构与过程研究的深入．
几何代数是基于Ｇｒａｓｓｍａｎｎ扩张代数和四元数等发

展的具有多维统一和维度无关特性的代数系统［１２］．几
何代数的多维统一性使得可以基于多重向量构建兼顾

标量场、向量场以及多重向量场的一体化表达与分析，

从而实现复杂多维对象动态演化的显式表达［１３］．几何
代数中运动表达的简明性，则为时空场结构分析提供了

良好的数学工具［１４］．本文利用几何代数空间中多重
向量和 ｒｏｔｏｒ对场旋转的多维统一表达，基于所定义的
标准匹配模板设计了基于 ｒｏｔｏｒ的数据自适应辐散辐合
模板，进而构建自适应模板的匹配算法．并通过 ｒｏｔｏｒ
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的旋转角度对向量场的几何结构加以分类，而匹配内

积结果则体现了原始向量场数据与模板的匹配程度

（相似度）．最后利用北美风场数据对算法进行了验证
和对比．

２ 结构自适应辐散辐合模板卷积算法

２１ 向量场模板匹配思路

在矢量场数据的模板匹配算法中，卷积模板的方

向反映其几何结构特征，关系到匹配结果的准确性与

有效性．文献［１５］曾给出了基于矢量场进行模板卷积的
一般表达，并构建了适用于辐散辐合分析的标准模板．
然而其对模板与原始数据角度的处理较为主观，缺乏

自适应性．而结构自适应的辐散辐合模板卷积算法，则
可根据所需匹配数据的不同动态更新卷积模板，最大

程度地揭示原始矢量场的结构特征［１６］．向量场模板求
解与匹配流程见图１．其整体思路为：①利用基本模板
与卷积窗口中的时空场数据进行基于 ｒｏｔｏｒ的局部拟合
与逼近，得到数据自适应的匹配模板；②计算匹配模板

与卷积窗口中原始时空场数据的 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ卷积；③基于
可反映时空场结构特征的 ｒｏｔｏｒ旋转角度对原始场结构
进行分类，并利用卷积结果求得原始场同各类匹配模

板的相似性程度，从而确定原始时空场数据运动的方

向性，并判定原始时空场数据的聚散、聚合的趋势性特

征．

２２ 标准模板构建

卷积模板构建是基于卷积的多维向量场辐散辐合

特征提取的核心，不同的卷积模板可以揭示时空场不

同的几何结构特征．卷积模板不同位置向量的数值和
方向的变化使得该卷积模板具有明显的几何结构．利
用卷积模板和原始数据间的Ｃｌｉｆｆｏｒｄ卷积可有效揭示原
始数据的几何结构与特征参数．常用的卷积模板有辐
散、辐合、平行、鞍点、旋转式等［１２］．多维向量场的辐散、

辐合特征可通过基于辐散、辐合模板的匹配算法进行

解析，但由于辐散、辐合概念界定的模糊性，在实际应

用中往往通过以一定的角度间隔旋转模板从而得到一

个模板序列，以更好地匹配原始数据．基于 ｒｏｔｏｒ可实现
自适应于数据结构的模板匹配，从而将模板序列的构

建简化成单个标准模板的构建，此处以正辐散模板为

例构建标准模板．
设定窗口大小为 ３×３，正辐散模板可写成如下的

形式：

Ｍ＝

ｘ１１ ｘ１２ ｘ１３
ｘ２１ ｘ２２ ｘ２３
ｘ３１ ｘ３２ ｘ









３３

（１）

其中 ｘｉｊ表示第ｉ行第ｊ列的向量，用 ｐｉｊ表示第ｉ行
第ｊ列的向量起点，由于辐散模板每点向量的方向都是
指向辐散源点 ｐ２２，有 ｘｉｊ＝（ｉ－２，ｊ－２），将其标准化后

的 结 果 为： ｘｉｊ ＝ （
ｉ－２

（ｉ－２）２＋（ｊ－２）槡 ２
，

ｊ－２
（ｉ－２）２＋（ｊ－２）槡 ２

）．据 定 义 可 知 模 板 Ｍ 满 足

ｘ１１＋ｘ１２＋…＋ｘ３３
９ ＝０，即满足伽利略不变性［１７］．

类似地，可定义任意大小以及更高维度的辐散及

辐合标准模板，并可根据 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ卷积判断卷积窗口中
原始时空场数据与卷积模板的相似性程度，从而确定

原始时空场数据运动的结构特性，并可判定原始时空

场数据的聚散、聚合的趋势性特征．
２３ 基于ｒｏｔｏｒ的自适应辐散辐合模板

Ｒｏｔｏｒ是几何代数中用于表达旋转变换的算子，具
有可合成性、保形性和自反性等特性，可实现任意几何

体旋转变换的多维统一表达［１２～１４］．向量 ｘ在旋转算子
Ｒ作用下的变换可表达成：ｘ ＲｘＲ－１，其中 Ｒ－１表示
Ｒ的逆，Ｒｘ表示Ｒ与ｘ的几何积．Ｒｏｔｏｒ还具有明确的
几何意义，奇次阶的 ｒｏｔｏｒ可通过其指数形式揭示其内
蕴的几何意义．如指数形式表达的变换 Ｒ＝ｅ－ｌ／２表示
以 ｌ为旋转轴，旋转角度为的ｒｏｔｏｒ，其证明过程如下：

Ｒ＝ｃｏｓ（／２）－ｓｉｎ（／２）ｌ
＝１＋（－ｌ／２）＋（－ｌ／２）２／２！＋…＝ｅ－ｌ／２（２）

基于 ｒｏｔｏｒ的变换具有整体性和结构保形性．因此
可直接在保证向量场数据和模板结构稳定情况下进行

ｒｏｔｏｒ变换．如任意向量场 Ｆ由｛ａ１，ａ２，…，ａｋ｝组成，基
于 ｒｏｔｏｒ的向量场变换可统一表达为：
ＲＦＲ－１＝（－Ｒａ１Ｒ－１）（－Ｒａ２Ｒ－１）…（－ＲａｋＲ－１） （３）
上式表明，对于以任意多重向量表达的场对象，各组成

部分的运动特性一致．即基于 ｒｏｔｏｒ的向量场变换具有
整体结构保形型．

基于式（１）中定义的标准模板 Ｍ可以构建自适应
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辐散辐合模板Ｘ的 ｖｅｒｓｏｒ积表达：Ｘ＝ＲＭＲ－１，将其展
开成矩阵形式为：

ＲＭＲ′＝

Ｒｘ１１Ｒ′ Ｒｘ１２Ｒ′ Ｒｘ１３Ｒ′
Ｒｘ２１Ｒ′ Ｒｘ２２Ｒ′ Ｒｘ２３Ｒ′
Ｒｘ３１Ｒ′ Ｒｘ３２Ｒ′ Ｒｘ３３









Ｒ′

（４）

易证明旋转后的模板也满足伽利略条件．基于标
准模板 Ｘ，以１／８π为间隔旋转可以获得如图２所示的８
类基本运动模板，表明基于 ｒｏｔｏｒ的模板可有效表达向
量场的结构特征．

２４ 基于ＳＶＤ的最佳匹配向量模板求解
向量场结构自适应匹配的核心在于原始向量场与

模板向量场集合间的 ｒｏｔｏｒ估计，从而得到与原始数据
最为接近的匹配模板．通过基于奇异值分解（ＳＶＤ）的最
优拟合可进行 ｒｏｔｏｒ的估计．

首先构建原始向量场 Ｆ＝｛ａ１，ａ２，…，ａｋ｝和模板向
量场 Ｍ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ｝间的ｖｅｒｓｏｒ方程 Ｆ＝ＲＭＲ－１＋
ε，其中 Ｒ为使得Ｆ与Ｍ进行最佳匹配的 ｒｏｔｏｒ．根据两
向量场吻合度构建目标函数：

ｍｉｎＦ（Ｒ）＝∑
ｋ

ｉ＝１
（ａｉ－ＲｘｉＲ－１）２

＝∑
ｋ

ｉ＝１
（ａ２ｉ＋ｘ２ｉ－２＜ａｉＲｘｉＲ－１＞０） （５）

引入约束条件 ＲＲ－１＝１，上式可转换为：Ｒ ＝

ａｒｇｍａｘＲ（∑
ｋ

ｉ＝１
＜ａｉＲＭＲ－１＞０），进而得到：

ＲＦ（Ｒ）＝∑
ｋ

ｉ＝１
Ｒ＜ａｉＲｘｉＲ－１＞０＝２Ｒ－１∑

ｋ

ｉ＝１
（ＲｘｉＲ－１）∧ａｉ

（６）

欲使 Ｆ（Ｒ）最小，须满足∑
ｋ

ｉ＝１
（ＲｘｉＲ

－１
 ）∧ａｉ＝０．据文

献［１２，１８］，引入线性函数 ｆ［ｘ］＝∑
ｋ

ｉ＝１
ｘｉ（ａｉ·ｘ），则有ｘ

∧（Ｒ ｆ［ｘ］Ｒ
－１
 ）＝∑

ｋ

ｉ＝１
（Ｒ ｘｉＲ

－１
 ）∧ ａｉ＝０，表明

Ｒｆ［ｘ］Ｒ
－１
 是关于 ｘ的对称函数，函数 ｆ为经过Ｒ

－１


旋转过的对称函数．
对最优 ｒｏｔｏｒＲ的求解可转化为对矩阵 Ｆ的 ＳＶＤ

问题，即：Ｒ ＝ＶＵ
Ｔ．其中 Ｕ、Ｖ可由矩阵Ｆ的 ＳＶＤ分

解获得：

Ｆ＝ＵＳＶＴ＝∑
ｋ

ｉ＝１
‖ｘｉ‖‖ａｉ‖Ｔ （７）

图３给出了基于上述算法对４个原始数据模板拟合的
结果，从匹配获得的模板类型可以看出，该方法可以较

好地揭示原始数据的结构特征．

２５ 基于Ｃｌｉｆｆｏｒｄ卷积的向量场模板匹配
通过原始数据与卷积模板间的 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ卷积，对原

始时空场数据中局部的旋转、辐散以及辐合等动态特

征进行逼近与提取．卷积数值大小反映了其与卷积模
板相似度的大小［１５，１９］．辐散模板可以有效提取场能量
集聚与发散的中心，调整模板窗口的大小可显示不同

细节尺度下时空场结构与能量分布特征．
卷积模板自身也可以看作一个矢量场，模板匹配

运算也可看作是两向量场间的卷积运算．任意两向量
场 ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）卷积的离散表达为：

（ｆｇ）（ｍ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ－ｍ）＝∑

ｎ

ｋ＝１
ｆ（ｘ－ｍ）ｇ（ｘ）

（８）
对于离散向量场，其卷积操作与平滑等相关窗口

操作密切相关．并可进一步定义两个向量场的相关
（ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ）为：

Ｃｏｒｒ（ｇ，ｈ）＝∫Ｒ２
ｇ（τ＋ｔ）ｈ（ｔ）ｄτ （９）

其中 ｔ为滞后，将其离散化后的卷积形式为：

Ｃｏｒｒ（ｇ，ｈ）＝∑
ｎ

ａ＝１
∑
ｍ

ｂ＝１
ｇ（ａ，ｂ）ｈ（ｉ＋ａ，ｊ＋ｂ）（１０）

基于上述公式即可计算向量场的自相关以及向量

场间的互相关．利用卷积的平滑以及相关运算进行向
量场的特征解析、提取以及匹配是现代向量场分析的

核心内容之一．
２６ 算法设计

综上所述，基于 ｒｏｔｏｒ的向量场结构特征匹配可以
较好地再现向量场自身的结构信息，并可用于向量场

结构的分类；而基于内积的模板匹配则可以揭示原始
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时空场数据与模板数据在结构上的相似程度，并反映

了向量场变化的强度信息．综合上述方法，可以构建面
向向量场辐散辐合结构特征的自适应特征解析与匹

配．其算法流程如下：
（１）初始化原始向量场 Ｆ，卷积窗口大小 ｍ；
（２）根据给定的卷积窗口 ｍ，构建标准辐散模板

Ｍ，初始化相关参数；
（３）以卷积窗口 ｍ对原始数据进行移动窗口取样，

得到窗口中的向量场数据 Ｆｉ，基于ＳＶＤ求解 Ｆｉ与标准
模板Ｍ间的 ｒｏｔｏｒＲｉ；

（４）将 Ｒｉ指数化，对其结构进行解析，获取 ｒｏｔｏｒＲｉ
的类型及其角度θｉ等参数；

（５）对标准辐散模板 Ｍ应用Ｒｉ，生成用于进行卷积
计算的卷积模板 Ｍ′，根据卷积公式，计算 Ｆｉ与Ｍ′之间
的内积卷积结果 ＩＰｉ；

（６）迭代移动窗口，遍历原始向量场数据，获得向
量场不同位置上的角度及内积值集合：θ和ＩＰ；

（７）对θ和ＩＰ进行可视化及特征解析．

３ 实验与验证

３１ 实验数据及方案

采用Ｍａｔｌａｂ中Ｗｉｎｄ数据集作为测试数据对上述算
法进行验证．该数据为 ３５×４１×１５（纬度 ×经度 ×高
程）的北美洲上空风场数据，为验证本文算法的多维统

一性，从中选取风场底层截面（高程为０），作为二维向
量场数据，不同高度数据集合构成三维向量场（图４）．
据２．２的模板生成规则，设定窗口大小为 ３，分别构建
二维以及三维的标准辐散模板．生成的二维辐散模板
如下：

（－槡２２ｅ１＋
槡２
２ｅ２） ｅ２ 槡２

２ｅ１＋
槡２
２ｅ２

－ｅ１ ０ ｅ１

－槡２２ｅ１－
槡２
２ｅ２ －ｅ２ 槡

２
２ｅ１－

槡２
２ｅ













２

（１１）

根据类似的规则可构建相应的三维模板．基于上
述模板分别对原始二维以及三维的向量场进行模板拟

合和模板卷积运算．

３２ 向量场空间格局分类与相似度

向量场自适应模板匹配算法可提取原始数据结构

空间格局特征及其典型程度（相似度）．将计算所得的
角度集及内积集导出，按图２所示的旋转角度同匹配模
板的关系，制定按角度区间的场结构分类体系（表１）．
通过分类提取出原始向量场数据中不同区域向量场结

构与方向特性．图５（ａ）的分类结果与原始向量场结构
具有很好的对应性，其中 Ａ区域的顺时针回旋和Ｂ区
域的辐合结构得到很好的体现，Ｃ区域的强辐散结构
虽然由于数据边界限制并不完整，但也得到较好的提

取．
表１ 场结构分类的角度区间

分类号 场结构 角度区间

１ 正辐散结构 ［０，π／８）［１５π／８，２π］
２ 逆时针反涡旋结构 ［π／８，３π／８）
３ 逆时针回旋结构 ［３π／８，５π／８）
４ 逆时针涡旋结构 ［５π／８，７π／８）
５ 正辐合模板 ［７π／８，９π／８）
６ 顺时针涡旋模板 ［９π／８，１１π／８）
７ 顺时针回旋模板 ［１１π／８，１３π／８）
８ 顺时针反涡旋模板 ［１３π／８，１５π／８）

原始向量场与模板间卷积的结果（图５（ｂ））主要反
映了原始数据与卷积模板在结构上的一致性强弱．从
卷积结果看，高值区主要集中在向量强度较大的辐散／
辐合中心区（Ｂ区、Ｄ区），向量结构一致性较强的区域
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卷积值相对也较大（Ｃ区）；而向量场结构一致性较差
的辐散／辐合边缘区域，其卷积值则相对较低（Ｅ区、Ｆ
区），Ａ区由于场强度较弱，其相似度也较低．分析也表
明，在图 ５（ａ）中呈现出完全不同结构特征的 Ｂ区、Ｃ
区和Ｄ区所提取的相似度都较高，表明本文算法具有
较强的数据自适应性，可用于结构复杂的向量场特征

提取．
同样应用本文算法于三维向量场数据，结果如图６

所示．三维向量场角度分类结果揭示了原始场数据的
结构特征（图６（ａ））．对三维卷积结果以２５％为阈值，绘
制ＩＳＯＳｕｒｆａｃｅ等值面（图６（ｂ）），可见基于内积的卷积的
相似度求解可以很好的再现原始三维风场在经向、纬

向以及高程方向的三维结构．

４ 结论与讨论

模板匹配是场数据特征解析与匹配的重要方法，

本文基于几何代数建立了面向向量场的模板卷积与匹

配算法，利用 ｒｏｔｏｒ实现了多维场数据局部特征的自适
应模板匹配，进而构建出可同时揭示数据整体和局部

特征的具有较强自适应性的通用模板．基于局部卷积
的卷积模板拟合可揭示卷积窗口内部原始数据分布的

基本形态，基于原始标准模板自身的几何结构与特性，

可以给出匹配模板自身明确的几何意义．对基于 ｒｏｔｏｒ
生成的卷积模板进行解析与分类，将可有效地解析出

原始时空场不同区域基本的运动特征类型及其运动的

结构特征，从而为其特征解析及其物理意义判定提供

良好的数据支撑与判定依据．
卷积操作可以有效解释原始向量场模板与结构匹

配模板间的相似性强弱，有助于实现结构特征的匹配、

提取与重建．基于 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ卷积，不仅可将传统的卷积从
标量场推广至向量场乃至多重向量场，更可实现不同

维度场数据的统一运算．基于 ｒｏｔｏｒ生成的自适应卷积
模板进行卷积运算，可以进一步提取向量场特征结构

的显著程度．利用卷积运算，构建具有各类明确几何或
物理意义的卷积模板，并进行相应的结构特征匹配与

解析有助于构建问题导向型的时空场数据结构解析与

特征重构方法．后续研究包括：①构建一系列具有特定
几何和物理意义的模板基，进行时空场多特征的同步

解析、提取与匹配；②利用几何代数的多维统一性与坐

标无关性，构建可适用于多种不同坐标系统下向量场

结构特征解析方法；③拓展本文算法对不规则场数据

的适用性，探讨其在普适性及运算效率上的改进思路．
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