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摘 要： 针对非线性最大长度移位寄存器反馈函数难以构造问题，本文提出了一种基于母函数构造非线性最大

长度移位寄存器反馈函数方法．首先，我们阐述了母函数模３分类法，证明了各类母函数新的特征状态集，提取了母函
数的特征式；其次，根据特征式对母函数的筛分特性合成了非线性 ｍ子序列移位寄存器反馈函数；最后，分析了该移
位寄存器生成的伪随机序列，对其自相关值和线性复杂度进行了大量搜索．结果一致表明该序列不仅具有良好的周期
特性、平衡特性、游程特性，还具有尖锐的自相关特性和理想的线性复杂度．
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１ 引言

伪随机序列在信息安全、通信、雷达、测试、导航等

许多重要领域具有广泛应用，是信息产业不可或缺的信

息资源．伪随机序列性能的优劣直接影响序列密码的安
全强度和通信系统的传输性能．基于移位寄存器生成伪
随机序列是序列构造中一个重要分支，其不少重要序列

在相关领域得到应用［１～３］，对推动信息安全积极防御、

通信系统高速、安全、宽频带发展起到了积极作用．

２ 问题提出

ｍ序列是线性反馈移位寄存器（ＬＦＳＲ）生成的最重

要伪随机序列，它的周期特性、平衡特性、游程特性、自

相关特性都很好．但是，它的序列数目有限，难以满足通
信系统需要的海量地址码；它的线性复杂度低，在信息

加密中难以抵抗敌方的攻击．在实际应用中，为了获得
周期长、复杂度高的伪随机序列，往往需要将若干个多

级反馈移位寄存器产生的 ｍ序列进行平移、截短、求模
２加等运算．这种生成方法改善了序列的某些特
性［４～６］，但同时也丢失了一些特性．本文基于 ｍ序列移
位寄存器反馈函数，研究并证明了一类新序列，它的周

期长度、平衡特性、游程特性、自相关特性都能与 ｍ序
列相媲美，同时还具有 ｍ序列所不及的线性复杂度，其
数目与ｍ序列相同［７］．
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３ 基于母函数的特征状态集

３１ 母函数和子序列

ｎ级移位寄存器，可以产生多种 ｍ序列［８］，每一种
ｍ序列都对应着一个确定的线性反馈函数，其形式如
下：

ｆｍ（ｘ）＝ｃｎ－１ｘｎ－１ｃｎ－２ｘｎ－２…ｃ０ｘ０ （１）
其中，模２加；

ｃｉ∈ＧＦ（２），反馈系数，ｃ０＝１，最低位反馈系数；
ｘｉ∈ＧＦ（２），移位寄存器第 ｉ位状态，ｉ＝０、１…ｎ－

１．
本文基于ｍ序列移位寄存器反馈函数构造新的反

馈函数，故把ｍ序列移位寄存器反馈函数称为母函数，
移位寄存器简称为移存器．

ｍ序列移存器状态转换规律由其反馈函数 ｆｍ（ｘ）
确定，设其状态为 ｓｉ（ｉ＝０、１…２ｎ－２），则其状态转换依
次由 ｓ０→ｓ１→…→ｓｊ…→ｓ２ｎ－２→ｓ０，电路完成一个大循
环，如图１虚线所示，同时移位输出一个周期 ｍ序列．
如果借助一函数 ｙ（ｘ），对 ｍ序列反馈函数 ｆｍ（ｘ）———
即母函数进行处理，改变ｍ序列移存器状态转换，形成
一个状态转换如图 １实线所示，其循环长度仍然为 ２ｎ

－１的、新的非线性移存器反馈函数，则新移存器输出
的就是基于母函数的 ｍ子序列，对应移存器就称为 ｍ
子序列移存器［７］．为便于讨论，本文所指移存器均为右
移型，图２是线性右移移存器．

３２ 特征状态对

ｍ子序列移存器反馈函数是采用函数 ｙ（ｘ）对母函
数 ｆｍ（ｘ）处理得到的．处理过程是对母函数 ｆｍ（ｘ）值的
保留和改变过程．保留就是在特定状态下维持母函数
值不变，移存器状态转换也不变；改变就是在特定状态

下改变母函数值，移存器状态转换也改变．在二值逻辑
中，改变就是求反．若要在状态转换中实现改变，就得
在对应处对母函数值求反［７］．根据移存器状态转换特
点，只要对 ｍ序列移存器状态转换大循环中位置相互
交错且仅低位互补的２ｉ（ｉ＞０）对状态所对应的反馈函
数值求反［５］，即可得到一个新的状态转换大循环．图 １

中，实线给出的大循环是一例 ｍ子序列移存器状态转
换大循环，图中状态（ｓｉ、ｓｊ）、（ｓｐ、ｓｋ）就是这样两对状态．
称 ｍ序列移存器状态转换大循环中位置相互交错且仅
低位互补的２ｉ（ｉ＞０）对状态为母函数的特征状态，形
成新的转换大循环所需要的特征状态对构成了母函数

的一个特征状态集．
３３ 基于母函数的特征状态集

对于 ｎ级 ｍ序列移存器，反馈函数 ｆｍ（ｘ）由式（１）
表达．由式（１）知，反馈函数值由具有非零系数的各项
ｘｉ（０≤ｉ＜ｎ）确定，故采用具有非零系数的各项 ｘｉ构成
反馈函数数组Ｘ，且 ｆｍ（ｘ）与 Ｘ数组一一对应．为了揭
示反馈函数 ｆｍ（ｘ）值与移存器各位状态取值之间关系，
采用模３取余分类法对移存器各位状态 ｘｉ进行分类变
换．模３取余分类法如下：ｎ级移存器各位为ｘｉ（０≤ｉ＜
ｎ），用 ｎ减去ｘｉ下标ｉ，即：ｎ－ｉ，其差值模３取余，可以
得到余数 １、２、０，余数为 １的 ｘｉ都称为位 １，同理有位
２、位０．这样，对于图２移存器，其各位从左到右循环记
为位１、位 ２、位０．对 Ｘ数组中元素ｘｉ，也采用模３取余
进行分类，其结果使 Ｘ数组中元素也都归为位１、位 ２、
位０三类．

对于 ｎ级ｍ序列移存器，反馈函数 ｆｍ（ｘ）均由偶数
项组成，故 Ｘ数组中对应有偶数个元素．根据数论可
知，Ｘ数组中偶数个元素的组成只可能是以下四种情
况之一：位１、位２、位０元素都有偶数个；位１元素有偶
数个，位２、位 ０元素各有奇数个；位 ２元素有偶数个，
位１、位０元素各有奇数个；位０元素有偶数个，位１、位
２元素各有奇数个．

ｎ级ｍ序列移存器，其位数 ｎ可以分为：ｎ＝３ｋ、ｎ
＝３ｋ＋１和 ｎ＝３ｋ＋２（ｋ＝０，１，２…）．根据 ｍ序列移存
器位数 ｎ和Ｘ数组中位１、位２、位０元素数目的不同，
有如下定理．

定理 对于 ｎ级ｍ序列移存器，当位数 ｎ＝３ｋ（ｋ
＝１，２…）时，若 Ｘ数组中位１、位２、位０元素都有偶数
个，则低位互补状态对（００１…０００、００１…００１）和（１００…
１００、１００…１０１）在状态转换大循环中位置相互交错，构
成母函数 ｆｍ（ｘ）的一个特征状态集｛（００１…０００、００１…
００１）、（１００…１００、１００…１０１）｝；若 Ｘ数组中位１元素有偶
数个，位２、位 ０元素各有奇数个，则低位互补状态对
（０１０…０１０、０１０…０１１）和（００１…０００、００１…００１）在状态转
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换大循环中位置相互交错，构成母函数 ｆｍ（ｘ）的一个特
征状态集｛（０１０…０１０、０１０…０１１）、（００１…０００、００１…
００１）｝；若 Ｘ数组中位 ２元素有偶数个，位 １、位 ０元素
各有奇数个，则低位互补状态对（１００…１０１、１００…１００）
和（０１０…０１０、０１０…０１１）在状态转换大循环中位置相互
交错，构成母函数 ｆｍ（ｘ）的一个特征状态集｛（１００…
１００、１００…１０１）、（０１０…０１０、０１０…０１１）｝；Ｘ数组中位 ０
元素有偶数个，位 １、位 ２元素各有奇数个情况不可能
出现．

当 ｎ＝３ｋ＋１（ｋ＝１，２…）时，若 Ｘ数组中位１、位２、
位０元素都有偶数个，则低位互补状态对（００１…００１１、
００１…００１０）和（１００…１００１、１００…１０００）构成母函数 ｆｍ（ｘ）
的一个特征状态集；若 Ｘ数组中位１元素有偶数个，位
２、位０元素各有奇数个，则低位互补状态对（０１０…
０１０１、０１０…０１００）和（００１…００１０、００１…００１１）构成母函数
ｆｍ（ｘ）的一个特征状态集；若 Ｘ数组中位２元素有偶数
个，位１、位０元素各有奇数个，则低位互补状态对（１００
…１０００、１００…１００１）和（０１０…０１００、０１０…０１０１）构成母函
数 ｆｍ（ｘ）的一个特征状态集；Ｘ数组中位０元素有偶数
个，位１、位２元素各有奇数个情况不可能出现．

当 ｎ＝３ｋ＋２（ｋ＝１，２…）时，若 Ｘ数组中位１、位
２、位０元素都有偶数个，则低位互补状态对（００１…
００１００、００１…００１０１）和（１００…１００１０、１００…１００１１）构成母
函数 ｆｍ（ｘ）的一个特征状态集；若 Ｘ数组中位１元素有
偶数个，位２、位０元素各有奇数个，则低位互补状态对
（０１０…０１０００、０１０…０１００１）和（００１…００１００、００１…００１０１）
构成母函数 ｆｍ（ｘ）的一个特征状态集；若 Ｘ数组中位２
元素有偶数个，位１、位０元素各有奇数个，则低位互补
状态对（１００…１００１０、１００…１００１１）和（０１０…０１０００、０１０…
０１００１）构成母函数 ｆｍ（ｘ）的一个特征状态集；Ｘ数组中
位０元素有偶数个，位 １、位 ２元素各有奇数个情况不
可能出现．

证明：对于 ｎ级ｍ序列移存器，当位数 ｎ＝３ｋ（ｋ＝
１，２…）时：

（以下证明中，双引号“１”、“０”表示函数值；单引号
‘１’、‘０’表示移存器位状态；不带引号的０、１组合表示
移存器状态）

１若 Ｘ数组中位１、位２、位０元素都有偶数个，根
据（１）式可知，母函数 ｆｍ（ｘ）值由移存器偶数个位１、偶
数个位２、偶数个位０状态确定，ｎ级 ｍ序列移存器由
状态００１…００１０００完成如下转换：

００１…００１０００→１００…１００→０１０…０１０→
００１…００１→… （２）

在式（２）转换中，第一个状态 ００１…００１０００的位 １、
位２状态都为‘０’，只有位０状态有‘１’，而在所有的位０

中，最后一个位０状态是‘０’，余者都是‘１’．由式（１）知，
母函数 ｆｍ（ｘ）一定包含移存器最低位，所以构成母函数
ｆｍ（ｘ）的各位中，仅有奇数个位０状态是‘１’，其它都是
‘０’．根据式（１），奇数个‘１’模 ２加，使母函数 ｆｍ（ｘ）在
００１…００１０００状态时取值为“１”，这个“１”将反馈给移存
器，作为移存器下一个状态的最高位．所以，移存器由
状态００１…００１０００反馈、移位转换到状态１００…１００１００．

对于１００…１００状态，由于它的位２、位０均为‘０’，
仅位１都是‘１’．构成母函数 ｆｍ（ｘ）的偶数个位１、偶数
个位２和偶数个位０中，只有偶数个位１状态是‘１’，其
它都是‘０’．根据（１）式，偶数个‘１’使母函数 ｆｍ（ｘ）在
１００…１００状态时值为“０”，这个“０”将反馈给移存器，作
为下一个状态的最高位．所以，移存器由状态１００…１００
反馈、移位又转换到状态０１０…０１０．

状态０１０…０１０的位１、位０都是‘０’，位２均为‘１’，
构成母函数 ｆｍ（ｘ）的偶数个位１、偶数个位２和偶数个
位０中，只有偶数个位２状态是‘１’．根据式（１），偶数个
‘１’使反馈函数 ｆｍ（ｘ）在０１０…０１０状态时值为“０”，这个
“０”将反馈给移存器，作为下一个状态的最高位．所以，
移存器由状态０１０…０１０又转换到状态 ００１…００１．上述
分析如式（２）转换，式（２）中第二个状态 １００…１００的低
位互补状态１００…１０１，没有出现在式（２）转换链中，那么
一定处在由００１…０００到００１…００１转换链以外，故低位
互补状态对１００…１００、１００…１０１与 ００１…０００、００１…００１
在 ｍ序列移存器状态转换大循环中位置一定相互交
错，构成该类母函数 ｆｍ（ｘ）的一个特征状态集｛（００１…
０００、００１…００１）、（１００…１００、１００…１０１）｝．

２若 Ｘ数组中位１元素有偶数个，位２、位０元素
各有奇数个，根据式（１）可知，母函数 ｆｍ（ｘ）的值由偶数
个位１、奇数个位２、奇数个位 ０状态确定．按照上述分
析方法，同样可以得到 ｍ序列移存器由状态 ０１０…
０１００１１完成如下转换：

０１０…０１００１１→００１…００１→１００…１００→
０１０…０１０→… （３）

故低位互补状态对 ００１…０００、００１…００１与 ０１０…
０１０、０１０…０１１在ｍ序列移存器状态转换大循环中位置
一定相互交错，构成该类母函数 ｆｍ（ｘ）的一个特征状态
集｛（０１０…０１０、０１０…０１１）、（００１…０００、００１…００１）｝．

３若 Ｘ数组中位２元素有偶数个，位１、０元素有
奇数个，根据式（１）可知，母函数 ｆｍ（ｘ）的值由偶数个位
２、奇数个位１、奇数个位０状态确定．同理，ｍ序列移存
器状态有如下转换：

１００…１０１→０１０…０１０→００１…００１→
１００…１００→… （４）

故状态对１００…１００、１００…１０１与０１０…０１０、０１０…０１１在
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ｍ序列移存器状态转换大循环中位置一定相互交错，构
成该母函数 ｆｍ（ｘ）的一个特征状态集｛（１００…１００、１００…
１０１）、（０１０…０１０、０１０…０１１）｝．

４）若 Ｘ数组中位０元素有偶数个，位１、位２元素
均有奇数个，由式（１）可知，母函数 ｆｍ（ｘ）的值由偶数个
位０、奇数个位１、奇数个位２状态确定，则 ｍ序列移存
器状态有如下转换：

在式（５）转换中，第一个状态０１１…０１１的位２、位０
都为‘１’，位１都为‘０’，构成母函数 ｆｍ（ｘ）的奇数个位
２、偶数个位０，使母函数各项中共有奇数个‘１’．根据式
（１），奇数个‘１’使母函数 ｆｍ（ｘ）值为“１”．这样，移存器
由状态０１１…０１１移位转换到１０１…１０１；状态１０１…１０１
的位１、位０都是‘１’，位 ２都是‘０’，构成母函数 ｆｍ（ｘ）
的偶数个位０‘１’和奇数个位１‘１’，同样使母函数 ｆｍ（ｘ）
值为“１”，所以移存器又移位转换到状态１１０…１１０；状态
１１０…１１０的位１、位２都是‘１’，位０都是‘０’，构成母函
数 ｆｍ（ｘ）的奇数个位１‘１’与奇数个位２‘１’使反馈函数
ｆｍ（ｘ）值为“０”．所以，移存器由状态 １１０…１１０转换到
０１１…０１１，如式（５）所示．由式（５）知，状态０１１…０１１经过
三次转换又回到 ０１１…０１１，形成了一个死循环，显然，
这与 ｍ序列移存器状态转换相矛盾，故假设错误，这种
情况不存在．

ｎ＝３ｋ（ｋ＝１，２…）情况证毕．
以上证明了移存器位数 ｎ＝３ｋ（ｋ＝１，２…）时情

况，对于 ｎ＝３ｋ＋１、３ｋ＋２（ｋ＝１，２…）情况证明类同，此
处略．

根据以上分析知，不管移存器位数 ｎ是多少，ｍ序
列移存器反馈函数数组 Ｘ只有三种，所以母函数 ｆｍ（ｘ）
也对应分为三类．由于其中采用了模３取余算法，故称
这种分类为模３分类法．对于模３分类中每一类母函数
都对应有各自的特征状态集．由以上证明知，００１和１００
型状态对构成第一类母函数的一个特征状态集；０１０和
００１型状态对构成第二类母函数的一个特征状态集；
１００和０１０型状态对构成第三类母函数的一个特征状
态集．

４ 非线性反馈函数

４１ 特征式提取

由３２节分析知，移存器处于非特征状态时，函数
ｙ（ｘ）使ｍ子序列移存器保持 ｍ序列移存器状态转换
不变，ｍ子序列反馈函数值等于母函数值；移存器处于
特征状态时，函数 ｙ（ｘ）改变 ｍ序列移存器状态转换，
形成 ｍ子序列移存器状态转换，ｍ子序列反馈函数值
等于母函数值的反．所以，函数 ｙ（ｘ）是反映特征状态集

中所有特征状态的函数，当移存器处于特征状态时，ｙ
（ｘ）值取“１”，否则取值为“０”．根据逻辑代数理论，ｙ（ｘ）
是特征状态集中所有状态小项之和式，有：

ｙ（ｘ）＝ｍｉ＋ｍｊ＋…＝∑ ｍｋ （６）

这里，称 ｙ（ｘ）为母函数的特征函数式，简称特征式．
４２ 非线性反馈函数的合成

对于移存器，每一个状态的后继状态都只有两种

可能，是一对仅高位逻辑互补的状态［７］．对于每一个状
态来说，改变转换，就意味着移存器放弃现有后继状

态，而取另一个状态为后继．３２节已分析，仅在特征状
态处改变移存器状态转换，就能使 ｍ序列移存器转化
为ｍ子序列移存器．这种改变的实现，仅在特征状态处
对母函数求反，其它状态处保留母函值不变．由式（６）
知，ｙ（ｘ）仅在特征状态时值取“１”，利用这个“１”对母函
数 ｆｍ（ｘ）求反，滤出反函数，使 ｍ子序列移存器仅在特
征状态处改变原转换，形成新的大循环．ｙ（ｘ）在其它状
态时取值为“０”，利用这个“０”，保留母函数值，使 ｍ子
序列移存器在非特征状态处保持原转换．综合以上分
析，得到 ｍ子序列移存器反馈函数 ｆ′ｍ（ｘ）关于 ｆｍ（ｘ）、ｙ
（ｘ）的合成式如下［９］：

ｆ′ｍ（ｘ）＝ｆｍ（ｘ）ｙ（ｘ） （７）
对于式（７）：

ｙ（ｘ）＝０时，ｆ′ｍ（ｘ）＝ｆｍ（ｘ）０＝ｆｍ（ｘ）

ｙ（ｘ）＝１时，ｆ′ｍ（ｘ）＝ｆｍ（ｘ）１＝ｆｍ（ｘ）
这里，ｙ（ｘ）＝０时，ｙ（ｘ）式将 ｆｍ（ｘ）滤出，子序列反馈函
数保留母函数值；ｙ（ｘ）＝１时，ｙ（ｘ）式将ｆｍ（ｘ）滤出，子
序列反馈函数值是母函数的反．可见，ｙ（ｘ）式对 ｆｍ（ｘ）
函数的处理实现了筛分作用，ｙ（ｘ）又可称为 ｆｍ（ｘ）的筛
分函数．

５ 子序列特性分析

５１ 伪随机基本特性

由于ｍ子序列仍然由循环长度为２ｎ－１的移存器
产生，所以其周期特性、游程特性、平衡特性与 ｍ序列
完全相同，具有良好伪随机特性．
５２ 自相关特性

设 ａｋ（ｋ＝０…２ｎ－２）是ｍ子序列，经过 ｂｋ＝１－２ａｋ
变换为 １、－１的 ｂｋ序列，定义其归一化自相关函数
为［８］：

Ｒｂ（τ）＝
１
２ｎ－１∑

２ｎ－２

ｋ＝０
ｂｋｂｋ＋τ， τ＝０…２

ｎ－２ （８）

ｍ序列是线性序列，具有理想的二值自相关特性．
ｍ子序列是非线性序列，不具有线性可加性，其自相关
函数虽不同于 ｍ序列，但通过对 ２０位以内大量 ｍ序
列、ｍ子序列一个周期内自相关值的计算，结果一致显
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示ｍ子序列自相关特性收敛于 ｍ序列自相关特性，且
有：

τ＝０，Ｒｂ（τ）＝１

τ≠０，Ｒｂ（τ）→０，ｎ→{ ∞
表１列出部分ｍ子序列自相关副、主峰比值，图３是表
１中 ９、１０、１１级 ｍ子序列自相关特性图．表 １、图 ３显
示，随着 ｎ的增大，这类 ｍ子序列的副、主峰比迅速下
降，呈现尖锐自相关特性．所以，ｍ子序列也具有良好的
自相关特性．

５３ 线性复杂度

ｍ子序列是非线性序列，较 ｍ序列线性复杂度得
到改善．我们采用ｂｍ算法在ＶＣ上对１５位以内大量子
序列线性复杂度进行了计算［１０～１２］，结果表明，子序列

线性复杂度虽然随母函数不同有所波动，但子序列线

性复杂度较母序列都有很大改善，表１给出了部分相应
计算结果．由表１知，ｍ子序列线性复杂度不仅较 ｍ序
列有很大改善，且都趋于 ｍ序列长度的二分之一左右，
是比较理想的．

表１ ｍ序列和ｍ子序列自相关特性和线性复杂度

移位寄存器位数 ｎ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５

ｍ序列
反馈函数

ｘ３ｘ０ ｘ５ｘ０ ｘ６ｘ０
ｘ６ｘ５
ｘ４ｘ０

ｘ８ｘ５
ｘ１ｘ０

ｘ７ｘ０ ｘ９ｘ０
ｘ８ｘ２
ｘ１ｘ０

ｘ１２ｘ２
ｘ１ｘ０

ｘ１３ｘ２
ｘ１ｘ０

ｘ１１ｘ０

ｍ子序列自相
关副、主峰比

０．２９ ０．２７ ０．１３４ ０．１２１ ０．１１９ ０．０７３ ０．０１６ ０．０４２ ０．０２７ ０．０２０ ０．０１４

ｍ序列
复杂度

５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５

ｍ子序列
复杂度

１６ ４２ ８３ １１２ ２９３ ６１５ １５８８ ２４２０ ３７５８ ７３４８ １７７１８

６ 结论

本文提出了一种非线性最大长度移存器反馈函数

构造方法，构造了一类非线性反馈函数，利用该反馈函

数生成的伪随机序列，其周期特性、游程特性、平衡特

性、自相关特性都能与 ｍ序列相媲美，同时还具有 ｍ序
列所不及的线性复杂度．该类序列可用于密码、通信、
测量等领域．
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