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摘 要： 从理论上说，每个线性码都可用于构造秘密共享方案，但是在一般情况下，所构造的秘密共享方案的存

取结构是难以确定的．本文提出了极小线性码的概念，指出基于这种码的对偶码所构造的秘密共享方案的存取结构是
容易确定的．本文首先证明了极小线性码的缩短码一定是极小线性码．然后对几类不可约循环码给出它们为极小线性
码的判定条件，并在理论上研究了基于几类不可约循环码的对偶码上的秘密共享方案的存取结构．最后用编程具体求
出了一些实例中方案的存取结构．
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１ 引言

为了维护秘密的安全性和有效性，Ａ．Ｓｈａｍｉｒ［１］和Ｇ．
Ｂｌａｋｌｅｙ［２］于１９７９年各自独立提出了秘密共享的概念．由
于秘密共享方案在信息安全中起着重要的作用，一些学

者对其进行了深入的研究［３～５］．对于主密钥ｓ，参与者集
合中只有那些事先授权的子集中的参与者，利用他们所

持有的秘密份额才能恢复秘密，这些子集组成的集合称

为存取结构，其中的子集叫授权子集．如果一个授权子
集的任意真子集均不能恢复秘密，称这个授权子集为极

小授权子集．在秘密共享方案中，如果任意非授权子集
都得不到秘密的任何信息，就称该方案是完善的．从信
息论的角度来看，这是人们所希望的．定义信息率为主
密钥长度（二进制的比特位数）与最长子密钥长度的比

值，信息率越高代表方案的数据扩散程度越小，就认为

此方案的效率越高．可以证明，实现一个存取结构的秘
密共享方案的信息率不超过１［６］．当信息率等于１时，称
该方案是理想的．１９９３年，Ｍａｓｓｅｙ基于线性码提出了一
种完善的理想的秘密共享方案，并且指出线性码上的秘

密共享方案的极小授权子集与所用线性码的对偶码中

的极小码字之间存在一一对应关系［７，８］．然而，对一般
的线性码来说，判定一个码字是否为极小码字是极其困

难的［９，１０］，这也就是说，建立在一般线性码上的秘密共

享方案的存取结构是很难求出的，因此也就很难在实际

中应用．本文提出了极小线性码的概念，可以证明极小
线性码中的极小码字比较容易求得．这就使得寻找和构
造极小线性码成为问题的关键．

本文给出了极小线性码的构造方法，并研究了极小

线性码的判别条件．在此基础上给出了基于一类极小线
性码的对偶码所构造的秘密共享方案的极小授权子集．

收稿日期：２０１１１１０３；修回日期：２０１２０５１５
基金项目：国家自然科学基金（Ｎｏ．６０８７３１１９）

第２期
２０１３年２月

电 子 学 报

ＡＣＴＡＥＬＥＣＴＲＯＮＩＣＡＳＩＮＩＣＡ
Ｖｏｌ．４１ Ｎｏ．２
Ｆｅｂ． ２０１３



最后用编程具体求出了一些实例中方案的存取结构．

２ 极小线性码及其构造

在本文中，设 ｑ＝ｐｓ，ｐ是一个素数，ｓ是一个正整
数．一个［ｎ，ｋ，ｄ；ｑ］线性码 Ｃ是指Ｆｎｑ的一个ｋ维线性
子空间，且它的最小Ｈａｍｍｉｎｇ重量为 ｄ．

定义１［９］ 设向量 ｃ＝（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ）∈Ｆｎｑ，指标集
｛１≤ｉ≤ｎ｜ｃｉ≠０｝称为向量 ｃ的支撑．如果码字 ｃ２的支
撑包含码字 ｃ１的支撑就称码字 ｃ２覆盖码字 ｃ１．

定义２［９］ 如果码 Ｃ的一个码字ｃ的第一分量为
１，称这样的码字为正规码字．如果一个正规码字不覆
盖码 Ｃ的其他正规码字，称这个码字为极小码字．

定义３［１０］ 如果码 Ｃ的一个非零码字ｃ只是覆盖
它的倍数，不再覆盖其它的码字，称码字 ｃ为一个极小
向量．

由以上定义可知，极小码字一定是极小向量，但是

极小向量不一定为极小码字．
定义４ 如果线性码 Ｃ的生成矩阵中不含零列，且

码 Ｃ的每个非零码字均为极小向量，则称码 Ｃ为极小
线性码．

本文以下约定所提到的线性码的生成矩阵中均不

含零列．
以下给出通过缩短极小线性码中的码字的长度来

构造新的极小线性码的一种方法．
设 Ｃ是一个［ｎ，ｋ；ｑ］极小线性码，约定它的信息

位在前 ｋ位，且设其生成矩阵为

Ｇ＝

ｇ１１ ｇ１２ … ｇ１，ｎ－１ ｇ１，ｎ
ｇ２１ ｇ２２ … ｇ２，ｎ－１ ｇ２，ｎ
… … … … …

ｇｋ１ ｇｋ２ … ｇｋ，ｎ－１ ｇｋ，











ｎ

．

引理１ 设 Ｃ是［ｎ，ｋ；ｑ］线性码，且设其生成矩阵
Ｇ的任意两列不成比例，令 Ｃ（ｎ）＝｛ｃ＝（ｃ１，ｃ２，…，
ｃｎ－１，０）｜ｃ∈Ｃ｝则
（ａ）Ｃ（ｎ）是一个［ｎ，ｋ－１；ｑ］线性码，
（ｂ）Ｃ（ｎ）的生成矩阵的前 ｎ－１列中不含零列．
证明 （ａ）由于 Ｃ的生成矩阵Ｇ的任意两列不成

比例，所以 Ｇ中肯定不含零向量，因此，Ｇ的第ｎ列不
是零向量．不妨设 ｇ１，ｎ≠０，则给 Ｇ的第一行依次乘 －
ｇ－１１，ｎｇ２，ｎ，…，－ｇ－１１，ｎｇｋ，ｎ后分别加到第２行至第 ｋ行，可
将 Ｇ化为如下形式Ｇ１：

Ｇ１＝

ｇ１１ ｇ１２ … ｇ１，ｎ－１ ｇ１，ｎ
ｇ′２１ ｇ′２２ … ｇ′２，ｎ－１ ０
… … … … …

ｇ′ｋ１ ｇ′ｋ２ … ｇ′ｋ，ｎ－１











０

，

令 Ｇ（ｎ）＝
ｇ′２１ ｇ′２２ … ｇ′２，ｎ－１ ０
… … … …

ｇ′ｋ１ ｇ′ｋ２ … ｇ′ｋ，ｎ－１









０
，

显然，以 Ｇ（ｎ）为生成矩阵生成的码是一个［ｎ，ｋ－１；
ｑ］码，且包含于 Ｃ（ｎ）中，故 ｄｉｍ（Ｃ（ｎ））≥ｋ－１，这里符
号ｄｉｍ（Ｃ（ｎ））表示码 Ｃ（ｎ）的维数．另一方面，Ｃ的码
字（ｇ１１，ｇ１２，…，ｇ１ｎ）显然不在 Ｃ（ｎ）中，故 Ｃ（ｎ）为 Ｃ的
真子空间，从而 ｄｉｍ（Ｃ（ｎ））≤ｋ－１．综上所述，码 Ｃ（ｎ）
是一个［ｎ，ｋ－１；ｑ］码，且其生成矩阵为 Ｇ（ｎ）．

（ｂ）下证 Ｃ（ｎ）的生成矩阵的前 ｎ－１列中不含零
列．假设 Ｇ（ｎ）第 ｉ列为零向量（１≤ｉ≤ｎ－１）．即

ｇ′２ｉ


ｇ′









ｋｉ

＝
０










０
，

由 Ｇ（ｎ）的构造过程就有下式成立：
ｇ２，ｉ－ｇ－１１，ｎｇ２，ｎｇ１，ｉ



ｇｋ，ｉ－ｇ－１１，ｎｇｋ，ｎｇ１，









ｉ

＝
０










０
，

则当且仅当

ｇ２，ｉ


ｇｋ，









ｉ
＝ｇ－１１，ｎｇ１，ｉ

ｇ２，ｎ


ｇｋ，









ｎ

当且仅当

ｇ１，ｉ
ｇ２，ｉ


ｇｋ，











ｉ

＝ｇ－１１，ｎｇ１，ｉ

ｇ１，ｎ
ｇ２，ｎ


ｇｋ，











ｎ

即 Ｇ的第ｉ列与第ｎ列成比例，矛盾． 证毕

注：在引理 １中，也可引入符号 Ｃ（ｉ）＝｛ｃ＝（ｃ１，
…，ｃｉ－１，０，ｃｉ＋１，…，ｃｎ）｜ｃ∈Ｃ｝，可证明 Ｃ（ｉ）具有与 Ｃ
（ｎ）同样的性质．

引理２ 设 Ｃ是一个［ｎ，ｋ；ｑ］线性码，令
Ｃ（ｎ）［ｎ－１］＝｛ｃ＝（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－１）｜（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－１，
０）∈Ｃ（ｎ）｝，则有

（ａ）Ｃ（ｎ）［ｎ－１］的生成矩阵为

Ｇ（ｎ）［ｎ－１］＝
ｇ′２１ ｇ′２２ … ｇ′２，ｎ－１
  

ｇ′ｋ１ ｇ′ｋ２ … ｇ′ｋ，ｎ









－１

其中 Ｇ（ｎ）［ｎ－１］为 Ｇ（ｎ）的前 ｎ－１列构成的矩阵，
（ｂ）Ｃ（ｎ）［ｎ－１］是一个［ｎ－１，ｋ－１；ｑ］线性码．
证明 由于码 Ｃ（ｎ）与码 Ｃ（ｎ）［ｎ－１］同构，故由

引理１的证明过程可知，码 Ｃ（ｎ）［ｎ－１］的生成矩阵显
然为 Ｇ（ｎ）［ｎ－１］．所以 Ｃ（ｎ）［ｎ－１］是一个［ｎ－１，ｋ
－１；ｑ］线性码． 证毕

定理１ 如果 Ｃ是一个［ｎ，ｋ；ｑ］极小线性码，则 Ｃ
（ｎ）［ｎ－１］是一个［ｎ－１，ｋ－１；ｑ］极小线性码．
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证明 由引理２可知，Ｃ（ｎ）［ｎ－１］是一个［ｎ－１，
ｋ－１；ｑ］线性码．下证 Ｃ（ｎ）［ｎ－１］是一个极小线性码．
假设 Ｃ（ｎ）［ｎ－１］不是一个极小线性码，则由定义４可
知，存在非零码字 ｃ′＝（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－１）∈Ｃ（ｎ）［ｎ－１］
不是极小向量，从而存在 ｃ′０＝（ｃ０，１，ｃ０，２，…，ｃ０，ｎ－１）∈Ｃ
（ｎ）［ｎ－１］使得 ｃ′能覆盖ｋｃ′之外的码字ｃ′０，其中 ｋ∈
Ｆｑ．令 ｃ＝（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－１，０），ｃ０＝（ｃ０，１，ｃ０，２，…，

ｃ０，ｎ－１，０），显然 ｃ和ｃ０均在码 Ｃ中，从而在线性码 Ｃ中
码字 ｃ能覆盖ｋｃ之外的码字ｃ０，故码字 ｃ不是一个极
小向量．因此线性码 Ｃ不是极小线性码，矛盾． 证毕

以下引入符号：

Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ）
＝｛ｃ＝（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－ｉ－１，０，…，０）｜ｃ∈Ｃ｝（０≤ｉ≤ｎ－
ｋ－２）．

Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ）［ｎ－ｉ－１］
＝｛ｃ＝（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－ｉ－１）｜（ｃ１，ｃ２，…ｃｎ－ｉ－１，０，…，０）∈Ｃ｝
则易证 Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ）和 Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ）
［ｎ－ｉ－１］分别为［ｎ，ｋ－ｉ－１；ｑ］和［ｎ－ｉ－１，ｋ－ｉ－
１；ｑ］线性码．且有
Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｋ＋２）≤…≤Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ）≤…

≤Ｃ（ｎ）≤Ｃ
其中符号 Ｃ（ｎ）≤Ｃ表示前者为后者的子码．

定理 ２ 设 Ｃ是一个［ｎ，ｋ；ｑ］极小线性码，且设
Ｃ⊥的极小距离＞２．则
（ａ）Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ）［ｎ－ｉ－１］的生成矩阵中

不含零列；

（ｂ）Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ）［ｎ－ｉ－１］是一个［ｎ－ｉ
－１，ｋ－ｉ－１；ｑ］极小线性码．
证明 （ａ）首先比较码 Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ）［ｎ－

ｉ－１］和 Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ－１）［ｎ－ｉ－２］的对偶码
之间的关系．

设（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ－ｉ－２）∈Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ－１）
［ｎ－ｉ－２］⊥，则 ｘ１ｃ１＋ｘ２ｃ２＋…＋ｘｎ－ｉ－２ｃｎ－ｉ－２＝０，

（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ－ｉ－２）∈Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ－１）
［ｎ－ｉ－２］，从而 ｘ１ｃ１＋ｘ２ｃ２＋… ＋ｘｎ－ｉ－２ｃｎ－ｉ－２＋
０ｃｎ－ｉ－１＝０，

（ｃ１，ｃ２，…ｃｎ－ｉ－２，ｃｎ－ｉ－１）∈Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－
ｉ）［ｎ－ｉ－１］，故（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ－ｉ－２，０）∈Ｃ（ｎ，ｎ－１，
…，ｎ－ｉ）［ｎ－ｉ－１］⊥（０≤ｉ≤ｎ－ｋ－２）．

由上述讨论可知，因为 Ｃ⊥的极小距离 ＞２，则
Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ）［ｎ－ｉ－１］⊥的极小距离必＞２．故
Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ）［ｎ－ｉ－１］的生成矩阵中任意两
列一定线性无关（０≤ｉ≤ｎ－ｋ－２），从而不含零列．

（ｂ）由于 Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ）［ｎ－ｉ－１］是一个
［ｎ－ｉ－１，ｋ－ｉ－１；ｑ］线性码，由（ａ）知 Ｃ（ｎ，ｎ－１，

…，ｎ－ｉ）［ｎ－ｉ－１］的生成阵不含零列．由 Ｃ（ｎ，ｎ－１，
…，ｎ－ｉ）［ｎ－ｉ－１］的构造过程可知，若 Ｃ是一个［ｎ，
ｋ；ｑ］极小线性码，则Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ）［ｎ－ｉ－１］中
的码字均为极小向量，故 Ｃ（ｎ，ｎ－１，…，ｎ－ｉ）［ｎ－ｉ－
１］是一个［ｎ－ｉ－１，ｋ－ｉ－１；ｑ］极小线性码 （０≤ｉ≤ｎ
－ｋ－２）． 证毕

由定理１和定理２可知，通过缩短已有的极小线性
码中的码字长度这一方法可构造新的极小线性码．

３ 极小线性码的判定

利用极小线性码的定义，首先可将文［９］中的定理
３叙述如下．

定理 ３ 在一个［ｎ，ｋ；ｑ］线性码 Ｃ中，设 Ｗｍｉｎ和

Ｗｍａｘ分别表示码 Ｃ的极小重量和极大重量．如果
Ｗｍｉｎ
Ｗｍａｘ

＞ｑ－１ｑ，且码 Ｃ的生成矩阵没有零列，则码 Ｃ是一个

极小线性码．
由极小线性码的定义易知一重量的线性码一定是

极小线性码．
以下主要针对一类不可约循环码给出它们为极小

线性码的判定方法．
首先回顾一下，ｑ＝ｐｓ，ｐ是一个素数，ｓ是正整数．

以下令 ｒ＝ｑｍ，ｍ是正整数．
定义５［９］ 设 Ｎ＞１是 ｒ－１的一个因子，令 ｎ＝ｑｍ

－１／Ｎ，α是有限域Ｆｑｍ的一个本原元，且θ＝αＮ．则称
Ｃ（ｑ，ｍ，Ｎ）＝｛（Ｔｒｒ／ｑ（β），Ｔｒｒ／ｑ（βθ），…，Ｔｒｒ／ｑ（βθ

ｎ－１））｜

β∈Ｆｒ｝ （１）
是有限域 Ｆｑ上的不可约循环码，其中 Ｔｒｒ／ｑ是从Ｆｒ到Ｆｑ
的迹函数．

由于文献［１１］已对一些不可约循环码的重量分布
做了研究，以下将利用已得到的重量分布结果，对 Ｎ的
不同取值给出不可约循环码Ｃ（ｑ，ｍ，Ｎ）是极小线性码
所满足的条件

定理４ 设 Ｎ＝２．
（ａ）当 ｍ是偶数时，若 ２ｑ－ｑｍ／２－１＜０，则 Ｃ（ｑ，

ｍ，２）是极小线性码．
（ｂ）当 ｍ是奇数时，Ｃ（ｑ，ｍ，２）是极小线性码．
证明 （ａ）由文［１１］知，当 Ｎ＝２且 ｍ是偶数时，

码 Ｃ（ｑ，ｍ，２）的重量分布是

１＋ｑ
ｍ－１
２ ｘ

（ｑ－１）（ｑｍ－ｑｍ／２）
２ｑ ＋ｑ

ｍ－１
２ ｘ

（ｑ－１）（ｑｍ＋ｑｍ／２）
２ｑ

根据定理３，则有
Ｗｍｉｎ
Ｗｍａｘ

＝ｑ
ｍ－ｑｍ／２
ｑｍ＋ｑｍ／２

＞ｑ－１ｑ，

进而有
ｑ（ｍ／２）＋１－ｑ

ｑ（ｍ／２）＋１－ｑ－ｑ（ｍ／２）＋２ｑ－１
＞１，
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故可得２ｑ－ｑｍ／２－１＜０．
（ｂ）当 Ｎ＝２且 ｍ是奇数时，这时码 Ｃ（ｑ，ｍ，２）是

一重量码，由于一重量线性码一定是极小线性码，故

Ｃ（ｑ，ｍ，２）是极小线性码． 证毕

定理５ 设 Ｎ＝３，令 ｑ≡２（ｍｏｄ３），
（ａ）当 ｍ≡０（ｍｏｄ４）时，若 ３ｑ－ｑｍ／２－２＜０，则

Ｃ（ｑ，ｍ，３）是极小线性码．
（ｂ）当 ｍ≡２（ｍｏｄ４）时，若 ３ｑ－ｑｍ／２－１＜０，则

Ｃ（ｑ，ｍ，３）是极小线性码．
令 ｑ≡１（ｍｏｄ３），当３｜／ｍ时，则Ｃ（ｑ，ｍ，３）是极小

线性码．
定理６ 设 Ｎ＝４，令 ｑ≡３（ｍｏｄ４），
（ａ）当 ｍ≡０（ｍｏｄ４）时，若 ４ｑ－ｑｍ／２－３＜０，则

Ｃ（ｑ，ｍ，４）是极小线性码．
（ｂ）当 ｍ≡２（ｍｏｄ４）时，若 ４ｑ－ｑｍ／２－１＜０，则

Ｃ（ｑ，ｍ，４）是极小线性码．
定理７ 设 Ｎ＝４，令 ｑ≡１（ｍｏｄ４），ｐ≡３（ｍｏｄ４）且

ｓ是偶数．
（ａ）当 ｍ≡０（ｍｏｄ４）时，若 ４ｑ－ｑｍ／２－３＜０，则

Ｃ（ｑ，ｍ，４）是极小线性码．
（ｂ）当 ｍ≡２（ｍｏｄ４）时，若 ２ｑ－ｑｍ／２－１＜０，则

Ｃ（ｑ，ｍ，４）是极小线性码．
定理５，定理６以及定理７的证明过程与定理４类

似．
当不可约循环码是极小线性码时，基于此码可利

用以下定理来构造新的极小线性码．
设 ｌ是使得θｌ∈Ｆｑ的最小的非零整数，且令θｌ＝ｅ，

根据定义５及文献［１２］，则易证 ｌ｜ｎ，且 Ｃ（ｑ，ｍ，Ｎ）可
表示为

Ｃ（ｑ，ｍ，Ｎ）＝｛ｃ
β
＝（｜ｃ

β
｜ｅｃ
β
｜…｜ｅｊｃ

β
｜…｜ｅｔ－１ｃ

β
｜）｜

β∈Ｆｒ｝ （２）
其中 ｎ＝ｌｔ，且 ｃ

β
＝（Ｔｒｒ／ｑ（β），Ｔｒｒ／ｑ（βθ），…，Ｔｒｒ／ｑ

（βθ
ｌ－１））．
定理８ 令珔Ｃ＝｛ｃ

β
＝（Ｔｒｒ／ｑ（β），Ｔｒｒ／ｑ（βθ），…，Ｔｒｒ／ｑ

（βθ
ｌ－１））｜β∈Ｆｒ｝ （３）

则 Ｃ（ｑ，ｍ，Ｎ）是极小线性码当且仅当珔Ｃ是极小线性
码．

证明 因为式（２）中的 ｅｊ是Ｆｑ中的非零元，所以

ｗｔ（ｅｊｃ
β
）＝ｗｔ（ｃ

β
），即 ｗｔ（ｃ

β
）＝ｔｗｔ（ｃ

β
），

则
Ｗ珔Ｃｍｉｎ
Ｗ珔Ｃｍａｘ

＝
ＷＣ（ｑ，ｍ，Ｎ）ｍｉｎ
ＷＣ（ｑ，ｍ，Ｎ）ｍａｘ

，由定理３可得结论． 证毕

４ 基于极小线性码的对偶码上的秘密共享
方案

首先回顾基于线性码来构造秘密共享方案的方

法，然后研究基于极小线性码的对偶码上的秘密共享

方案的存取结构．
４１ 线性码上的秘密共享方案

在一个以 Ｇ＝（ｇ０，ｇ１，…，ｇｎ－１）ｋ×ｎ为生成矩阵的
［ｎ，ｋ；ｑ］线性码 Ｃ上的秘密共享方案中，秘密是 Ｆｑ中
的一个元素，并包含 ｎ－１个参与者 Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ－１及
一个秘密分发者．为了得到与秘密 ｓ有关的每个参与
者的份额，分发者随即选取一个向量 ｕ＝（ｕ０，…，ｕｋ－１）

∈Ｆｋｑ，使得 ｓ＝ｕｇ０，易证存在 ｑｋ－１个这样的向量 ｕ∈
Ｆｋｑ．分发者将 ｕ作为一个信息向量，计算对应的码字 ｔ
＝（ｔ０，ｔ１，…，ｔｎ－１）＝ｕＧ，他将 ｔｉ依次分发给Ｐｉ作为他
们的秘密份额（１≤ｉ≤ｎ－１）．

注意到 ｔ０＝ｕｇ０＝ｓ，容易看出份额集｛ｔｉ１，ｔｉ２，…ｔｉｍ｝
可计算出秘密 ｓ当且仅当ｇ０是 ｇｉ１，ｇｉ２…，ｇｉｍ的一个线
性组合．

这个结论的等价命题是如下引理．
定理９［７］ 设 Ｇ是［ｎ，ｋ；ｑ］线性码 Ｃ的一个生成

矩阵．在基于码 Ｃ的秘密共享方案中，如果码 Ｃ的对偶
码 Ｃ⊥中存在一个码字

（１，０，…，ｃｉ１，０，…，０，ｃｉｍ，０，…，０） （４）

其中对至少某个 ｊ有ｃｉｊ≠０（１≤ｉ１＜…，＜ｉｍ≤ｎ－１，１≤
ｍ≤ｎ－１），则份额｛ｔｉ１，ｔｉ２，…ｔｉｍ｝可计算秘密．
由定理９知，如果在 Ｃ⊥中有（４）这样的码字，则 ｇ０

是 ｇｉ１，ｇｉ２…，ｇｉｍ的一个线性组合，即 ｇ０＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｊｇｉｊ，则秘

密 ｓ通过计算ｓ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｘｊｔｉｊ可恢复，其中 ｘｊ∈Ｆｑ（１≤ｊ≤

ｍ）．
从定理９以及第一节中极小码字和极小线性码的

讨论中，可以清楚地看出在所有的极小授权子集所组

成的集合与线性码 Ｃ的对偶码Ｃ⊥中的极小码字所组
成的集合间有一一对应关系．所以，为了得到基于码 Ｃ
的秘密共享方案的存取结构，只需找到码 Ｃ的对偶码
中的极小码字．
４２ 基于极小线性码的对偶码上的秘密共享方案

的存取结构

首先可将文献［９］中的定理２叙述如下：
定理１０ 设 Ｃ是一个［ｎ，ｋ；ｑ］极小线性码，且设

Ｇ＝（ｇ０，ｇ１，…，ｇｎ－１）ｋ×ｎ是它的生成矩阵．则在基于
Ｃ⊥的秘密共享方案中，存在 ｑｋ－１个极小授权子集，且
有如下结论

（ａ）如果 ｇｉ是ｇ０的倍数，１≤ｉ≤ｎ－１，则参与者 Ｐｉ
一定在每一个极小授权子集中．这样的参与者称作独
裁参与者．

（ｂ）如果 ｇｉ不是ｇ０的倍数，１≤ｉ≤ｎ－１，则参与者
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Ｐｉ一定出现在ｑｋ－１个极小授权子集中的（ｑ－１）ｑｋ－２个
中．

由于对于不同的 Ｎ，不可约循环码 Ｃ（ｑ，ｍ，Ｎ）为
极小线性码的条件已经讨论过，根据定理 １０，可以得
出：

定理１１ 设码 Ｃ是一个［ｎ，ｋ；２］不可约循环码，
并且是极小线性码．则基于 Ｃ⊥上的秘密共享方案中，
共有２ｋ－１个极小授权子集，且所有 ｎ－１个参与者中的
每一位都出现在 ２ｋ－１个极小授权子集中的 ２ｋ－２个中．
也就是说该秘密共享方案没有独裁者．

证明 只需证明基于 Ｃ⊥上的秘密共享方案无独
裁者．即证码 Ｃ⊥的极小距离至少为３．假设码 Ｃ⊥中有
一个重量为２的码字，则存在两个不同的整数０≤ｉ≤ｎ
－１，０≤ｊ≤ｎ－１使得 Ｔｒｒ／ｑ（βθ

ｉ）＝Ｔｒｒ／ｑ（βθ
ｊ）对所有β∈

Ｆｒ均成立．从而θｉ＝θｊ，由码 Ｃ的定义，则有 ｉ＝ｊ，这与
假设矛盾． 证毕

例１ 设 Ｎ＝３，根据定理５，Ｃ（２，６，３）是一个［２１，
６；２］极小线性码．则基于 Ｃ（２，６，３）⊥上的秘密共享方案
中共有３２个极小授权子集，如下：

｛１，３，４，５，６，１１，１３，１４，１５，１７，１９｝， ｛１，２，５，６，７，８，９，１０，１２，１３，１７｝， ｛１，３，６，７，１０，１３，１５｝，
｛２，３，４，５，１０，１２，１３，１４，１６，１８，２０｝， ｛１，４，５，６，７，８，９，１１，１２，１６，２０｝， ｛１，２，４，６，８，９，１１，１２，１３，１４，１９｝，
｛３，４，５，６，７，８，１０，１１，１５，１９，２０｝， ｛１，２，３，８，１０，１１，１２，１４，１６，１８，１９｝， ｛３，４，７，１０，１２，１８，１９｝，
｛１，２，７，９，１０，１１，１３，１５，１７，１８，２０｝， ｛１，６，８，９，１０，１２，１４，１６，１７，１９，２０｝， ｛１，２，３，４，５，７，８，１２，１６，１７，１８｝，
｛５，７，８，９，１１，１３，１５，１６，１８，１９，２０｝， ｛１，２，３，４，６，７，１１，１５，１６，１７，２０｝， ｛１，４，７，９，１５，１６，１８｝，
｛１，２，３，５，６，１０，１４，１５，１６，１９，２０｝， ｛１，２，４，５，９，１３，１４，１５，１８，１９，２０｝， ｛３，６，８，１４，１５，１７，２０｝，
｛１，３，４，８，１２，１３，１４，１７，１８，１９，２０｝， ｛２，３，４，６，８，１０，１１，１３，１４，１５，１６｝， ｛２，８，９，１１，１４，１５，１８｝，
｛１，５，９，１０，１１，１４，１５，１６，１７，１８，１９｝， ｛４，８，９，１０，１３，１４，１５，１６，１７，１８，２０｝， ｛２，５，６，９，１２，１４，２０｝，
｛２，３，７，１１，１２，１３，１６，１７，１８，１９，２０｝， ｛１，３，５，７，８，１０，１１，１２，１３，１８，２０｝， ｛３，５，１１，１２，１４，１７，１８｝，
｛２，４，６，７，９，１０，１１，１２，１７，１９，２０｝， ｛２，４，５，７，８，９，１０，１５，１７，１８，１９｝， ｛６，７，９，１２，１３，１６，１９｝，
｛４，５，６，９，１０，１１，１２，１３，１４，１６，１７｝， ｛２，３，５，６，７，８，１３，１５，１６，１７，１９｝．

其中｛１，３，６，７，１０，１３，１５｝表示的极小授权子集是｛Ｐ１，
Ｐ３，Ｐ６，Ｐ７，Ｐ１０，Ｐ１３，Ｐ１５｝．结合定理１１，每个参与者都在
３２个极小授权子集中的１６个集合里，没有独裁者．

根据定理１和定理２，例１中的极小线性码 Ｃ（２１）

的缩短码 Ｃ（２１，…，２１－ｉ）［２１－ｉ－１］（０≤ｉ≤３）也是极
小线性码．在此不妨令 ｉ＝０，可以通过编程得到码
Ｃ（２１）［２０］中的所有的极小码字，如下：

｛１，１，０，１，１，１，１，０，０，０，０，１，０，１，１，１，０，１，０，１｝， ｛１，１，１，０，０，１，１，１，１，１，１，０，１，１，０，０，０，１，０，０｝，
｛１，１，０，１，０，０，１，１，０，０，１，０，０，１，０，１，０，０，０，０｝， ｛１，１，１，１，０，０，０，０，１，０，１，１，１，０，１，０，１，０，１，１｝，
｛１，０，０，１，１，０，０，１，０，０，１，０，１，０，０，０，０，０，１，１｝， ｛１，１，１，１，１，１，０，１，１，０，０，０，１，０，０，０，１，１，１，０｝，
｛１，１，０，０，１，０，０，１，０，１，０，０，０，０，０，１，１，０，１，０｝， ｛１，０，０，１，０，１，０，０，０，０，０，１，１，０，１，０，０，１，１，０｝，
｛１，０，１，１，１，０，１，０，１，０，１，１，０，１，１，１，１，０，０，０｝， ｛１，１，０，０，０，１，０，０，０，１，１，１，０，０，１，１，１，１，１，１｝，
｛１，１，１，０，１，０，１，０，１，１，０，１，１，１，１，０，０，０，０，１｝， ｛１，０，１，０，０，０，０，０，１，１，０，１，０，０，１，１，０，０，１，０｝，
｛１，０，０，０，０，０，１，１，０，１，０，０，１，１，０，０，１，０，０，１｝， ｛１，０，１，０，１，１，０，１，１，１，１，０，０，０，０，１，０，１，１，１｝，
｛１，０，０，０，１，１，１，０，０，１，１，１，１，１，１，０，１，１，０，０｝， ｛１，０，１，１，０，１，１，１，１，０，０，０，０，１，０，１，１，１，０，１｝．

故可得基于 Ｃ（２１）［２０］⊥上的参与者人数为１９的秘密
共享方案的所有１６个极小授权子集，且无独裁者．

定理 １２ 设码 Ｃ是一个长度为 ｎ，维数为 ｋ的
Ｃ（３，ｍ，２）不可约循环码，并且是极小线性码．则基于
Ｃ⊥上的秘密共享方案中，共有 ３ｋ－１个极小授权子集．
如果２｜／ｎ，则所有 ｎ－１个参与者中的每一位都出现在
２·３ｋ－２个极小授权子集中；如果２｜ｎ，则其中 ｎ－２个参
与者中的每一位都出现在 ２·３ｋ－２个极小授权子集中，
且存在一个独裁者 Ｐｎ／２．

证明 因为 ｇｉ是ｇ０的倍数当且仅当θｉ∈Ｆ３（０＜ｉ

＜ｎ），且θ＝α２，α是Ｆ３ｍ的一个本原元．即 ｏｒｄ（α２ｉ）｜２，

由于 ｏｒｄ（α２ｉ）＝
３ｍ－１

（３ｍ－１，２ｉ）
３ｍ－１＝（３ｍ－１，２ｉ）．如果

３ｍ－１＝（３ｍ－１，２ｉ），矛盾．如果３ｍ－１＝２（３ｍ－１，２ｉ），

且若２｜ｎ，则 ｉ＝ｎ２．即参与者中的独裁者是 Ｐｎ／２．证毕

例２ 设 Ｎ＝２，根据定理４，Ｃ（３，４，２）是一个［４０，
４；３］极小线性码．则基于 Ｃ（３，４，２）⊥上的秘密共享方案
中共有２７个极小授权子集，如下：

｛１，２，３，４，５，６，７，８，９，１２，１４，１５，１６，１８，２０，２１，２２，２３，２４，２５，２６，２７，２８，２９，３２，３４，３５，３６，３８｝，
｛２，３，４，５，６，７，８，９，１０，１１，１４，１６，１７，１８，２０，２２，２３，２４，２５，２６，２７，２８，２９，３０，３１，３４，３６，３７，３８｝，
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｛２，４，５，６，７，８，９，１０，１１，１２，１３，１６，１８，１９，２０，２２，２４，２５，２６，２７，２８，２９，３０，３１，３２，３３，３６，３８，３９｝，
｛１，４，５，６，７，９，１０，１２，１６，１７，１９，２０，２１，２４，２５，２６，２７，２９，３０，３２，３６，３７，３９｝，
｛１，２，４，６，７，８，９，１０，１１，１２，１３，１４，１５，１８，２０，２１，２２，２４，２６，２７，２８，２９，３０，３１，３２，３３，３４，３５，３８｝，
｛１，２，５，６，７，８，１０，１１，１３，１７，１８，２０，２１，２２，２５，２６，２７，２８，３０，３１，３３，３７，３８｝，
｛１，３，４，５，８，９，１０，１１，１３，１４，１６，２０，２１，２３，２４，２５，２８，２９，３０，３１，３３，３４，３６｝，
｛３，５，６，７，９，１１，１２，１３，１４，１５，１６，１７，１８，１９，２０，２３，２５，２６，２７，２９，３１，３２，３３，３４，３５，３６，３７，３８，３９｝，
｛１，４，６，７，８，１０，１２，１３，１４，１５，１６，１７，１８，１９，２０，２１，２４，２６，２７，２８，３０，３２，３３，３４，３５，３６，３７，３８，３９｝，
｛１，２，３，６，８，９，１０，１２，１４，１５，１６，１７，１８，１９，２０，２１，２２，２３，２６，２８，２９，３０，３２，３４，３５，３６，３７，３８，３９｝，
｛２，６，７，９，１０，１１，１４，１５，１６，１７，１９，２０，２２，２６，２７，２９，３０，３１，３４，３５，３６，３７，３９｝，
｛１，３，７，８，１０，１１，１２，１５，１６，１７，１８，２０，２１，２３，２７，２８，３０，３１，３２，３５，３６，３７，３８｝，
｛１，２，３，４，５，６，９，１１，１２，１３，１５，１７，１８，１９，２０，２１，２２，２３，２４，２５，２６，２９，３１，３２，３３，３５，３７，３８，３９｝，
｛１，２，３，４，５，６，７，１０，１２，１３，１４，１６，１８，１９，２０，２１，２２，２３，２４，２５，２６，２７，３０，３２，３３，３４，３６，３８，３９｝，
｛２，３，５，９，１０，１２，１３，１４，１７，１８，１９，２０，２２，２３，２５，２９，３０，３２，３３，３４，３７，３８，３９｝，
｛１，２，３，４，５，６，７，８，１１，１３，１４，１５，１７，１９，２０，２１，２２，２３，２４，２５，２６，２７，２８，３１，３３，３４，３５，３７，３９｝，
｛１，３，４，６，１０，１１，１３，１４，１５，１８，１９，２０，２１，２３，２４，２６，３０，３１，３３，３４，３５，３８，３９｝，
｛１，２，４，５，７，１１，１２，１４，１５，１６，１９，２０，２１，２２，２４，２５，２７，３１，３２，３４，３５，３６，３９｝，
｛１，２，３，５，６，８，１２，１３，１５，１６，１７，２０，２１，２２，２３，２５，２６，２８，３２，３３，３５，３６，３７｝，
｛３，４，５，６，８，９，１１，１５，１６，１８，１９，２０，２３，２４，２５，２６，２８，２９，３１，３５，３６，３８，３９｝，
｛１，３，５，６，７，８，９，１０，１１，１２，１３，１４，１７，１９，２０，２１，２３，２５，２６，２７，２８，２９，３０，３１，３２，３３，３４，３７，３９｝，
｛２，３，４，６，８，９，１０，１１，１２，１３，１４，１５，１６，１７，２０，２２，２３，２４，２６，２８，２９，３０，３１，３２，３３，３４，３５，３６，３７｝，
｛２，３，４，７，８，９，１０，１２，１３，１５，１９，２０，２２，２３，２４，２７，２８，２９，３０，３２，３３，３５，３９｝，
｛１，２，５，７，８，９，１１，１３，１４，１５，１６，１７，１８，１９，２０，２１，２２，２５，２７，２８，２９，３１，３３，３４，３５，３６，３７，３８，３９｝，
｛４，５，７，８，９，１２，１３，１４，１５，１７，１８，２０，２４，２５，２７，２８，２９，３２，３３，３４，３５，３７，３８｝，
｛１，２，３，４，７，９，１０，１１，１３，１５，１６，１７，１８，１９，２０，２１，２２，２３，２４，２７，２９，３０，３１，３３，３５，３６，３７，３８，３９｝，
｛１，２，３，４，５，８，１０，１１，１２，１４，１６，１７，１８，１９，２０，２１，２２，２３，２４，２５，２８，３０，３１，３２，３４，３６，３７，３８，３９｝．
结合定理１２，其中有３８个参与者中的每一位都在

２７个极小授权子集中的１８个集合里，有一个独裁者是
Ｐ２０．
根据定理８，极小线性码 Ｃ（３，４，２）可构造极小线

性码珔Ｃ．令式（３）中的 ｌ＝２０，则θ２０∈Ｆ３且珔Ｃ＝｛ｃβ＝
（Ｔｒ３４／３（β），Ｔｒ３４／３（βθ），…，Ｔｒ３４／３（βθ

１９））｜β∈Ｆ３４｝是［２０，
４；３］极小线性码．可以通过编程得到珔Ｃ中所有的极小
码字，如下：

｛１，１，２，１，２，２，０，０，１，０，２，１，２，０，２，０，２，１，１，１｝， ｛１，２，１，２，２，０，０，１，０，２，１，２，０，２，０，２，１，１，１，２｝，
｛１，０，０，０，２，１，０，２，２，１，０，０，１，１，１，１，０，１，１，０｝， ｛１，２，２，０，０，１，０，２，１，２，０，２，０，２，１，１，１，２，２，１｝
｛１，０，２，２，１，０，０，１，１，１，１，０，１，１，０，２，０，０，０，１｝， ｛１，０，２，１，２，０，２，０，２，１，１，１，２，２，１，２，１，１，０，０｝，
｛１，２，０，２，０，２，１，１，１，２，２，１，２，１，１，０，０，２，０，１｝， ｛１，０，０，１，１，１，１，０，１，１，０，２，０，０，０，１，２，０，１，１｝，
｛１，１，１，１，０，１，１，０，２，０，０，０，１，２，０，１，１，２，０，０｝， ｛１，１，１，０，１，１，０，２，０，０，０，１，２，０，１，１，２，０，０，２｝，
｛１，１，０，１，１，０，２，０，０，０，１，２，０，１，１，２，０，０，２，２｝， ｛１，１，１，２，２，１，２，１，１，０，０，２，０，１，２，１，０，１，０，１｝，
｛１，０，１，１，０，２，０，０，０，１，２，０，１，１，２，０，０，２，２，２｝， ｛１，１，２，２，１，２，１，１，０，０，２，０，１，２，１，０，１，０，１，２｝，
｛１，２，２，１，２，１，１，０，０，２，０，１，２，１，０，１，０，１，２，２｝， ｛１，１，０，２，０，０，０，１，２，０，１，１，２，０，０，２，２，２，２，０｝，
｛１，０，２，０，０，０，１，２，０，１，１，２，０，０，２，２，２，２，０，２｝， ｛１，２，１，１，０，０，２，０，１，２，１，０，１，０，１，２，２，２，１，１｝，
｛１，１，０，０，２，０，１，２，１，０，１，０，１，２，２，２，１，１，２，１｝， ｛１，０，０，２，０，１，２，１，０，１，０，１，２，２，２，１，１，２，１，２｝，
｛１，２，０，１，１，２，０，０，２，２，２，２，０，２，２，０，１，０，０，０｝， ｛１，１，２，０，０，２，２，２，２，０，２，２，０，１，０，０，０，２，１，０｝，
｛１，２，１，０，１，０，１，２，２，２，１，１，２，１，２，２，０，０，１，０｝， ｛１，２，０，０，２，２，２，２，０，２，２，０，１，０，０，０，２，１，０，２｝，
｛１，０，１，０，１，２，２，２，１，１，２，１，２，２，０，０，１，０，２，１｝， ｛１，０，１，２，２，２，１，１，２，１，２，２，０，０，１，０，２，１，２，０｝，
｛１，２，２，２，１，１，２，１，２，２，０，０，１，０，２，１，２，０，２，０｝．

故可得基于珔Ｃ⊥上的参与者人数为１９人的秘密共享方
案的所有２７个极小授权子集，且无独裁者．

由例１和例２可以看出，基于极小线性码的对偶码
上的秘密共享方案中的极小授权子集人数不再像（ｔ，

５２２第 ２ 期 宋 云：基于极小线性码上的秘密共享方案



ｎ）门限那样单一．如例 １中的极小授权子集所含人数
在有些情况下为１１，而有些情况下为７．

５ 结论

本文提出了极小线性码这一概念，并研究了一类

不可约循环码是极小线性码的判定条件．进一步，讨论
了基于极小线性码的对偶码上的秘密共享方案及其存

取结构．可以看出，建立在极小线性码上的秘密共享方
案不仅是完善的，理想的，而且该方案的存取结构依码

的重量分布的多样性而变得更加丰富，所对应秘密共

享方案中的参与者更具民主性和权力性，也使得方案

更具实用性．同时，由于利用极小线性码所构造方案的
极小授权子集中含有的成员数目与极小码字的重量有

关，所以研究三重量或三重量以上的极小线性码也是

今后需要解决的问题．
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