
分析 ＩＩＲ滤波器值域与精度的高效算法

庞 宇１，贺志龙１，王绍全１，王骏超１，高 翔１，吴 玮２

（１．重庆邮电大学光电工程学院，重庆 ４０００６５；２．四川大学电子信息工程学院，四川成都 ６１００６５）

摘 要： 值域与精度分析是高级综合的重要步骤．虽然过去已提出了不少方法试图解决这两个问题，但针对无
限冲击响应滤波器（ＩｎｆｉｎｉｔｅＩｍｐｕｌｓｅＲｅｓｐｏｎｓｅ，ＩＩＲ）来说，这些方法要么过高估计数值要么无法处理任意阶的反馈电路．
对于给定输入值范围与误差界限的ＩＩＲ滤波器，我们提出了一个高效的启发式算法来解决值域与精度分析．该算法能
用于优化整数和分数的比特宽度分配，获得优化的电路面积．实验结果证明了所提出的算法具有快速收敛性与鲁棒
性，由于高阶ＩＩＲ滤波器能分解为低阶结构的滤波器，因此该算法能高效的处理任意阶ＩＩＲ滤波器．
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１ 引言

作为一种常用的表达实数的数据格式，定点数表示

在低功耗芯片中扮演了至关重要的作用．定点数算术在
低功耗设计、嵌入式系统和可编程逻辑器件中具有重要

地位．定点数表示由两组数据流组成，一组表达整数，另
一组表达分数，由虚拟的小数点将他们分开．定点数表
示如下：

字长＝ＩＢ（ＩｎｔｅｇｅｒＢｉｔｗｉｄｔｈ）＋ＦＢ（ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＢｉｔｗｉｄｔｈ）（１）
ＩＢ与ＦＢ分别代表整数比特宽度与分数比特宽度．字长
作为 ＩＢ与ＦＢ的和，通常代表变量宽度．在 ＦＰＧＡ和 Ａ
ＳＩＣ设计中，因为可随意指定定点数字长，因此对定点
数表示的研究包含了整数与分数两方面的内容，分别对

应了值域与精度分析的任务．定点数电路的值域与精度

分析是高级优化与验证的重要任务．在优化流程上，值
域与精度的计算使高效确定变量的整数比特宽度与分

数比特宽度成为可能．而且，在高级抽象验证中，值域分
析能够证明中间变量或输出变量根据其整数比特长度

是否会发生溢出，同时，精度分析利用分数比特长度来

验证一个实现是否能满足给定的误差界限．工程师提出
了多种方法针对非反馈电路来完成值域与精度分析．基
于仿真的动态分析法［１～４］是一种数值处理的常用方法．
虽然动态分析法理论上能找到精确的值域，但效率较

低，限制了此方法的广泛应用．作为替代方法，静态分析
能平衡结果精确性与运行时间．区间算术 ＩＡ（Ｉｎｔｅｒｖａｌ
Ａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ）是计算数值界限的常用静态算法，但不可避
免的导致很不精确的结果．仿射算术 ＡＡ（ＡｆｆｉｎｅＡｒｉｔｈ
ｍｅｔｉｃ）是ＩＡ的一种衍生算法．在ＡＡ中，数值区间被表示
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成一些本源变量的线性组合，这些变量代表了数据中

的不确定源或在计算中产生的近似．文章［５］使用了这
种静态分析法来计算值域与精度．文献［６～８］的作者采
用了一种谱技术—算术变换，来研究在泰勒级数这种

非精确表示中的精度问题．另外文献［９］介绍了更一般
的方法—ＳＡＴＭｏｄｕｌｏ（ＳＭＴ）理论，用以计算值域．ＳＭＴ首
先利用 ＩＡ计算得到的不精确结果，然后通过插入约束
条件进行优化，通过该算法获得的结果比使用 ＡＡ算法
获得的结果更精确．而且，相对于传统算法，ＳＭＴ能处理
特殊的算术操作比如除法．基于此种理论框架，ＳＭＴ引
擎能通过检查可满足性来证明或反驳给定表达式的边

界有效性．
以上这些方法的主要缺陷在于它们只能处理正向

数据通路而不能处理带有反馈的无限循环电路．在定
点数表示的 ＤＳＰ电路中经常存在反馈，因此这类电路
的值域与精度分析仍然是一个相当大的难题．对于无
限冲击响应滤波器（ＩＩＲ）这类典型的具有反馈的电路，
研究者们提出了一些方法来解决值域与精度分析的问

题．Ｈａｒｊｕ［１０］研究了量化的特殊预测 ＩＩＲ多项式行为．
Ｍｉｌｉｃ［１１］提出了使用并联的两个全通网络、具有较少乘
法器的能保证精度的 ＩＩＲ滤波器电路结构．Ｃａｒｌｅｔｔａ［１２］提
出了一个分析框架用于确定系数的比特长度．此技术
能估计输出值界限并分析截断误差．根据计算结果，在
定点数硬件中整数和分数比特长度被确定以避免溢出

及保证精度．Ｄｉｎｉｚ［１３］使用并联的２阶 ＩＩＲ滤波器构成了
自适应频域滤波器，具有快速收敛性、鲁棒性和较小均

方差的优点．这些方法的主要缺陷不仅在于会导致过
高估计值域与精度，还在于其使用的追踪系数量化影

响的敏化分析只适用于２阶 ＩＩＲ滤波器．因此，高阶 ＩＩＲ
滤波器只能分解成很多２阶滤波器使得精度运算能被
独立应用到这些分解的滤波器上，根据三角不等式，这

会造成数值过高估计并导致优化流程低效．
为了解决上述问题，本篇论文针对任意阶 ＩＩＲ滤波

器，以最小的过度估计代价计算定点反馈算术电路的

值域与精度并提出一个启发式算法．在给定输入与误
差界限下，该算法能高效的分配整数与分数比特宽度．

２ 背景理论与基本定义

ＩＩＲ滤波器具有反馈电路，如下定义：

ｚ［ｎ］＝∑
Ｐ

ｉ＝０
ｂｉｘ［ｎ－ｉ］＋∑

Ｑ

ｊ＝１
ａｊｚ［ｎ－ｊ］ （２）

Ｐ是前向通路的阶数，ｂｉ代表前向通路的系数；Ｑ是后
向通路的阶数，ａｉ代表后向通路的系数．

定理１ 式（２）所表示的 ＩＩＲ滤波其能被展开成：
ｚ［ｎ］＝ｃｎｘ［ｎ］＋ｃｎ－１ｘ［ｎ－１］＋…＋ｃ１ｘ［１］ （３）

这里，ｃｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）是常数值．计算 ｃｉ的复杂度为

Ｏ（ｎ）．
证明 使用式（２）代替反馈变量并展开该表达式

可以得到式（３）．因为迭代表达式中 ａｊ，ｂｉ，ｘ［ｎ］，ｚ［ｎ］
的次数为１，所以计算 ｃｉ的复杂度是线性的．

例１ 考虑一个ＩＩＲ滤波器 ｚ［ｎ］＝３ｘ［ｎ］－０４ｚ［ｎ
－１］＋０２ｚ［ｎ－２］．第一个展开表达式为 ｚ［１］＝３ｘ
［１］，第二个展开表达式为 ｚ［２］＝３ｘ［２］－１２ｘ［１］，第
三个展开表达式为 ｚ［３］＝３ｘ［３］－１２ｘ［２］＋１０８ｘ
［１］．所以对于 ｎ＝３，（ｃ３，ｃ２，ｃ１）分别等于（３，－１２，
１０８）．式（２）含有的反馈可能导致系统不稳定，意味着
随着迭代次数增加，输出界限增加（或减少）到正无穷

（负无穷）．以下的定义涉及到该问题．
定义１ 有界输入有界输出（ＢｏｕｎｄｅｄＩｎｐｕｔＢｏｕｎｄ

ｅｄＯｕｔｐｕｔ，ＢＩＢＯ）稳定性．如果对于任意有界输入，输出
总是有界，那该系统称为有界输入有界输出稳定［１４］．

我们用符号 Ｂｉ表示有界输入，Ｂｏ表示有界输出．

３ 值域分析与精度分析

定义２ 符号 Ｂｏ［ｎ］＝（Ｂｏｌｏｗ［ｎ］，Ｂｏｕｐｐ［ｎ］）表示经
过 ｎ次迭代的输出界限，其中 Ｂｏｌｏｗ［ｎ］表示 Ｂｏ［ｎ］的下
边界，Ｂｏｕｐｐ［ｎ］表示 Ｂｏ［ｎ］的上边界．其定义如下：

Ｂｏｕｐｐ［ｎ］＝ｍａｘ｛ｍａｘ（ｚ［ｎ］），ｍａｘ（ｚ［ｎ－１］），…，ｍａｘ
（ｚ［１］）｝，Ｂｏｌｏｗ［ｎ］＝ｍｉｎ｛ｍｉｎ（ｚ［ｎ］），ｍｉｎ（ｚ［ｎ－１］），…，
ｍｉｎ（ｚ［１］）｝
这里，ｍａｘ（ｚ［ｎ］）／ｍｉｎ（ｚ［ｎ］）代表公式（３）给出的第 ｎ
次迭代的输出最大值与最小值．

定理２ Ｂｏｕｐｐ［ｎ］和 Ｂｏｌｏｗ［ｎ］是关于迭代次数“ｎ”
的单调增和单调减函数，当 ｎ趋近于无穷时，得到的值
就是精确的上限与下限．

证明 根据定义 ２，当 ｎ增大到无穷时，Ｂｏ［ｎ］趋
近精确的边界值．

定义３ 两个不同迭代 ｎ和ｎＷ（Ｗ是常数）的边
界差值定义为：

Δ［ｎ，Ｗ］＝｜Ｂｏｕｐｐ／ｌｏｗ［ｎ］－Ｂｏｕｐｐ／ｌｏｗ［ｎ－Ｗ］｜
推论１ 边界差值Δ［ｎ，Ｗ］是关于迭代次数“ｎ”的

单调减函数，且｛Δ［ｎ，Ｗ］→０｜ｎ→∞｝．

图１描述了 Ｂｏｕｐｐ［ｎ］的概念．当 ｎ增长时，Ｂｏｕｐｐ［ｎ］
是单调增函数，Δ［ｎ，Ｗ］是单调减函数．参数 Ｗ在计算
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Ｂｏｕｐｐ扮演重要角色，尤其是在高阶滤波器中．Ｗ值应该
设置得远大于滤波器阶数．而且，Ｗ表示迭代观察窗口
（从 ｎＷ到ｎ），因此设置更大的 Ｗ值能得到更准确的
结果．基于以上讨论，只要选择合适的参数ε和Ｗ（ε是
收敛分辨率，Ｗ是收敛窗口尺寸），就能找到一个迭代
值 ｎ０使Δ［ｎ０，Ｗ］＜ε且Ｂｏｕｐｐ［ｎ０］≈Ｂｏｕｐｐ．在本文提出
的算法中，设置 Ｗ＝１００，这是因为几乎所有的 ＩＩＲ滤波
器阶数都小于２０．在值域分析中是为了找到整数边界，
所以ε设置为“１”．因此这两个参数分别设置为ε＝１和
Ｗ＝１００．同时将这两个参数作为收敛条件，能导致快速
收敛与鲁棒估计．精度计算能分析特定的实现是否能
满足给定的误差边界，而且也能对所有的变量找到适

合的分数比特宽度．下式定义了最大误差 ｅｍａｘ：
ｅｍａｘ＝ｍａｘ｜ｚｆｉｘｅｄ－ｚ｜ （４）

ｚ和ｚｆｉｘｅｄ分别代表 ＩＩＲ滤波器的浮点数与定点数实现．
该算法同时能找到合适的分数比特宽度以满足给定的

误差边界 Ｅ，即 ｅｍａｘ＜Ｅ．
本文中，为了简化起见，我们考虑所有定点数表达

形式的输入／系数／输出变量具有相同的分数比特宽度
ＦＢ．基于以上讨论及考虑到最坏量化错误，可将式（２）
中定点实现 ｚ［ｎ］表示如下：

ｚｆｉｘｅｄ［ｎ］＝∑
ｐ

ｉ＝０
［（ｂｉ－ｅｂｉ）×（ｘ－ｉ－ｅｉｎ）－ｅｔｒ］

＋∑
Ｑ

ｊ＝１
［（ａｊ－ｅａｊ）×ｚ－ｊｆｉｘｅｄ－ｅｔｒ］ （５）

其中，ｅｂｉ和 ｅａｊ是常系数 ｂｉ和ａｊ的量化错误，且基于舍
入效应可知｜ｅａｊ｜≤２－ＦＢ－１和｜ｅｂｊ｜≤ ２－ＦＢ－１．ｅｉｎ是输入变
量 ｘ的截断误差且ｅｉｎ＝ｘ－ｘｆｉｘｅｄ．此参数总为正值且 ｅｉｎ
＝２－ＦＢ．而且，每次乘法后，会产生一个正值截断误差
ｅｔｒ，因为执行乘法运算时，结果的分数比特宽度会增加
到２ＦＢ，而所有寄存器的分数比特宽度限制到 ＦＢ．在最
坏情况下，ｅｔｒ＝２－ＦＢ．带有错误源常数值的公式（５）表示
了一个具有过高估计不精确度的定点电路．此表示形
式仍然是输入变量的线性函数，根据定理 １可以展开
为：

ｚｆｉｘｅｄ［ｎ］＝ｄｎｘ［ｎ］＋ｄｎ－１ｘ［ｎ－１］＋…＋ｄ１ｘ［１］＋ｄ０
（６）

使用式（３）和式（６）可得到线性不精确函数 ｚｅ：
ｚｅ［ｎ］＝ｚｆｉｘｅｄ［ｎ］－ｚ［ｎ］＝ｅｎｘ［ｎ］＋…＋ｅ１ｘ［１］＋ｄ０

（７）
这里，ｅｉ＝ｄｉ－ｃｉ（ｉ＝１，…，ｎ）．式（５）中寻找 ｅｍａｘ的不精
确度运算的主要目标可以重声明为在式（７）中寻找 ｚｅ
［ｎ］的边界值．

４ 整数比特宽度与分数比特宽度分配的启
发式算法

图２解释了计算输出值域与分配分数比特宽度的

算法，其输入是前向通路系数 ｂ、反馈系数 ａ、滤波器输
入值边界 Ｂｉ＝［ｘｌｏｗ，ｘｕｐｐ］与误差界限 Ｅ．在步骤２循环
开始，计算每次迭代产生的边界值．子程序 Ｅｘｐａｎｄ根据
定理１展开 ｚ［ｎ］并计算新生成的系数 Ｃｎ＝［ｃｎ，ｃｎ－１，
…，ｃ１］．步骤４计算在第 ｎ次迭代的最大和最小输出值
（标记为 Ｚｍａｘ和 Ｚｍｉｎ）．根据式（３），ｚ［ｎ］是输入变量的线
性组合，所以能计算出精确结果．步骤５比较计算出这
次迭代的边界值和上次迭代出的边界值，如果当前值

大，就保留当前值，否则就用上次的值替代．如果边界
差值｜Δ［ｎ，Ｗ］｜小于“ε＝１”，循环终止并返回值域．完
成值域计算后，收敛参数ε重设置为远小于Ｅ的值，如
ε＝Ｅ／１０００．这是因为ε直接影响到最终结果并且在精
度计算中，其边界值远小于范围中的边界值．从步骤８
中设置的初始值开始，迭代搜索不断循环以寻找合适

的分数比特宽度．算法在步骤１２和１３分别利用两个子
例程Ｅｘｐａｎｄ和Ｅｘｐａｎｄ－ｆｉｘｅｄ展开 ｚ［ｎ］和 ｚｆｉｘｅｄ［ｎ］．注意
展开 ｚ［ｎ］是基于定理１并返回式（３）中系数向量 Ｃｎ＝
［ｃｎ，ｃｎ－１，…，ｃ１］．另一方面，展开式（６）中的 ｚｆｉｘｅｄ［ｎ］需
要ＦＢ作为输入用以计算量化与截断误差．此子例程返
回式（６）中的系数向量 Ｃｎ－ｆｉｘｅｄ＝［ｄｎ，ｄｎ－１，…，ｄ１，ｄ０］．
步骤１４采用式（７）计算系数向量 Ｃｅ＝Ｃｎ－Ｃｎ－ｆｉｘｅｄ＝
［ｅｎ，…，ｅ１，ｄ０］来表达 ｚｅ［ｎ］的展开形式．步骤 １５计算
第 ｎ次迭代时 ｚｅ［ｎ］的最大值，标记为 Ｚｅ－ｍａｘ．如果
Ｚｅ－ｍａｘ的值大于 Ｅ（步骤 １６），意味着 ＦＢ的值不够大所

以ｗｈｉｌｅ循环终止．另一方面，步骤１７刷新错误上边界，
步骤１８检查收敛条件．如果该条件不满足，算法增大 ｎ
值并继续循环，否则达到收敛并返回最大不精确度 ｅｍａｘ
＝Ｂｅ－ｕｐｐ［ｎ］与最终 ＦＢ的值．
图２所示的算法适用于直接型 ＩＩＲ滤波器．然而，

它很容易被修改以用于其它类型的 ＩＩＲ滤波器．比如对
于由几个直接型滤波器节构成的并联型 ＩＩＲ滤波器，我
们只需对于所有的并联型滤波器节运行 Ｅｘｐａｎｄ和 Ｅｘ

ｐａｎｄ－ｆｉｘｅｄ这两个子例程，则 ｚｅ等于 ｚｅ［ｎ］＝∑
Ｎ

ｉ＝１

（ｚｆｉｘｅｄ（ｉ）［ｎ］－ｚ（ｉ）［ｎ］）．此处 Ｚｆｉｘｅｄ（ｉ）是第 ｉ节直接型滤
波器的定点实现，ｚ（ｉ）是相应的非量化模型．

得到值域后，根据如下公式找到合适的整数比特

宽度：

ＩＢ＝ｃｅｉｌｉｎｇ（ｌｏｇ２（ｍａｘ（｜ｒｌｏｗ｜，｜ｒｕｐｐ｜）））＋ａ （８）

这里 ａ＝
２， ｍｏｄ（ｌｏｇ２（ｍａｘ（｜ｒｌｏｗ｜，｜ｒｕｐｐ｜）），１）＝０
１{ ， 其他

ｒｌｏｗ和 ｒｕｐｐ代表了计算出的值域 Ｒｏ的下界与上界．
例２ 一个稳定的滤波器表达式为 ｚ［ｎ］＝２ｘ［ｎ］

＋０１ｘ［ｎ－１］－０４ｘ［ｎ－２］－０１ｚ［ｎ－１］＋０４６ｚ［ｎ
－２］－００８ｚ［ｎ－３］，输入值边界为［－１００，１００］．经过
２１次迭代和１２１次迭代，输出值边界分别为［－２０８０７，
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２０８０７］和［－２０８５３，２０８５３］．因为边界差值小于１，循
环终止，返回值域［－２０９，２０９］，同时根据式（８）确定整

数比特宽度为９．

我们将实验运行至１０００次迭代，所得到的边界值
并无改变，证明结果的准确性以及该启发式算法的鲁

棒性．使用ＡＡ算法得到的值域为［－３４７，３４７］，可见我
们的结果比通过ＡＡ算法获得的结果精确得多．需要指
出的是，值域计算并不依赖于具体的数据通道只依赖

于滤波器表达式．在 ＩＩＲ滤波器不同的实现中，中间变
量的整数比特宽度能很容易的被输入边界和输出边界

确定．图３（ａ）和（ｂ）描述了直接型结构与并联型结构．
考虑图３（ｂ）所示的并联结构．给定的误差边界 Ｅ

＝０１，参数ε设置为 Ｅ／１０００＝００００１．当 ＦＢ＝１１时，
Ｚｅ－ｍａｘ小于 Ｅ．此时算法发现经过１２０次迭代后最大不

精确度 Ｂｅ－ｕｐｐ［１２０］为００３４７，而 Ｂｅ－ｕｐｐ［２２０］是００３４７４．
Ｂｅ－ｕｐｐ［１２０］与 Ｂｅ－ｕｐｐ［２２０］的差异 ００３４７４－００３４７＝

０００００３＜ε，因此算法停止循环，最大不精确度 ｅｍａｘ＝
Ｂｅ－ｕｐｐ［２２０］，且最优 ＦＢ＝１１．

由于高阶 ＩＩＲ滤波器能分解为以 ２阶为基础的低
阶结构滤波器，因此该算法能高效的处理任意阶 ＩＩＲ滤
波器．

５ 实验结果

本节我们将根据几个测试向量评估提出的值域与

精度分析算法的鲁棒性与高效性，采用ｍａｔｌａｂ编写并运
行在Ｉｎｔｅｌ２８ＧＨｚＰｅｎｔｉｕｍ４与２ＧＢ内存的机器上，使用
ＸＰ系统．

为了获得合适的测试向量，我们使用 ｍａｔｌａｂ中的
ｆｄａｔｏｏｌ工具，根据一些典型指标，比如采样频率和 ３ｄＢ
带宽等，同时产生直接型（ＤＲ）和并联型（ＰＲＬ）结构的任
意阶 ＩＩＲ滤波器．测试向量如下：
向量＃１（３阶）：
直接型：ｚ［ｎ］＝２ｘ［ｎ］＋０１ｘ［ｎ－１］－０４ｘ［ｎ－２］－
０１ｚ［ｎ－１］＋０４６ｚ［ｎ－２］－００８ｚ［ｎ－３］
并联型：ｚ［ｎ］＝ｚ１［ｎ］＋ｚ２［ｎ］，ｚ１［ｎ］＝ｘ［ｎ］－０２ｚ１［ｎ
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－１］，ｚ２［ｎ］＝ｘ［ｎ］－０３ｚ２［ｎ－１］＋０４ｚ２［ｎ－２］
向量＃２（３阶）：
直接型：ｚ［ｎ］＝０４４ｘ［ｎ－１］＋０３６２ｘ［ｎ－２］＋００２ｘ
［ｎ－３］－０４ｚ［ｎ－１］－０１８ｚ［ｎ－２］＋０２ｚ［ｎ－３］
并联型：ｚ［ｎ］＝ｚ１［ｎ］＋ｚ２［ｎ］，ｚ１［ｎ］＝０２４ｘ［ｎ－１］＋
０４ｚ１［ｎ－１］，ｚ２［ｎ］＝０２ｘ［ｎ－１］＋０２５ｘ［ｎ－２］－
０８ｚ２［ｎ－１］－０５ｚ２［ｎ－２］
向量＃３（４阶）：
直接型：ｚ［ｎ］＝０３５６４ｘ［ｎ］－１１１４７ｘ［ｎ－１］＋
１７７１２ｘ［ｎ－２］－０９５３１ｘ［ｎ－３］＋０２５７５ｘ［ｎ－４］＋
３３５５３ｚ［ｎ－１］－４３４３９ｚ［ｎ－２］＋２５５７ｚ［ｎ－３］－
０５７７１ｚ［ｎ－４］
并联型：ｚ［ｎ］＝ｚ１［ｎ］＋ｚ２［ｎ］
ｚ１［ｎ］＝０１１ｘ［ｎ］－０１０４１ｘ［ｎ－１］＋０１１ｘ［ｎ－２］＋
１５８ｚ１［ｎ－１］－０６４６９ｚ１［ｎ－２］
ｚ２［ｎ］＝０２４２６ｘ［ｎ］－０４２６ｘ［ｎ－１］＋０２４２６ｘ［ｎ－２］
＋１７７５３ｚ２［ｎ－１］－０８９２ｚ２［ｎ－２］
向量＃４（５阶）：
直接型：ｚ［ｎ］＝－００５２６ｘ［ｎ］＋０３１７９ｘ［ｎ－１］－

０３７９５ｘ［ｎ－２］－００９９４ｘ［ｎ－３］＋０２５９１ｘ［ｎ－４］＋
２９６０９ｚ［ｎ－１］－３．５０８８ｚ［ｎ－２］＋１６９３９ｚ［ｎ－３］－
００２６８ｚ［ｎ－４］－０２１１１ｚ［ｎ－５］
并联型：ｚ［ｎ］＝ｚ１［ｎ］＋ｚ２［ｎ］＋ｚ３［ｎ］
ｚ１［ｎ］＝０１３ｘ［ｎ］－０２６７ｚ１［ｎ－１］，ｚ２［ｎ］＝０３１ｘ［ｎ］
＋０３６５ｘ［ｎ－１］＋１４８２６ｚ２［ｎ－１］－０８２７ｚ２［ｎ－２］，
ｚ３［ｎ］＝－０４９２６ｘ［ｎ］＋０２８６ｘ［ｎ－１］＋１７４５２ｚ３［ｎ－
１］－０９５６１ｚ３［ｎ－２］
向量＃５（６阶）：
直接型：ｚ［ｎ］＝－１５６０８ｘ［ｎ－１］＋３０７ｘ［ｎ－２］＋
３０７ｘ［ｎ－３］－１５６０８ｘ［ｎ－４］＋ｘ［ｎ－５］＋２５４７ｚ［ｎ
－１］－４２２０３ｚ［ｎ－２］＋４３１７９ｚ［ｎ－３］－３０５４７ｚ［ｎ－
４］＋１３４９８ｚ［ｎ－５］－０３１６８ｚ［ｎ－６］
并联型：ｚ［ｎ］＝ｚ１［ｎ］＋ｚ２［ｎ］＋ｚ３［ｎ］
ｚ１［ｎ］＝ｘ［ｎ］＋１４８８ｘ［ｎ－１］＋ｘ［ｎ－２］－１１５７ｚ１［ｎ
－１］－０４５１ｚ１［ｎ－２］，ｚ２［ｎ］＝－０２３７５ｘ［ｎ－１］＋ｘ［ｎ
－２］＋０６ｚ２［ｎ－１］－０９３８８ｚ２［ｎ－２］，
ｚ３［ｎ］＝０１６２９ｘ［ｎ］＋ｘ［ｎ－２］＋０７９ｚ３［ｎ－１］－
０７４８３ｚ３［ｎ－２］

表１ 对几个ＩＩＲ滤波器测试向量执行提出算法的实验结果

向

量
类型

值域迭代 精度迭代 值域 ｅｍａｘ
情况１ 情况２ 情况１ 情况２ 情况１ 情况２ 情况１ 情况２

ＩＢ／ＦＢ
值域运行时间（ｓ）精度运行时间（ｓ）
情况１ 情况２ 情况１ 情况２

１
ＤＲ
ＰＲＬ

１２８ ２５６０
１３５ ２７００
１４０ ２８００

－４１７，４１７ －４１７，４１７
００２１４ ００２１４ ９／１４
００６９５ ００６９５ ９／１２

１．２ １３
５．０１ ２５．７
３．７３ ２８．６

２
ＤＲ
ＰＲＬ

１１６ ２３２０
１２７ ２５４０
１２５ ２５００

－１０４，１０４ －１０４，１０４
００５０３ ００５０３ ７／１１
００７５４ ００７５４ ７／１０

１．０６ １２．８
３．５９ ２５．６
２．９１ ３１．３

３
ＤＲ
ＰＲＬ

３１７ ６３４０
２６１ ５２２０
１８９ ３７８０

－１１８０１，
１１８０１

－１１８０１，
１１８０１

００２５５ ００２５５ １４／２３
００２７２ ００２７２ １４／１６

２．１８ ３５．８
１０６ ５７．５
２．５５ ３５．５

４
ＤＲ
ＰＲＬ

４５８ ９１６０
４８９ ９７８０
４８０ ９６００

－２９６５，
２９６５

－２９６５，
２９６５

００６９１ ００６９１ １２／２３
００８９６ ００８９６ １２／１７

３．０１ ４７．８
２０ １１９．６
１８ １１５．４

５
ＤＲ
ＰＲＬ

４６３ ９２６０
３１１ ６２２０
３８０ ７６００

－３７３２３，
３７３２３

－３７３２３，
３７３２３

０００９３ ０００９３ １６／２４
００７７７ ００７７７ １６／１８

０６６ １０７
２．８７ ３７．５
９．８９ １３６．１

第一个实验探索算法的收敛性．表１展示了运算结
果．对于所有测试向量，最大误差界限设置为 Ｅ＝０１，
输入值域 Ｂｉ为［－１００，１００］．图２和４中提出的算法用
于计算值域（然后分配整数比特宽度）和最大不精确度

ｅｍａｘ（然后分配分数比特宽度）使条件 ｅｍａｘ＜Ｅ满足．如
前所述，经过 ｎ次迭代后，最大值域和最大不精确度能
被严格计算出来．因此只要增加迭代次数使 ｎ趋近无
穷就能使结果更加精确．表 １报告了两种情况．情况 １
显示算法的执行情况．假设在情况１收敛时需要 ｋ次
迭代，为了强调情况１获得结果的鲁棒性，在情况２中，
我们增加迭代次数到２０ｋ来对比情况１．表１的“值域／
精度迭代”栏报告情况１和情况２中的迭代次数．可以
看出，对于所有的测试向量，与情况１比较，情况２收敛
到相同的值域和 ｅｍａｘ．而且，为了提供更加清晰的结果，
针对测试向量＃４（需要最多的迭代次数才能收敛），我

们同时观察迭代次数（从 ｎ＝１到 ｎ＝１０００）与 ｚ［ｎ］的
最大值（图２步骤４中的 Ｚｍａｘ）的关系．图４显示了该结
果．需要注意的是，ｚ［ｎ］的最大值关于“ｎ”并不是严格单
调递增，虽然总的来说呈现出递增行为．实际上在一些
初始化迭代中，ｚ［ｋ］的最大值小于 ｚ［ｋ－１］的最大值．然
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而，定理２中提到的最大边界 Ｂｕｐｐ［ｎ］关于“ｎ”总是单调
递增．图５中 ｚ［ｎ］的第一个最大整数值出现在 ｎ＝３６３，
收敛迭代次数为 ｎ＝３６３＋Ｗ＝４６３．在随后的迭代中，
ｚ［ｎ］的最大整数值和最大边界 Ｂｏｕｐｐ［ｎ］保持不变．
在第二个实验中，采用不同的误差界限（Ｅ＝１，Ｅ

＝００１，Ｅ＝０００１），对于 ＃４和 ＃５测试向量的直接型
和并联型结构，运行精度分析算法，输入值域均为［－

１００，１００］．表２显示了运行结果．就面积而言，并联型实
现要好得多．像以前的实验一样，表２中所有测试向量
ｅｍａｘ和分数比特宽度的鲁棒运算仅只需要几秒钟．表２
中值得注意的一点是，我们减小输入的错误界限 Ｅ时，
算法收敛需要的迭代次数没有明显增加．这意味着对
于具有任意错误界限的一个特定的滤波器结构，精度

算法以大概相同的时间收敛到鲁棒结果．

表２ 对给定的任意错误界限 Ｅ计算分数比特宽度

向量 错误界限“Ｅ”
迭代 ｅｍａｘ ＦＢ ＃门 时间（ｓ）

ＤＲ ＰＲＬ ＤＲ ＰＲＬ ＤＲ ＰＲＬ ＤＲ ＰＲＬ ＤＲ ＰＲＬ

３
１ ４８４ ４８０ ０６４７ ０６０５２ １８ １６ １７０４５ １１６２４ ７．９５ １８．１
００１ ４６０ ４８０ ０００３９ ０００６６ ２６ ２２ ３０８７９ １８７７３ １０５ ２３．６
０００１ ４１１ ４８９ ００００１６２７１ ００００７４９０１ ２９ ２６ ３７１０１ ２４３５５ １１．４ ２４．９

４
１ ３４８ ３８９ ０２３８６ ０９６９１ ２０ １４ ２０２７４ １０７２８ ２．６３ １１．１
００１ ３９４ ３６９ ０００９３ ０００５６ ２４ ２１ ２７８６１ １８１３４ ２．４１ １２．１
０００１ ３４８ ３５８ ００００３２５１８ ００００３７９３９ ２９ ２５ ３９５９６ ２３９５８ ２．９５ １７．６

最后一个实验对本文提出的算法与文［１２］中的方
法进行比较．表３结果基于两个测试向量和误差界限 Ｅ
＝００１与非对称输入值域［０，１２７］．使用文［１２］中的方
法运算得到的值域导致了额外的整数比特与分数比

特．在表３中，情况 １（例 ２）在文［１２］的方法下需要 １７
比特来表示分数，而我们的算法仅需要１５比特．结合整
数比特和分数比特，使用 ＸｉｌｉｎｘＩＳＥｖ．１１工具在 ＦＰＧＡ
上综合这两个滤波器，我们算法得到的实现能减少

１０％的逻辑门，并能提供更优的最大不精确匹配值
ｅｍａｘ．
考虑表３中第二个测试情况（测试向量 ＃１，一个３

阶滤波器），文献［１２］中的方法不能用于精度计算，这是
因为此方法对于二阶滤波器，当系数量化错误被插入

到系统中时，使用敏化分析来跟踪零极点扰动．该分析
只对二阶滤波器有效，而不能用于高阶滤波器．

表３ 比较我们提出的算法与文献［１０］中的算法

向量 参考 值域 ｅｍａｘ ＩＢ／ＦＢ ＃门

例２
［１２］ （－６３２，６３２） ０００４９ １１／１７ １５７２９
本文 （－４１７，４１７） ０００２６ １０／１５ １３２５８（节约１０％）

１
［１２］ （－５３０，５３０） － １１／－ －
本文 （－１１５，４１５） ０００９８ １０／１６ ５７４７

６ 结论与未来工作

本论文提出了高效算法用以分析 ＩＩＲ滤波器的值
域与精度．过去的传统方法不适用于高阶滤波器或导
致过高估计．为了克服这些局限，本篇论文首先给出了
ＩＩＲ滤波器值域与精度问题的相关定义与定理，在此基
础上提出了启发式算法能用于值域与精度的鲁棒计算

并能分配合适的整数比特和分数比特．实验结果证明
了算法的收敛性与鲁棒性．未来的工作将延伸此方法，

使其能涵盖其余的误差度量比如最小均方差和信噪

比，提出除了截断之外其他的缩放技巧以及处理非线

性反馈电路．
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