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摘 要： 本文针对科学应用中基本函数种类多、实现复杂、使用频率低的特点，提出一种定制 ＶＬＩＷ结构四精度
浮点基本函数协处理器（ＱＰＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ）．该结构通过显示并行技术挖掘基本函数实现算法的并行性，在同一硬件平台
上通过元操作的不同组合来计算多种基本函数．同时，本文还提出基本函数元操作序列到定制 ＶＬＩＷ指令的映射算
法，指导基本函数的设计．最后，在ＦＰＧＡ平台上进行验证．实验结果表明，相对软件实现，单个 ＱＰＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ能够取得
６倍以上的加速比，而且，ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ在同一硬件平台上实现多种类型的算法，弥补单一算法的不足，获得较高的硬
件资源利用率．
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１ 引言

大部分科学和工程应用采用 ＩＥＥＥ７５４标准的双精
度浮点算术实现．由于浮点运算过程中存在舍入误差，
这种舍入误差的累积将会导致计算结果不精确、不可

靠、甚至不正确．预测到“艾”量级（ＥｘａＳｃａｌｅ：百万万亿次
／秒）计算时代，双精度 ＬＵ分解的计算结果仅有３位有
效［１］，这表明双精度浮点算术不能满足未来“艾”量级时

代科学工程应用的精度要求．
高精度算术是解决科学计算精度问题的最直接、有

效、可靠的方法，已经广泛应用于物理、数学等领域［２］，

如天气或气候模拟、超新星模拟、计算几何、数值理论

等．鉴于高精度算术在提高计算结果精度、数值算法稳
定性和结果再现性等优势，２００８年，ＩＥＥＥ７５４标准中增
加了１２８位的四精度（ｑｕａｄｒｕｐｌｅｐｒｅｃｉｓｉｏｎ）浮点格式来支
持高精度算术［３］．目前，大部分四精度浮点算术使用软
件模拟实现，如 ＭＰＦＲ［４］、ＱｕａｄＤｏｕｂｌｅ（ＱＤ）［５］函数库．软
件方法的最大缺点是计算性能低，相对于双精度浮点算

术，四精度算术的性能下降了一个数量级以上，四精度

Ｌｉｎｐａｃｋ测试时间为双精度的３６倍［２］．
一些研究学者设计专用硬件逻辑来支持四精度算

术，克服软件方法的性能障碍．ＩＢＭＳ／３９０Ｇ５［６］处理器
在硬件上支持四精度浮点基本操作，Ａ．ＡＫＫａｓ等设计了
双模式的四精度加法［７］、乘法［８］和除法［９］，支持一个四
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精度浮点操作或两个并行双精度浮点操作．ＦＰＧＡ平台
在加速高精度科学应用中显示出较高的性能和良好的

可扩展性［１，１０］．我们［１］在 ＦＰＧＡ平台上设计了 Ｄｏｕｂｌｅ
Ｄｏｕｂｌｅ（ＤＤ）和ＱＤ类型的高精度乘累加单元，相对于通
用 ＣＰＵ，取得３０倍以上的加速比．

但是，科学应用中还包含大量基本函数，对其提供

相应的硬件支持能够提高整体计算性能［１１］．科学应用
中基本函数具有种类多、实现复杂、使用频率低等特

点，如何设计高效的四精度浮点基本函数单元，成为提

高四精度浮点算术性能的挑战．主要包括：（１）资源消
耗过多：基于流水线技术的硬件设计方法能够获得较

高的性能，但是这会消耗过多的硬件资源；（２）硬件资
源利用率低：很难在同一芯片上实现多种四精度浮点

基本函数单元，或者由于资源消耗过多而导致不能在

同一芯片上集成大量基本操作单元，同时导致系统频

率降低，从而降低整个芯片的性能和硬件资源利用率．
本文对 ＩＥＥＥ７５４（２００８）标准的四精度浮点基本函

数的硬件实现进行研究，提出定制超长指令字（ＶＬＩＷ）
结构四精度浮点基本函数协处理器（ＱＰＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ），通
过显示并行技术来挖掘算法的并行性，在同一硬件平

台上通过元操作的不同组合来计算多种基本函数．同
时提出基本函数元操作序列到定制 ＶＬＩＷ指令的映射
算法，指导四精度浮点基本函数的设计．

２ 研究背景

２．１ ＩＥＥＥ７５４（２００８）四精度浮点数据格式
ＩＥＥＥ７５４２００８标准的四精度浮点数据格式定义

如图１所示，由 １位符号（Ｓ）、１５位的偏移指数（Ｅ）和
１１２位的尾数小数部分（Ｆ）组成．规格化四精度数据尾
数的整数位为 １，四精度浮点数据 ｘ表示数值为
（－１）Ｓ（１．Ｆ）２Ｅ－１６３８４．假定数据 ｘ的符号、指数和
尾数分别表示为 Ｓｘ、Ｅｘ和Ｆｘ．

２．２ 基本函数硬件实现方法

基本函数的硬件实现算法可以分为两类：非迭代

方法和迭代方法．非迭代方法有直接查表法、多项式近
似法．直接查表法适合计算精度较低的基本函数计算，
如单精度浮点．多项式近似算法利用 Ｔａｙｌｏｒ展开方式将
基本函数转化为基本的乘法和加法运算，再根据精度

要求截取展开式的前面部分项．该方法需要展开次数
较多，基本操作量大，执行时间长．

迭代方法又分为数字迭代算法和功能迭代算法，

它适合低精度和高精度基本函数计算．数字迭代算法，

如 ＳＲＴ［１２］、ＮｏｎＲｅｓｔｏｒｉｎｇ［１３］、ＣＯＲＤＩＣ［１４］算法等，实现过
程简单、硬件开销小，但是最主要缺点是该算法的收敛

速度慢，仅为线性收敛，这导致算法的迭代次数与计算

精度成正比，计算延时大．因此，提出高基迭代算法和
使用冗余算术的方法来减少计算延时、提高性能，但这

些方法增加算法复杂度和硬件开销．功能迭代算法，如
Ｎｅｗｔｏｎ［１５］和 Ｇｏｌｄｓｃｈｍｉｄｔ算法［１６］，也是采用乘法和加法
操作实现，为二次收敛，对于高维算法，其收敛速度更

快，但是以消耗硬件资源为代价的．每次迭代的基本操
作固定不变，但迭代次数与结果精度和初始近似值的

精度有关，初始值越精确，所需迭代次数越少，算法计

算延时也越小．因此，该算法通常与查表法相结合，通
过查表法得到一个低精度近似值，然后采用功能迭代

算法快速计算精确的结果．
２．３ ＣＯＲＤＩＣ算法

ＣＯＲＤＩＣ算法能够使用同一硬件实现多种基本函
数的计算．迭代公式如下：

Ｘｉ＋１＝Ｋｍ·（Ｘｉ－ｍ·σｉ·２－Ｓ（ｍ，ｉ）Ｙｉ）

Ｙｉ＋１＝Ｋｍ·（Ｙｉ＋σｉ·２－Ｓ（ｍ，ｉ）·Ｘｉ）
Ｚｉ＋１＝Ｚｉ－σｉ·αｍ，

{
ｉ

（１）

其中坐标系统 ｍ、旋转角度 ａｍ，ｉ、旋转序列 Ｓ（ｍ，ｉ）、旋
转方向σｉ和扩展因子Ｋｍ的定义及ＣＯＲＤＩＣ算法在不同
坐标系统和不同工作模式下迭代结果及收敛范围如文

献［１７］所示．
ＣＯＲＤＩＣ算法每次迭代结果精确１位．但是，对于某

些基本函数的 ０点位置，该算法很难获得较小相对误
差，如 ｌｎ（ｘ），当 ｘ非常接近１时，很难保证 ｌｎ（ｘ）计算
结果相对误差较小［１７］．这时可以使用多项式近似算法
来计算，利用 Ｔａｙｌｏｒ展开方法快速获得精确结果．

本文在同一硬件结构上使用多种方法实现多种四

精度浮点基本函数，除法和开方函数使用基于查表法

高维Ｎｅｗｔｏｎ迭代算法；指数、双曲正弦和双曲余弦函数
直接使用 ＣＯＲＤＩＣ算法实现；自然对数、三角正弦和三
角余弦函数使用ＣＯＲＤＩＣ算法和Ｔａｙｌｏｒ展开相结合的方
法实现．

３ 基本函数算法分析

基本函数计算通常采用变元范围压缩方法将函数

从定义域映射到一个较小的预定义范围内来提高计算

精度和效率．对于基本函数 ｆ（ｘ）的计算，实现步骤如
下：

步骤１ 范围压缩（ＲａｎｇｅＲｅｄｕｃｔｉｏｎ）：将变元 ｘ映
射到一个较小的预定义范围内的变元ｙ，并且函数 ｆ（ｘ）
的值可以由 ｆ（ｙ）简单推导得到．

步骤２ 近似计算（Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ）：通过适当的近似计
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算算法得到 ｆ（ｙ）．
步骤３ 重构（Ｒｅｓｔｒｕｃｔｉｏｎ）：由 ｆ（ｙ）计算出 ｆ（ｘ），并

将其规格化为指定的数据格式．

图２描述了三种典型的基本函数计算方法，分别为
多项式近似算法（Ｔａｙｌｏｒ展开）、数值迭代算法（ＣＯＲＤＩＣ
算法）和功能迭代算法（四维 Ｎｅｗｔｏｎ迭代算法）．这些算
法均采用循环实现，循环次数（ｎｕｍ－ｉｔｅｒ）根据结果精度
（ｐｒｅｃ－ｒ）等相关参数确定．对于多项式近似算法，ｎｕｍ－
ｉｔｅｒ＝ｐｒｅｃ－ｒ／（ｃｌｚ－ｉ），其中 ｃ表示多项式的收敛速
度，ｌｚ－ｉ表示ｙ值的首０个数；对于ＣＯＲＤＩＣ算法，ｎｕｍ－
ｉｔｅｒ＝ｐｒｅｃ－ｒ／ｒ，２ｒ为算法的基数；对于功能迭代算法，
收敛速度与算法的维数（ｄ）有关，为 ｎｕｍ－ｉｔｅｒ＝
ｌｏｇｄ（ｐｒｅｃ－ｒ／ｐｒｅｃ－ｉ）．

上述算法均可以通过查找表和基本定点操作组合

实现，图２（ｄ）总结了各种算法所需的基本操作．定义元
操作集合｛ａｄｄｓｕｂ，ｍｕｌｔ，ｓｈｉｆｔ，ｌｏｏｋ－ｔａｂｌｅ｝，分别表示定点
加／减法、乘法、移位和查询查找表操作．我们可以在同
一硬件平台上实现这些算法，该平台包含上述元操作

计算单元．
图２描述的算法可以并行执行的元操作，如图 ２

（ｂ）ＣＯＲＤＩＣ算法中元操作（３）～（５）以及图 ２（ｃ）四维
Ｎｅｗｔｏｎ迭代算法中操作（６）和（９）．定制 ＶＬＩＷ结构通过
显示并行技术来挖掘算法的并行性，在 ＶＬＩＷ的控制
下，多个功能部件并行工作．该结构能够使用少量的元
操作单元实现多种基本函数算法，结合各类算法的优

势来实现某个基本函数，弥补单一算法的不足．该结构

的扩展性较好，只需设计相应的 ＶＬＩＷ指令就可以实现
其它基本函数．同时，该结构还可以通过循环展开技术
挖掘不同迭代之间并行性，进一步提高定制 ＶＬＩＷ结构
的性能．

４ 定制ＶＬＩＷ硬件结构

本节描述定制 ＶＬＩＷ结构四精度浮点基本函数协
处理器（ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ）．它能够实现基于查表法的功能
迭代算法、多项式近似算法和 ＣＯＲＤＩＣ算法等．如图 ３
所示，ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ主要由并行计算阵列、控制状态机
模块、ＶＬＩＷ指令存储器和ＶＬＩＷ指令译码模块组成．

并行计算阵列模块由元操作计算单元（ＦＵ）和存储
单元组成，负责基本函数的所有计算工作，通过多个元

操作计算单元的显示并行方式来提高 ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ的
性能．该模块设置 ｎｍ个６４位定点乘法模块、ｎａ个 １２８
位定点加／减法模块、ｎｓ个１２８位的移位模块．以图２所
示的三个算法为例，确定较优的参数 ｎｍ、ｎａ、ｎｓ．假定图
２中三个算法的迭代次数分别为 ｎＴ＝２０、ｎＣ＝１１６、ｎＮ＝
２，乘法、加法、移位操作的执行周期分别为４、１、１．图４
描述计算阵列在不同配置下，三个算法的执行周期．配
置方式是改变待评测操作单元的个数，其余操作单元

不受限制，从图４（ｂ）和（ｃ）可以看出 ｎａ＝３、ｎｓ＝２为最
优配置，这是因为在ＣＯＲＤＩＣ算法每次迭代中，３个加法
和２个移位可以分别并行计算．从图４（ａ）可以看出 ｎｍ
＝４时，基于乘法的迭代算法能够取得最好的计算性
能，４个６４位的定点乘法组合成一个全流水的１２８位定
点乘法单元．

并行计算阵列模块中的存储单元分为查找表、常

量存储器ＲＯＭ、中间变量存储器．查找表存储基于查表
法实现的基本函数的近似值，如除法算法中保存除数

的倒数的近似值，在开方算法中保存开方倒数的近似
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值．常量存储器 ＲＯＭ是一个双端口 ＲＯＭ，保存所有基
本函数计算所需的常数；中间变量存储器是一个简单

双端口ＲＡＭ（一个读端口和一个写端口），保存输入数
据、中间的计算结果．所有存储单元的端口宽度为１２８
位．

ＶＬＩＷ指令存储器是一个２０４８１２０的单端口存储
器．指令格式如图５所示，每条 ＶＬＩＷ指令包括每个计
算单元数据端口的选择域（ｓｅｌ－ａ、ｓｅｌ－ｂ）、移位器的移
位位数域（ｎｕｍ）和移位方向域（ｄｉｒ）、存储器的地址域
（ａｄｄｒ－ａ、ａｄｄｒ－ｂ）和控制字（Ｃｏｎｔｒｏｌ），其中 Ｃｏｎｔｒｏｌ控制
着ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ的启动、完成、循环、分支等处理．ＶＬＩＷ
指令译码模块负责将ＶＬＩＷ指令转化为上述域．

控制状态机模块控制着整个协处理器的运行，通

过控制和改变 ＰＣ（程序计数器）值，访问不同 ＶＬＩＷ指
令序列，完成对应基本函数的计算．具体执行过程如
下：

步骤１ 启动

在接收到Ｓｔａｒｔ信号后，协处理器开始运行，将初始
数据写入到中间变量存储器，根据基本函数选择信号

（Ｆｕｎｃ）确定该函数对应的 ＶＬＩＷ指令序列的起始地址
（Ｉｎｉｔ－ａｄｄｒ）．

步骤２ 计算

从Ｉｎｉｔ－ａｄｄｒ开始读取 ＶＬＩＷ指令，同时根据 ＶＬＩＷ
指令中的 Ｃｏｎｔｒｏｌ字改变 ＰＣ值，控制计算模块的运行，

实现对应基本函数．
步骤３ 完成

基本函数计算完成后，启动规格化模块，将计算结

果转化为四精度浮点格式，将其写入结果寄存器，同时

产生Ｄｏｎｅ信号．

５ 四精度浮点基本函数设计方法

本节提出一种在定制 ＶＬＩＷ结构上实现四精度浮
点基本函数的设计方法，分为３个步骤：基本函数算法
设计与分析、算法到定制 ＶＬＩＷ指令的映射及 ＶＬＩＷ指
令序列生成．本节以四精度对数函数为例来说明基本
函数的设计过程．同时，介绍常用基本函数的实现
算法．
５．１ 基本函数算法设计与分析

四精度基本函数设计的第一步是选择实现算法．
分析各种算法的收敛性、收敛范围、优势和不足，选择

最佳算法或者多种算法的组合，对其进行精度分析，确

定初始值、迭代次数等参数，然后使用元操作实现．
四精度浮点对数函数 ｚ＝ｌｎ（ｘ）可以表示为：ｚ＝

ｌｎ（ｘ）＝Ｅｘ·ｌｎ（２）＋ｌｎ（Ｆｘ），其中 ｘ＞０．采用 ＣＯＲＤＩＣ算
法计算 ｌｎ（Ｆｘ），在 Ｆｘ接近１时，结果相对误差较大，此
时更适合采用多项式近似方法，公式如下：

ｌｎ（Ｆｘ）＝ｌｎ（１＋ｆｘ）＝∑
ｎ

ｊ＝０

（－１）ｊ（ｆｘ）ｊ＋１

ｊ＋１ （２）

该多项式展开的项数 ｎｕｍ－ｉｔｅｒ＝１１２／ｐｒｅｃ－ｉ，其中
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ｐｒｅｃ－ｉ表示ｆｘ的首０个数．这表明 Ｆｘ越接近１，多项式
收敛越快，计算时间越短．因此，我们采用 ＣＯＲＤＩＣ算法
和多项式近似相结合的方法来计算 ｌｎ（Ｆｘ），算法如图６
（ａ）所示：

步骤１ 确定 ｆｘ的首０个数，当 ｆｘ≤２－４时，采用步
骤３的多项式近似方法计算ｌｎ（Ｆｘ），否则采用步骤２的
ＣＯＲＤＩＣ算法来计算ｌｎ（Ｆｘ）．

步骤２ 由于 ｌｎ（Ｆｘ）＝２·ｔａｎｈ－１（
Ｆｘ＋１
Ｆｘ－１

），令 Ｘ＝

Ｆｘ－１，Ｙ＝Ｆｘ＋１，Ｚ＝０，在向量模式和双曲坐标下，直

接由ＣＯＲＤＩＣ计算得到 ｔａｎｈ－１（
Ｆｘ＋１
Ｆｘ－１

））．由于 ｆｘ＞２－４，

ＣＯＲＤＩＣ计算结果中首０个数最多为４，而 ＣＯＲＤＩＣ算法
线性收敛，每次迭代结果精确一位，因此迭代次数设置

为１１７次．
步骤３ 多项式近似如式（２），多项式项数每增加

一次，计算精度约提高 ｐｒｅｃ－ｉ位，需要计算的项数为
１１２／ｐｒｅｃ－ｉ．

步骤４ 计算 Ｅｘ·ｌｎ（２），再与 ｌｎ（Ｆｘ）相加，并将结
果规格化为四精度浮点格式 ｚ．

５．２ 基本函数到定制ＶＬＩＷ指令的映射算法
四精度基本函数设计的第二步是将元操作表示的

算法映射到定制ＶＬＩＷ指令槽中．这种映射算法是在定
制ＶＬＩＷ结构上通过显示并行技术来挖掘算法的并行
性，通过循环展开技术挖掘不同迭代之间并行性．该映
射算法的设计目标是在满足元操作之间的数据相关性

前提下，尽可能减少 ＶＬＩＷ指令槽的深度，使得基本函
数计算能在最少的时钟周期内完成．执行周期取决于
基本函数的实现算法及元操作的计算延时．

映射算法采用基于周期和基于操作相结合的调度

策略，如图７所示．其主要思想是首先调度基本函数算

法所对应的数据流图 Ｇ中的关键路径，然后按照关键
路径优先和贪心原则对所有的节点进行调度．这样可
以保证关键路径上的操作被优先调度，同时为每个时

钟周期安排尽可能多的不相关的元操作．假设定制
ＶＬＩＷ结构有 ｍ种元操作单元，每种元操作单元的个数
分别为 ｎｕｍ（１），…，ｎｕｍ（ｍ），执行周期分别为 ｃｙｃｌｅ（１），
… ，ｃｙｃｌｅ（ｍ）．

步骤１ 顺序和逆序遍历数据流图 Ｇ，计算每个元
操作节点的最早启动时间ＥＥＴ、最晚启动时间 ＬＥＴ和自
由度ＤＯＦ．ＥＥＴ表明该节点在这个时刻之后启动就可满
足元操作之间的数据相关性，ＬＥＴ表明该节点在这个时
刻之前启动均不会增加算法的执行周期，ＤＯＦ表明该
节点元操作可以启动的周期个数．ＥＥＴ、ＬＥＴ和 ＤＥＦ定
义如下：

ＥＥＴ（ｉ）＝
０， ｉ为根节点
ｍａｘ｛ＥＥＴ（ｊ）＋ｃｙｃｌｅ［ｏｐ（ｊ）］｝， ｊ为ｉ{ 的父节点

ＬＥＴ（ｉ）＝
ｍａｘ｛ＬＥＴ（ｊ）｝， ｉ，ｊ为叶节点
ｍｉｎ｛ＬＥＴ（ｊ）－ｃｙｃｌｅ［ｏｐ（ｉ）］｝， ｊ为ｉ{ 的子节点

ＤＯＦ（ｉ）＝ＬＥＴ（ｉ）－ＥＥＴ（ｉ）， ｉ∈Ｇ
其中，ｏｐ（ｊ）表示节点 ｊ的操作类型．

步骤２ 根据 ＥＥＴ和 ＬＥＴ得到数据流图 Ｇ的关键
路径．关键路径为ＤＯＦ等于０的节点，如果关键路径上
的元操作启动时间延迟一拍，那么该节点后续元操作

都需延迟一拍，这将增加 ＶＬＩＷ指令槽的深度，而非关
键路径上的节点在 ＥＥＴ和 ＬＥＴ之间启动是不会影响
ＶＬＩＷ指令槽的深度．因此，首先考虑将关键路径上元
操作映射到ＶＬＩＷ指令槽中．

步骤３ 根据节点的 ＬＥＴ和 ＤＯＦ对数据流图 Ｇ的
节点进行排序，确定填充次序．根据节点的 ＬＥＴ从小到
大，再根据节点ＤＯＦ从小到大依次排序．按照上述方案
进行调度可以保证关键路径上的节点优先填充．

步骤４ ＶＬＩＷ指令槽填充．通过函数 ｓｅｌｅｃｔ（Ｏｒｄｅｒ－
Ｌｉｓｔ）选取元操作序列中的第一个节点，并将其从序列
Ｏｒｄｅｒ－Ｌｉｓｔ中删除．调用函数 ｃｈｅｃｋ－ｒｅａｄ、ｃｈｅｃｋ－ｕｎｉｔ和

ｃｈｅｃｋ－ｗｒｉｔｅ用来检测将元操作节点 ｎｏｄｅ填充到 ＶＬＩＷ
指令槽的ｃｙｃｌｅ位置是否会发生读数据冲突、运算单元
冲突、写端口冲突．这个过程的基本思想是首先填充最
关键的节点，从该节点的 ＥＥＴ时刻开始，逐步尝试，最
大程度上减少 ＶＬＩＷ指令槽的深度．当节点填充完成
后，需要根据填充时刻更新剩余节点的 ＥＥＴ、ＬＥＴ、ＤＯＦ
及Ｏｒｄｅｒ－Ｌｉｓｔ．一旦数据流图 Ｇ的所有节点填充完毕，
算法终止．

步骤５ 将 ＶＬＩＷ指令槽转换为 ＶＬＩＷ指令序列，
并将其集成到ＶＬＩＷ指令存储器中．

图６以四精度浮点对数函数为例，说明基本函数到
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定制ＶＬＩＷ指令的映射算法．对数函数实现算法如图６
（ａ）所示，计算可以采用 ＣＯＲＤＩＣ算法实现，对应的数据
流图如图６（ｂ），通过映射算法得到的ＶＬＩＷ指令填充槽
如图６（ｅ）所示，两个移位操作和三个加法操作并行执
行．当算法采用 Ｔａｙｌｏｒ展开方法实现时，我们采用循环
展开技术来挖掘更多的数据并行，数据流图如图６（ｄ）
所示．根据映射算法得到关键路径的元操作为图中灰
色节点，得到的ＶＬＩＷ指令填充槽如图６（ｆ）所示，其中
ｏｐ（ｍ）ｎ表示第ｎ次迭代中元操作ｏｐ（ｍ）．
５．３ 常用基本函数实现算法

５．３．１ 四精度浮点除法算法

四精度浮点除法（ｚ＝ｘ／ｙ）可以表示为：ｚ＝
（－１）Ｓｘ－Ｓｙ×２Ｅｘ－Ｅｙ＋１６３８４×（Ｆｘ／Ｆｙ）．采用基于查表法的
高维 Ｎｅｗｔｏｎ迭代方法来计算定点尾数除法（Ｆｚ＝
Ｆｘ／Ｆｙ）．
步骤１ 查表得到近似值 ｚ０≈１／Ｆｙ，作为高维Ｎｅｗ

ｔｏｎ迭代的起始值；
步骤２ 高维Ｎｅｗｔｏｎ迭代计算 ｚｎ＝１／Ｆｙ，迭代公式

为：ｚｉ＋１＝ｚｉ（１＋εｉ＋…＋ε１５ｉ），这里εｉ＝１－ｚｉＦｙ．高维
Ｎｅｗｔｏｎ迭代是以１６次方速度收敛，即每次迭代计算精
度增加１６倍．因此，当近似值 ｚ０的精度高于７位，一次
迭代即可获得１１２位精确的结果；

步骤３ 计算 Ｆｚ＝Ｆｘｚｎ＝Ｆｘ／Ｆｙ．并将 Ｆｚ规格化
为四精度浮点结果ｚ．
５．３．２ 四精度浮点开方算法

与四精度除法算法相似，开方算法（ｙ＝ｘ１／２）采用
基于查表法的 ４维 Ｎｅｗｔｏｎ迭代方法．计算算法如图 ２
（ｃ）所示，四维牛顿迭代是以 ４次方速度收敛，即每次
迭代计算精度增加４倍．因此，通过查找表得到 ｘ０的精
度为８位，两次迭代就可以获得１２８位精度的结果．
５．３．３ 四精度浮点指数算法

四精度浮点指数函数（ｅｘ）直接使用 ＣＯＲＤＩＣ算法
实现．ＣＯＲＤＩＣ算法在双曲坐标和旋转模式下，计算得
到双曲正弦ｓｉｎｈ（ｘ）和双曲余弦ｃｏｓｈ（ｘ），则ｅｘ＝ｓｉｎｈ（ｘ）
＋ｃｏｓｈ（ｘ）．
步骤１ 变元范围压缩．对 ｘ进行变换，使其映射

到区间［０，ｌｎ２］，即将 ｘ分解为ｑ和ｄ，其中 ｑ为整数，ｄ
∈［０，ｌｎ２］且 ｘ＝ｑｌｎ２＋ｄ．

步骤２ ＣＯＲＤＩＣ计算．令 Ｘ＝Ｋ－１（１＋２－２ｑ），Ｙ
＝Ｋ－１（１－２－２ｑ），Ｚ＝ｄ作为ＣＯＲＤＩＣ算法初始值，在
双曲坐标和旋转模式下得到 ＣＸ和ＣＹ．

步骤３ 结果重构．ｃｏｓｈ（ｘ）＝２ｑ－１ＣＸ，ｓｉｎｈ（ｘ）＝
２ｑ－１ＣＹ，ｅｘ＝２ｑ－１（ＣＸ＋ＣＹ）．
５．３．４ 四精度浮点正弦和余弦函数算法

与对数算法相似，使用 ＣＯＲＤＩＣ算法计算三角正弦

ｓｉｎ（ｘ）和三角余弦 ｃｏｓ（ｘ）时，分别在 ｘ接近ｋπ和（ｋ
＋０５）π时（ｋ为整数），结果相对误差较大．采用
ＣＯＲＤＩＣ算法和多项式近似相结合方法解决．

步骤１ 变元范围压缩．将 ｘ映射到区间［０，π／２］，
即将 ｘ分解为ｑ和ｄ，其中 ｑ为整数，ｄ∈［０，π／２］且 ｘ
＝ｑ（π／２）＋ｄ．对于 ｃｏｓ（ｄ）且 ｄ与π／２的相对误差小
于２－３时，令 ｑ＝ｑ＋１且 ｄ＝π／２－ｄ，或者对于 ｓｉｎ（ｄ）
且 ｄ小于 ２－３时，采用 Ｓｔａｇｅ２的多项式近似方法计算
ｓｉｎ（ｄ），令 ｄ的首 ０个数为 ｐｒｅｃ－ｉ，否则使用 Ｓｔａｇｅ３的
ＣＯＲＤＩＣ迭代算法计算．

步 骤 ２ 多 项 式 近 似 公 式 为 ｓｉｎ（ｄ）＝

∑
ｎ

ｊ＝０

（－１）ｊ（ｄ）２ｊ＋１
２ｊ＋１ ，展开次数每增加一次，计算精度约

提高２ｐｒｅｃ－ｉ位，因此需要的展开次数为５６／ｐｒｅｃ－ｉ．
步骤３ 在圆周坐标和向量模式下，令 Ｘ＝Ｋ１，Ｙ＝

０，Ｚ＝Ｄ，直接由 ＣＯＲＤＩＣ计算得到 ｓｉｎ（Ｄ）＝Ｙｎ，ｃｏｓ（Ｄ）
＝Ｘｎ．ＣＯＲＤＩＣ算法的迭代次数为１１７次．
步骤４ 重构．根据 ｑ的值选择计算结果（±ｓｉｎ（ｄ）

或±ｃｏｓ（ｄ））．

６ 实验结果

我们在ＦＰＧＡ平台上验证上述设计．所有的模块采
用Ｖｅｒｉｌｏｇ语言描述，使用 ＩＳＥ１１３工具进行综合．选取
的ＦＰＧＡ芯片为ＸｉｌｉｎｘＶｉｒｔｅｘ６ＸＣ６ＶＬＸ７６０２ＦＦ１７６０，它包
含 ９４８４８０个 Ｒｅｇｉｓｔｅｒ，４７４２４０个 ＬＵＴ，８６４个 ＤＳＰ４８Ｅ，
２５９２０Ｋｂｉｔｓ片内存储器．我们使用 ＭＰＦＲ函数库（ＭＰＦＲ
３００）来对比性能和结果精度，精度设置为１１３位．软
件平台包括四核处理器（２３３ＧＨｚＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２Ｑｕａｄ
Ｑ８２００）、４ＧＢＤＤＲ３１３３３ＭＨｚ内存．

表１ ＦＰＧＡ资源使用情况

类型 ＲＥＧ ＬＵＴ ＢＲＡＭ ＤＳＰ 频率（ＭＨｚ）

基本运算

部件

Ａｄｄｓｕｂ １２８ １２８ ０ ０ ２８７．０
Ｍｕｌｔ ３６３ ４４２ ０ １２ ２９４．４
Ｓｈｉｆｔ １２８ ９０８ ０ ０ ３５１．９
Ｎｏｒｍａｌ １１８２ ２８３９ ０ ０ ２８０．４

ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ ４３７４
（１％）

１４０９０
（２％）

２２
（２％）

４８
（５％） ２１６．２

６．１ ＦＰＧＡ资源利用
表１描述了基本运算部件及四精度浮点基本函数

协处理器（ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ）的综合结果．可以看出，
ＤＳＰ４８Ｅ资源使用率最高，达到了５％，这种资源将会成
为四精度科学计算加速器设计的瓶颈，一块 ＦＰＧＡ芯片
最多能够集成 ２０个 ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ．ＤＳＰ４８Ｅ用于构建定
点乘法单元，利用 ＦＰＧＡ提供的较高乘法性能来实现四
精度浮点应用．

ＦＰＧＡ片内存储资源在ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ设计中起着重
要作用，分为嵌入式块 ＲＡＭ（１８Ｋｂｉｔｓ）和分布式 ＲＡＭ．使
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用８个块 ＲＡＭ实现 １０２４×１２８的常量存储器 ＲＯＭ，使
用１４个块 ＲＡＭ实现２０４８×１２０的 ＶＬＩＷ指令存储器．
其它较小的存储模块，如查找表和中间变量存储器，均

采用分布式 ＲＡＭ实现，这使 ＦＰＧＡ的布局布线更加灵
活，克服块ＲＡＭ位置和结构固定的不足，同时这也能提
高ＦＰＧＡ片内存储器的利用率．但是，分布式 ＲＡＭ消耗
ＦＰＧＡ的逻辑资源．

表２ 与ＭＰＦＲ函数库的性能对比

类型 实现方法
硬件执行 ＭＰＦＲ函数库

周期 时间 时间 加速比

除法 Ｎｅｗｔｏｎ ４１ ０．１９ ３．０ １５．８
开方 Ｎｅｗｔｏｎ ５４ ０．２５ １．５２２ ６．１
指数 ＣＯＲＤＩＣ ２４７ １．１４ ３１．９８ ２８．１

双曲正弦 ＣＯＲＤＩＣ ２４７ １．１４ ３６．１６ ３１．７
双曲余弦 ＣＯＲＤＩＣ ２４７ １．１４ ３６．１６ ３１．７

自然对数
ＣＯＲＤＩＣ
Ｔａｉｌｏｙ

２５４
１０ｎ＋２２

１．１７
０．７

６９．４４
１３６．４

５９．４
１９４．９

三角正弦
ＣＯＲＤＩＣ
Ｔａｉｌｏｙ

２６０
１０ｎ＋２０

１．２０
０．４２

２８．７８
２９．１

２４．０
６９．５

三角余弦
ＣＯＲＤＩＣ
Ｔａｉｌｏｙ

２６０
１０ｎ＋２０

１．２０
０．４２

１７．３９
３９．９５

１４．５
９５．１

６．２ 性能比较

表２对比了单个 ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ与 ＭＰＦＲ函数库的
性能，其中时间单位为μｓ．ｎ表示多项式展开次数，相
应的输入为 ｘ＝３０．５－１，ｙ＝５０．５；采用Ｔａｉｌｏｙ展开计算对
数和正弦时输入 ｘ＝１００１，余弦的输入 ｘ＝１５７２，此时
ｐｒｅｃ－ｉ＝９．

对比更高精度ＭＰＦＲ实现结果表明，除法和开方操
作能够获得正确舍入的结果，对于其他超越函数舍入

误差小于１ｕｌｐ（ｕｎｉｔｉｎｌａｓｔｐｌａｃｅ：最小单元）．
对于四精度除法和开方算法，采用查表法与高维

Ｎｅｗｔｏｎ迭代相结合的算法，收敛速度快．这种方法能够
充分利用 ＦＰＧＡ提供的乘法性能，相对于数字迭代算
法，如ＳＲＴ除法算法（５８周期）和 Ｎｏｎｒｅｓｔｏｒｉｎｇ开方算法
（１１５周期）［１］，ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ具有性能优势，相对于
ＭＰＦＲ函数库，单个 ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ就可取得１５８和６１
倍的加速比．

其他基本函数采用 ＣＯＲＤＩＣ算法和多项式近似相
结合的方法实现，解决 ＣＯＲＤＩＣ算法在计算结果接近０
时结果的相对误差较大问题．实验结果表明采用
ＣＯＲＤＩＣ算法实现基本函数时，单个 ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ单元
能够取得１４到６０倍的加速比；在计算结果接近０时，
对应基本函数的多项式展开收敛速度较快，仅需要展

开较少次数．由第５节的实现算法可知对数函数 Ｔａｉｌｏｙ
展开次数为１１２／ｐｒｅｃ－ｉ＝１３，正弦和余弦函数 Ｔａｉｌｏｙ展
开次数为５６／ｐｒｅｃ－ｉ＝７，此时加速比可以达到７０倍．

表２描述的是单个ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ的性能，可以在同

一芯片上集成更多的 ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ，并行工作，这样来
获得更高的计算性能．而且，ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ在同一硬件
平台上，使用几个基本操作单元来实现多种基本函数

算法，弥补单一算法的不足，获得较高的硬件是使用

效率．

７ 总结

本文针对科学应用中基本函数种类多、实现复杂、

使用频率低的特点，提出一种基于定制 ＶＬＩＷ结构四精
度浮点基本函数协处理器（ＱＦＣＰｒｏｃｅｓｓｏｒ），通过显示并
行技术来挖掘算法的并行性，在同一硬件平台上通过

元操作的不同组合实现多种 ＩＥＥＥ７５４（２００８）标准的四
精度浮点基本函数的计算．同时提出基本函数到定制
ＶＬＩＷ指令的映射算法来指导基本函数的设计，获得较
好的扩展性．最后在 ＦＰＧＡ平台上进行验证，结果表明，
该协处理器能弥补单一实现算法的不足，获得较高的

性能和硬件利用率．
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