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摘 要： 云模型通过二阶高斯分布研究不确定性，它产生的云滴分布具有尖峰肥尾特性，呈现出幂率衰减．社会
学和经济学的研究发现，由于在演化过程中具有偏好依附的特点，许多实际数据呈现出尖峰肥尾的特性，本文试图通

过高阶高斯分布迭代产生的高阶云模型的数学性质研究，探寻高斯分布与尖峰肥尾分布之间的联系．基于高斯分布迭
代构造具有尖峰肥尾特性的概率分布，通过基于高阶高斯分布迭代的云模型刻画更多的不确定性现象，分析高阶高斯

分布迭代的典型参数，与云模型参数进行对比分析，为雾化后的逆向云发生器求解提供了新的手段，同时也为高阶云

模型的逆向求解过程提供了方法．
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１ 引言

在客观世界中许多现象都服从或者近似服从高斯

分布，例如正常生产条件下的产品质量指标、随机测量

误差、同一生物群体的某种特征、某地的年平均气温等

等．在概率理论的研究历史中，高斯分布的地位举足轻
重，高斯分布的密度函数和分布函数有比较简单的数学

形式和各种很好的性质，而且是许多重要概率分布的极

限分布，这些都使得高斯分布在理论和实际中应用非常

广泛．中心极限定理从理论上阐述了产生高斯分布的条

件，其简单直观的说明如下：如果决定某一随机变量结

果的是大量微小的、独立的随机因素之和，并且每一个

因素的单独作用相对均匀的小，没有一种因素可起到压

倒一切的主导作用，那么这个随机变量一般近似于高斯

分布．
定义１［１］ 若随机变量 Ｘ的概率密度函数为：

ｆ（ｘ）＝ １
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ－μ）

２

２σ( )２ （１）

则称 Ｘ为高斯分布，记为 Ｘ～Ｎ（μ，σ
２）．其中，μ和

σ
２分别是高斯分布的期望和方差，分别表征随机变量
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的最可能取值以及一切可能取值的离散程度．高斯分
布函数具有关于期望对称，然后向两个方向衰减，呈现

“中间大、两头小”的特性，约９９７３％的取值都落在以μ
为中心的３σ区间内，这一性质被称为３σ原则，在数理
统计中有广泛的应用．

通常在讨论有关概率问题时，分布函数 Ｆ（ｘ）起着
非常重要的作用，但在实际的应用中，有时候 Ｆ（＞ｘ）
更为重要．例如，在有关可靠性的研究中，可靠性与失
效率等概念都同 Ｆ（＞ｘ）有关．形象而言，肥尾分布（ｆａｔ
ｔａｉｌｅｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）就是密度函数“尾巴”Ｆ（＞ｘ）比较长的
分布，其物理意义是极端事件的概率不为０．如保险业
的大额索赔问题，在 Ｎ次索赔中有一次索赔的额度非
常大，以至于其它 Ｎ－１次索赔相对于这次索赔而言都
是微不足道的，就需要用肥尾分布来处理．这类问题就
是所谓的极端事件问题，如地震、洪水、股灾等．自２０世
纪６０年代以来，国外出现了许多肥尾分布的研究文献
［２～４］．肥尾分布有很多等价的数学定义，其中一种定
义是相对于高斯分布而言、以四阶中心矩为基础的．四
阶中心矩具有峰度（ｋｕｒｔｏｓｉｓ）的含义，峰度是统计中描述
分布状态的一个重要特征值，用以判断分布曲线相比

于高斯分布曲线的尖平程度．
定义２［５］ 随机变量 Ｘ称为是肥尾的，如果 Ｋｕｒ＝

Ｅ
（Ｘ－μ）

４

σ
[ ]４ －３＞０，其中μ，σ分别为Ｘ的期望和标

准差．
如果将高斯分布视为常峰态（峰度为０），分布曲线

的形状比高斯分布更高更瘦的称为高峰态，该性质被

称为超过或大于标准峰度，否则称为低峰态．峰度建立
了高斯分布和尖峰肥尾分布之间的联系，是研究高斯

分布的一个重要数学特征．
１９９５年李德毅研究员提出云模型［６］，通过二阶高

斯随机数产生器构建云发生器算法，根据三个数字特

征（期望、熵和超熵）自动生成数据样本（称之为云滴），

云滴分布表现出很好的数学特性，既能体现高斯分布

的“钟形”特征，又能体现出幂率分布的“肥尾”特性．云
模型已在智能控制、数据挖掘、性能评价等方面得到成

功应用［７～９］．

算法：正向云发生器

输入：数字特征（Ｅｘ，Ｅｎ，Ｈｅ），生成云滴的个数 Ｎ
输出：Ｎ个云滴ｘ及其确定度ｙ（也可表示为Ｄｒｏｐ（ｘｉ；ｙｉ），ｉ＝１，…，Ｎ）
算法步骤：

１．生成以 Ｅｎ为期望，Ｈｅ２为方差的一个正态随机熵 Ｅｎ′ｉ＝ＮＯＲＭ（Ｅｎ，

Ｈｅ２）；
２．生成以 Ｅｘ为期望，Ｅｎ′２ｉ为方差的一个正态随机数ｘｉ＝ＮＯＲＭ（Ｅｘ，

Ｅｎ′２ｉ）；

３．计算 ｙｉ＝ｅｘｐ －
（ｘｉ－Ｅｘ）２

２（Ｅｎ′ｉ）{ }２ 具有确定度 ｙｉ的ｘｉ成为论域Ｕ中的

一个云滴；

４．重复步骤１－３，直至产生 Ｎ个云滴．

如果不考虑步骤３样本对概念确定度的计算，那么
整个算法就是一个二阶高斯随机数发生器．在此基础
上，模糊集合专家王立新博士提出了 ｐ阶云模型的数
学表示并就相关数学性质进行了讨论［７］，１９９５年提出
的云模型具有三个参数（Ｅｘ，Ｅｎ，Ｈｅ），Ｅｘ表示当前数据
样本的期望，当前数据样本的方差是一个随机变量，其

期望表示为 Ｅｎ，方差表示为 Ｈｅ，也就是说 Ｈｅ是一个２
阶方差，是从不确定性现象出发定义云模型参数．王立
新博士认为 ｐ阶云模型具有的 ｐ＋１个参数应该是
（Ｈｅ，Ｅｎ１，Ｅｎ２，…，Ｅｎｐ１，Ｅｎｐ），他认为应该从不确定性
现象的本质出发，从初始的参数 Ｈｅ开始，经过层层迭
代形成了以 Ｅｎｐ为期望的ｐ阶不确定性数据样本．受此
启发，本文从概率分布的角度，对云模型的数学基础—

高阶高斯分布迭代的数学特性进行推导研究，并与云

模型进行参数比较，一方面展示云模型基于高阶高斯

分布迭代的数学基础，另一方面为云模型的逆向发生

器算法提供新的思路．

２ 高阶高斯分布迭代

如果将高斯分布看作１阶高斯分布，那么１阶随机
变量 Ｘ１的概率密度函数表示为：

ｆ（ｘ１）＝
１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ （２）

其中，μ１和σ
２分别是１阶高斯分布的期望和方差．

定义３ 若随机变量 Ｘ２的概率密度函数为：
ｆ（ｘ２）＝ｆ（ｘ２｜ｘ１）Ｐ（ｘ１）

＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ２｜ｘ１）ｆ（ｘ１）ｄｘ１

＝∫
＋∞

－∞

１
２πｘ槡 ２

１

ｅｘｐ －
（ｘ２－μ２）

２

２ｘ( )２
１

·
１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１ （３）

则称 Ｘ２为２阶高斯分布．其中，μ２是 Ｘ２的期望，ｘ１是
１阶高斯随机变量 Ｘ１的一次实现，σ２是 Ｘ１的方差．

定义４ 若随机变量 Ｘ３的概率密度函数为：
ｆ（ｘ３）＝ｆ（ｘ３｜ｘ２）Ｐ（ｘ２）

＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ３｜ｘ２）ｆ（ｘ２）ｄｘ２

＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ３｜ｘ２）ｆ（ｘ２｜ｘ１）Ｐ（ｘ１）ｄｘ２

＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘ３｜ｘ２）ｆ（ｘ２｜ｘ１）ｆ（ｘ１）ｄｘ１ｄｘ２
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＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞

１
２πｘ槡 ２

２

ｅｘｐ －
（ｘ３－μ３）

２

２ｘ( )２
２

·
１
２πｘ槡 ２

１

ｅｘｐ －
（ｘ２－μ２）

２

２ｘ( )２
１

·
１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１ｄｘ２ （４）

则称 Ｘ３为３阶高斯分布．其中，μ３是 Ｘ３的期望，ｘ２是
２阶高斯随机变量 Ｘ２的一次实现，ｘ１是１阶高斯随机
变量 Ｘ１的一次实现 ，μ１是 Ｘ１的期望，σ

２是 Ｘ１的方
差．

依此类推，可以给出 ｐ阶（ｐ≥２）高斯分布迭代的
定义如下：

定义５ 若随机变量 Ｘｐ的概率密度函数为：
ｆ（ｘｐ）＝ｆ（ｘｐ｜ｘｐ－１）Ｐ（ｘｐ－１）

＝∫
＋∞

－∞
ｆ（ｘｐ｜ｘｐ－１）ｆ（ｘｐ－１）ｄｘｐ－１

＝∫
＋∞

－∞
…∫

＋∞

－∞
ｆ（ｘｐ｜ｘｐ－１）…ｆ（ｘ２｜ｘ１）ｆ（ｘ１）ｄｘ１ｄｘ２

…ｄｘｐ－１

＝∫
＋∞

－∞
…∫

＋∞

－∞

１
２πｘ２ｐ槡 －１

ｅｘｐ －
（ｘｐ－μｐ）

２

２ｘ２ｐ( )
－１

…

·
１
２πｘ槡 ２

１

ｅｘｐ －
（ｘ２－μ２）

２

２ｘ( )２
１

·
１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１ｄｘ２…ｄｘｐ－１ （５）

则称 Ｘｐ为ｐ阶高斯分布迭代．其中，μｉ（ｉ＝１，…，ｐ）是
Ｘｉ（ｉ＝１，…，ｐ）的期望，ｘｉ（ｉ＝１，…，ｐ）是 ｉ阶高斯随机
变量Ｘｉ（ｉ＝１，…，ｐ）的一次实现，σ２是 Ｘ１的方差．

单纯从数学定义表示上可以看出，对于 ｐ阶高斯
分布迭代ｘｐ而言，随着阶数 ｐ的增加，其方差不断向两
极分化，导致 ｘｐ的两极分化，也就是说变量的实现向靠
近期望μｐ和远离期望的尾端同时变化，直接形成了尖

峰肥尾分布．

３ 高阶高斯分布迭代的数字特征

对高阶高斯分布迭代的数字特征进行的计算和推

导是研究其数学性质的重要基础，本节主要分析高阶

高斯分布迭代的期望、方差、三阶中心矩和四阶中心矩

四个数字特征，并计算其峰度．
ｐ阶高斯分布迭代的期望计算如下：

Ｅ（Ｘｐ）＝∫
＋∞

－∞
ｘｐｆ（ｘｐ）ｄｘｐ

＝∫
＋∞

－∞
…∫

＋∞

－∞
ｘｐ

１
２πｘ２ｐ槡 －１

ｅｘｐ －
（ｘｐ－μｐ）

２

２ｘ２ｐ( )
－１

ｄｘｐ…

·
１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１…ｄｘｐ－１

＝μｐ∫
＋∞

－∞

１
２πｘ２ｐ槡 －２

ｅｘｐ －
（ｘｐ－１－μｐ－１）

２

２ｘ２ｐ( )
－２

ｄｘｐ－１

…∫
＋∞

－∞

１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１

＝μｐ （６）
ｐ阶高斯分布迭代的方差（二阶中心矩）计算如下：

Ｖａｒ（Ｘｐ）＝∫
＋∞

－∞
（ｘｐ－μｐ）

２ｆ（ｘｐ）ｄｘｐ

＝∫
＋∞

－∞
…∫

＋∞

－∞
（ｘｐ－μｐ）

２ １
２πｘ２ｐ槡 －１

·ｅｘｐ －
（ｘｐ－μｐ）

２

２ｘ２ｐ( )
－１

ｄｘｐ

·
１
２πｘ２ｐ槡 －２

ｅｘｐ －
（ｘｐ－１－μｐ－１）

２

２ｘ２ｐ( )
－２

…

·
１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１…ｄｘｐ－１

＝∫
＋∞

－∞
…∫

＋∞

－∞
ｘ２ｐ－１

１
２πｘ２ｐ槡 －２

·ｅｘｐ －
（ｘｐ－１－μｐ－１）

２

２ｘ２ｐ( )
－２

…

·
１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１…ｄｘｐ－１

＝∫
＋∞

－∞

（ｘｐ－１－μｐ－１）
２

２πｘ２ｐ槡 －２

·ｅｘｐ －
（ｘｐ－１－μｐ－１）

２

２ｘ２ｐ( )
－２

ｄｘｐ－１…

∫
＋∞

－∞

１
２πσ槡 ２
ｅｘｐ －

（ｘ１－μ１）
２

２σ( )２ ｄｘ１

＋∫
＋∞

－∞

μ
２
ｐ－１

２πｘ２ｐ槡 －２

ｅｘｐ －
（ｘｐ－１－μｐ－１）

２

２ｘ２ｐ( )
－２

ｄｘｐ－１…

∫
＋∞

－∞

１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１

＝Ｖａｒ（Ｘｐ－１）＋μ
２
ｐ－１＝∑

ｐ－１

ｉ＝１μ
２
ｉ＋σ２ （７）

ｐ阶高斯分布迭代的三阶中心矩计算如下：
Ｅ｛［Ｘｐ－Ｅ（Ｘｐ）］３｝

＝∫
＋∞

－∞
（ｘｐ－μｐ）

３ｆ（ｘｐ）ｄｘｐ

＝∫
＋∞

－∞
…∫

＋∞

－∞
（ｘｐ－μｐ）

３ １
２πｘ２ｐ槡 －１

ｅｘｐ －
（ｘｐ－μｐ）

２

２ｘ２ｐ( )
－１

…

·
１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１…ｄｘｐ－１ｄｘｐ

＝
ｘ３ｐ－１
２槡π∫

＋∞

－∞μ
３
ｐｅｘｐ －μ

２
ｐ( )２ ｄμｐ∫

＋∞

－∞
…

∫
＋∞

－∞

１
２πｘ２ｐ槡 －２

ｅｘｐ －
（ｘｐ－１－μｐ－１）

２

２ｘ２ｐ( )
－２

ｄｘｐ－１…
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∫
＋∞

－∞

１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１＝０ （８）

ｐ阶高斯分布迭代的四阶中心矩计算如下：
Ｅ｛［Ｘｐ－Ｅ（Ｘｐ）］４｝

＝∫
＋∞

－∞
（ｘｐ－μｐ）

４ｆ（ｘｐ）ｄｘｐ

＝∫
＋∞

－∞
…∫

＋∞

－∞
（ｘｐ－μｐ）

４ １
２πｘ２ｐ槡 －１

ｅｘｐ －
（ｘｐ－μｐ）

２

２ｘ２ｐ( )
－１

…

·
１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１…ｄｘｐ－１ｄｘｐ

＝∫
＋∞

－∞
（ｘｐ－μｐ）

４ １
２πｘ２ｐ槡 －１

ｅｘｐ －
（ｘｐ－μｐ）

２

２ｘ２ｐ( )
－１

ｄｘｐ

·∫
＋∞

－∞

１
２πｘ２ｐ槡 －２

ｅｘｐ －
（ｘｐ－１－μｐ－１）

２

２ｘ２ｐ( )
－２

ｄｘｐ－１…

∫
＋∞

－∞

１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１

＝
２ｘ４ｐ－１
２槡π∫

＋∞

０ μ
４
ｐｅｘｐ －μ

２
ｐ( )２ ｄμｐ

·∫
＋∞

－∞

１
２πｘ２ｐ槡 －２

ｅｘｐ －
（ｘｐ－１－μｐ－１）

２

２ｘ２ｐ( )
－２

ｄｘｐ－１…

∫
＋∞

－∞

１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１

＝∫
＋∞

－∞
３ｘ４ｐ－１

１
２πｘ２ｐ槡 －２

ｅｘｐ －
（ｘｐ－１－μｐ－１）

２

２ｘ２ｐ( )
－２

ｄｘｐ－１…

∫
＋∞

－∞

１
２πσ槡 ２

ｅｘｐ －
（ｘ１－μ１）

２

２σ( )２ ｄｘ１ （９）

ｘ４ｐ－１＝（ｘｐ－１－μｐ－１＋μｐ－１）
４

＝［（ｘｐ－１－μｐ－１）
２＋μ

２
ｐ－１＋２μｐ－１（ｘｐ－１－μｐ－１）］

２

＝（ｘｐ－１－μｐ－１）
４＋μ

４
ｐ－１＋６（ｘｐ－１－μｐ－１）

２
μ
２
ｐ－１

＋４μ
３
ｐ－１（ｘｐ－１－μｐ－１）＋４μｐ－１（ｘｐ－１－μｐ－１）

３

（１０）
将式（１０）带入式（９）计算，得到：

Ｅ｛［Ｘｐ－Ｅ（Ｘｐ）］４｝

＝３∫
＋∞

－∞
（ｘｐ－１－μｐ－１）

４ １
２πｘ２ｐ槡 －２

ｅｘｐ－
（ｘｐ－１－μｐ－１）

２

２ｘ２ｐ( )
－２

ｄｘｐ－１…

∫
＋∞

－∞

１
２πσ槡 ２
ｅｘｐ －

（ｘ１－μ１）
２

２σ( )２ ｄｘ１

＋３∫
＋∞

－∞μ
４
ｐ－１

１
２πｘ２ｐ槡 －２

ｅｘｐ －
（ｘｐ－１－μｐ－１）

２

２ｘ２ｐ( )
－２

ｄｘｐ－１…

∫
＋∞

－∞

１
２πσ槡 ２
ｅｘｐ －

（ｘ１－μ１）
２

２σ( )２ ｄｘ１

＋１８∫
＋∞

－∞

（ｘｐ－１－μｐ－１）
２
μ
２
ｐ－１

２πｘ２ｐ槡 －２

ｅｘｐ－
（ｘｐ－１－μｐ－１）

２

２ｘ２ｐ( )
－２

ｄｘｐ－１…

∫
＋∞

－∞

１
２πσ槡 ２
ｅｘｐ －

（ｘ１－μ１）
２

２σ( )２ ｄｘ１

＝３Ｅ｛［Ｘｐ－１－Ｅ（Ｘｐ－１）］４｝＋３μ
４
ｐ－１＋１８μ

２
ｐ－１Ｖａｒ（Ｘｐ－１）

＝３ｐσ４＋６σ２∑
ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉμ

２
ｉ＋６∑

ｐ－１

ｉ＝１
∑
ｉ－１

ｊ＝１
３ｐ－ｉμ

２
ｉμ
２
ｊ＋∑

ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉμ

４
ｉ

（１１）
ｐ阶高斯分布迭代的峰度计算如下：

Ｋｕｒ（Ｘｐ）

＝
Ｅ｛［Ｘｐ－Ｅ（Ｘｐ）］４｝
［Ｖａｒ（Ｘｐ）］２

－３

＝
３Ｅ｛［Ｘｐ－１－Ｅ（Ｘｐ－１）］４｝＋３μ

４
ｐ－１＋１８μ

２
ｐ－１Ｖａｒ（Ｘｐ－１）

［∑
ｐ－１

ｉ＝１μ
２
ｉ＋σ２］２

－３

＝
３ｐσ４＋６σ２∑

ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉμ

２
ｉ＋６∑

ｐ－１

ｉ＝１
∑
ｉ－１

ｊ＝１
３ｐ－ｉμ

２
ｉμ
２
ｊ＋∑

ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉμ

４
ｉ

［∑
ｐ－１

ｉ＝１μ
２
ｉ＋σ２］２

－３

＝３ｐ
σ
４＋２σ２∑

ｐ－１

ｉ＝１
３１－ｉμ

２
ｉ＋２∑

ｐ－１

ｉ＝１
∑
ｉ－１

ｊ＝１
３１－ｉμ

２
ｉμ
２
ｊ＋∑

ｐ－１

ｉ＝１
３－ｉμ

４
ｉ

σ
４＋２σ２∑

ｐ－１

ｉ＝１μ
２
ｉ＋２∑

ｐ－１

ｉ＝１∑
ｉ－１

ｊ＝１μ
２
ｉμ
２
ｊ＋∑

ｐ－１

ｉ＝１
μ
４
ｉ

－３

（１２）
本节高阶高斯分布迭代的数字特征的证明方法和

结论与文献［１０］中对高阶正态云的数学性质证明相同．

４ 高阶高斯分布迭代的参数对峰度的影响
分析

从数学定义的表达式中可以看出，ｐ阶高斯分布迭
代具有ｐ＋１个参数，分别是μｉ（ｉ＝１，…，ｐ）和σ，参数
的取值决定了高阶高斯分布迭代反映出来的数学特

性．下面针对三种具有简单参数的高阶高斯分布迭代，
对其数学性质的变化趋势进行研究，并加以试验分析．

（１）对于μｉ＝０（ｉ＝１，…，ｐ），σ≠０的情况
Ｅ（Ｘｐ）＝μｐ＝０

Ｖａｒ（Ｘｐ）＝∑
ｐ－１

ｉ＝１
μ
２
ｉ＋σ２＝σ２

Ｅ｛［Ｘｐ－Ｅ（Ｘｐ）］４｝＝３ｐσ４

Ｋｕｒ（Ｘｐ）＝
Ｅ｛［Ｘｐ－Ｅ（Ｘｐ）］４｝
［Ｖａｒ（Ｘｐ）］２

－３＝３
ｐ
σ
４

σ
４ －３＝３

ｐ－３

峰度随阶数变化趋势如图１所示．
（２）对于μｉ＝μ（ｉ＝１，…，ｐ），ｒ＝σ／μ的情况

Ｅ（Ｘｐ）＝μｐ＝μ

Ｖａｒ（Ｘｐ）＝∑
ｐ－１

ｉ＝１
μ
２
ｉ＋σ２＝（ｐ－１）σ

２

ｒ２
＋σ２

Ｅ｛［Ｘｐ－Ｅ（Ｘｐ）］４｝

＝３ｐσ４＋６σ２∑
ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉμ

２
ｉ＋６∑

ｐ－１

ｉ＝１
∑
ｉ－１

ｊ＝１
３ｐ－ｉμ

２
ｉμ
２
ｊ＋∑

ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉμ

４
ｉ

＝３ｐσ４＋
６σ４∑

ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉ

ｒ２ ＋
６σ４∑

ｐ－１

ｉ＝１
（ｉ－１）３ｐ－ｉ

ｒ４ ＋
σ
４∑
ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉ

ｒ４
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＝３ｐσ４＋
６σ４∑

ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉ

ｒ２ ＋
σ
４∑
ｐ－１

ｉ＝１
（６ｉ－５）３ｐ－ｉ

ｒ４

Ｋｕｒ（Ｘｐ）＝
Ｅ｛［Ｘｐ－Ｅ（Ｘｐ）］４｝
［Ｖａｒ（Ｘｐ）］２

－３

＝
３ｐσ４＋

６σ４∑
ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉ

ｒ２ ＋
σ
４∑
ｐ－１

ｉ＝１
（６ｉ－５）３ｐ－ｉ

ｒ４

［（ｐ－１）σ
２

ｒ２＋σ
２］２

－３

＝
３ｐｒ４＋６ｒ２∑

ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉ＋∑

ｐ－１

ｉ＝１
（６ｉ－５）３ｐ－ｉ

ｒ４＋（ｐ－１）２＋２（ｐ－１）ｒ２
－３

峰度随阶数变化趋势如图２所示．

从图２可以看出，在μｉ＝μ（ｉ＝１，…，ｐ），ｒ＝σ／μ
的情况下，随着阶数的增加，高阶高斯分布迭代的峰度

不断增加；对于具有相同阶数的高斯分布而言，当０３
＜ｒ＜１０时，随着 ｒ的增加，峰度增加显著，而其他情况
峰度则趋于稳定，随 ｒ变化增长不大．

（３）对于μｉ＝ｒ
ｉ
σ（ｉ＝１，…，ｐ）的情况
Ｅ（Ｘｐ）＝μｐ＝ｒ

ｐ
σ

Ｖａｒ（Ｘｐ）＝∑
ｐ－１

ｉ＝１
μ
２
ｉ＋σ２＝（∑

ｐ－１

ｉ＝１
ｒ２ｉ＋１）σ２＝σ２（

ｒ２ｐ－１
ｒ２－１

）

Ｅ｛［Ｘｐ－Ｅ（Ｘｐ）］４｝

＝３ｐσ４＋６σ２∑
ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉμ

２
ｉ＋６∑

ｐ－１

ｉ＝１
∑
ｉ－１

ｊ＝１
３ｐ－ｉμ

２
ｉμ
２
ｊ＋∑

ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉμ

４
ｉ

＝３ｐσ４＋６σ４∑
ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉｒ２ｉ＋６σ４∑

ｐ－１

ｉ＝１
∑
ｉ－１

ｊ＝１
３ｐ－ｉｒ２（ｉ＋ｊ）

＋σ４∑
ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉｒ４ｉ

Ｋｕｒ（Ｘｐ）

＝
Ｅ｛［Ｘｐ－Ｅ（Ｘｐ）］４｝
［Ｖａｒ（Ｘｐ）］２

－３

＝
３ｐσ４＋６σ４∑

ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉｒ２ｉ＋６σ４∑

ｐ－１

ｉ＝１
∑
ｉ－１

ｊ＝１
３ｐ－ｉｒ２（ｉ＋ｊ）＋σ４∑

ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉｒ４ｉ

［（∑
ｐ－１

ｉ＝１
ｒ２ｉ＋１）σ２］２

－３

＝
３ｐ＋６∑

ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉｒ２ｉ＋６∑

ｐ－１

ｉ＝１
∑
ｉ－１

ｊ＝１
３ｐ－ｉｒ２（ｉ＋ｊ）＋∑

ｐ－１

ｉ＝１
３ｐ－ｉｒ４ｉ

１＋２∑
ｐ－１

ｉ＝１
ｒ２ｉ＋∑

ｐ－１

ｉ＝１
∑
ｐ－１

ｊ＝１
ｒ２（ｉ＋ｊ）

－３

峰度随阶数变化趋势如图３所示．

从图 ３可以看出，在μｉ＝ｒ
ｉ
σ（ｉ＝１，…，ｐ）的情况

下，随着阶数的增加，高阶高斯分布迭代的峰度不断增

加；当 ｒ≈１３时，峰度随阶数增长近似呈线性增长，当
ｒ＜１３时峰度随阶数增长趋势加剧，当 ｒ＞１３峰度随
阶数增长趋势减缓．

上述工作表明，可以基于高斯分布构造具有尖峰

肥尾特性的高阶高斯分布迭代，由于高斯分布具有良

好的数学性质，很容易对高阶高斯分布迭代的数学性

质进行推导．高阶高斯分布迭代可以用来刻画更多的
不确定性现象，是一种从高斯分布向尖峰肥尾分布过

渡的方法．

５ 云模型和典型高斯分布迭代的样本数据
统计分析实验

对于给定的具有“中间大、两头小”分布特征的 ｎ
个数据样本ｘｉ，如何判定用几阶的高斯分布迭代来刻画
比较合适，如何计算其参数，这其实也是逆向云模型发

生器［８］研究的主要内容．二阶中心矩和四阶中心矩为
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计算几种典型情况下的高阶高斯分布迭代的参数提供

了手段．参数定义如下：Ｅｘ表示样本期望，Ｅｎ１表示样
本方差为随机变量时的期望，Ｅｎ２表示样本 ２阶方差
（方差的方差）为随机变量时的期望，…，Ｅｎｐ－１表示样本
ｐ－１阶方差为随机变量时的期望，Ｈｅ为其方差．Ｃｋ表
示ｋ阶中心矩（其中 Ｃ２为方差）．

显然，Ｅｘ具有直接的物理意义，很容易求得，

Ｅｘ＝１ｎｘｉ（ｉ＝１，…，ｎ）

当 ｐ＝１时，显然有 ｃ２＝Ｅｎ２１
当 ｐ＝２时，ｃ２＝Ｅｎ２１＋Ｈｅ２，ｃ４＝９Ｈｅ４＋１８Ｅｎ２１Ｈｅ２＋

３Ｅｎ４１，可求得 Ｅｎ１和 Ｈｅ．
当 ｐ≥３时，变量增多，需要更多的方程来求解这

些变量，可是高阶中心矩对数据的敏感性将增大，使得

在实数内求解几乎不可能完成．
通过第３节数字特征的推导可以看出，Ｈｅ在样本

数据的分布特征中起着至关重要的作用，对于 Ｅｘ和Ｈｅ
中间的参数，我们不妨取 Ｅｎ１＝Ｅｎ２＝…＝Ｅｎｐ－１＝０为
不同阶高斯分布迭代的典型参数，计算得到的 ｐ值表
示目前的样本数据分布与典型高斯分布迭代之间的相

似关系．
首先，利用正向云发生器［１１］针对青年人这一概念，

生成其年龄属性的样本云滴，算法如下：

Ｅｘ＝２５；％期望年龄

Ｅｎ＝５；％青年人的年龄与期望年龄的方差为随机变量，期望是５
Ｈｅ＝１；％青年人的年龄与期望年龄的方差为随机变量，方差是１
ｆｏｒｉ＝１：ｎ ％循环产生ｎ个样本云滴

Ｅｎ′＝ｒａｎｄｎ（１）Ｈｅ＋Ｅｎ；％产生一个随机方差；

Ｘ（ｉ）＝ｒａｎｄｎ（１）Ｅｎ′＋Ｅｘ；％产生一个样本云滴；

ｅｎｄ

利用第４节中μｉ＝０（ｉ＝１，…，ｐ），σ≠０的情况下
的推导结论有 ｃ２＝Ｈｅ２，ｃ４＝３ｐＨｅ４，计算得到典型高斯
分布迭代的参数：阶数 ｐ＝１１１，样本期望 Ｅｘ′＝２５，最
后一阶的方差 Ｈｅ′＝５１．还可以对云模型中不同的 Ｈｅ
取值，计算典型高斯分布迭代的参数，如表１所示．进一
步地，给出通过云模型产生的云滴的分布与典型高斯

分布迭代之间的对比，如图４所示．
可以看出对于一个２阶云模型产生的云滴分布，当

Ｈｅ
Ｅｎ＞１时，随着 Ｈｅ的增大，云模型产生的云滴分布越

来越接近典型２阶高斯分布迭代，可以通过相应的典型

２阶高斯分布迭代来刻画，因此，当ＨｅＥｎ＞１时，逆向云发

生器算法［１１］可以通过求解典型高斯分布迭代的参数来

获取，因为他们生成的云滴分布基本相同，这为雾化［１２］

后的逆向云发生器求解提供了新的手段，同时也为高

阶云模型的逆向求解过程提供了思路．
表１ 云模型与典型高斯分布迭代之间的参数取值

云模型参数
典型高斯分布

迭代参数

Ｅｘ Ｅｎ Ｈｅ Ｐ Ｅｘ′ Ｈｅ′
备注

２５ ５ １ １．１１ ２５ ５．１ 靠近１阶
２５ ５ ３ １．５４ ２５ ５．８ 处于１阶和２阶之间
２５ ５ ５ １．８ ２５ ７ 靠近２阶
２５ ５ １０ ２ ２５ １１ ２阶
２５ ５ １００ ２ ２５ １０１ ２阶

６ 总结与展望

高阶高斯分布迭代及其期望、方差、四阶中心矩等

数学性质是对高斯分布的扩展，建立了高斯分布与尖

峰肥尾分布的桥梁．本文的定义和研究方式是以一个
方差σ作为初始的不确定性度量，层层迭代，每一层都

是以上一层生成的随机样本作为方差，连同本层的期

望生成一个随机样本，一方面作为本层的一个不确定

性实现，另一方面作为下一层迭代的方差．本文主要是
从数学理论的角度对基于高阶高斯分布迭代的高阶云

模型的数学特征进行了推导和分析，并针对产生的云

滴样本进行了初步的统计分析，下一阶段将对高阶云

模型及其应用研究展开进一步的工作．

致谢 感谢模糊集合专家王立新博士对本文研究内容

尤其是数学性质证明的指导和帮助．
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