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摘 要： 本文结合线性分组码和卷积码，构造出一类信息组长度和约束度都相对较大的多阶幻方卷积码．通过
定义一种多维矩阵，进行了状态转移分析，并借助矩阵运算构建出单一结构但却能并行处理的软判决维特比译码器．
仿真分析表明，该码类存在大量距离特性优良、高效率的好码，具有获取香农码的良好预期．
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１ 引言

卷积码通过不同时刻信息分组的协同编码，实现了

码组之间的信息共享，加长了码字的记忆时间跨度．早
期的卷积码有：由鲁滨逊等提出的利用差集三角构造的

自正交码和试凑法构造的可正交码［１］，以及由梅西构造

的一种可直接从接收序列中快速获取信息序列估值的

内快检码［２］．由于卷积码没有成熟的代数理论支撑，七
十年代有学者开始尝试借助计算机搜索好码，如 Ｂａｈｌ
等创立的基于维特比译码的搜索算法［３］，该算法适用于

中小约束度卷积码，而对于大约束度卷积码，则往往采

用基于序列译码的搜索算法［４］．自上世纪八十年代，凿
孔卷积码、咬尾卷积码和网格编码调制广泛应用于各种

数字通信系统［５～７］，其中，凿孔卷积码通过周期性删除

码字，实现了不同码率；咬尾卷积码的收尾状态和起始

状态相同，其环状记忆链可避免传输额外符号；而网格

码则巧妙地将编码和调制相结合，无需拓展带宽即可实

现明显的编码增益．九十年代，一种反馈型卷积码递归

系统卷积码伴随 Ｔｕｒｂｏ码的发现应运而生［８］，这是一种
系统码，却具有非系统码一样好的距离特性．目前，卷积
低密度校验码［９～１１］已成为继分组低密度校验码［１２，１３］后

的又一研究热点，当采用置信传播迭代译码时，可获得

高于维特比译码的性价比．此外，针对量子通信的误码
特性而提出的量子卷积码［１４，１５］也成为目前最好的量子

纠错码之一．
信息组长度和约束度的增加都能够引起卷积码记

忆时间跨度的增加，但纵观卷积码的发展，更多的研究

还是着眼于如何增加约束度，虽也有类似凿孔卷积码或

正交卷积码成功增加信息位长度的例子，但其增幅十分

有限，且往往导致码率变高，距离特性变差．此现状的主
要原因是：计算机搜索往往比借助代数理论更易找到好

的卷积码，而试探性搜索时，单方面思考约束度的增加

给编码结构带来的变化会更为容易．但另一方面，由于
试探数量是随约束度的增长而呈指数增长的，导致大约

束度卷积码的搜索变得十分困难．
基于以上分析，本文结合（２，１，ｌ）卷积码与（２ｋ，ｋ）
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线性分组码，构造了一类（２ｋ，ｋ，ｌ）新型卷积码，实现了
记忆时间跨度的 ｋ倍增长．之后，通过定义一种多维矩
阵，引入了状态转移的矩阵描述，完成了相关证明．第
三节通过借助一些矩阵处理模块，设计了一种软判决

维特比［１６］矩阵译码器，阐述了译码过程．仿真部分测试
了幻方卷积码的误码特性，比较发现幻方卷积码在纠

错能力和运算速度两方面均优于传统卷积码．

２ 编码及状态转移

２．１ 基于矩阵运算的编码结构

以下一般按伽罗华域 ＧＦ（２）运算，设（２，１，ｌ）卷积
码的生成多项式矩阵为：
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ｊ＝０
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ｊ＝０
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
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（１）

其中 Ｄ为延迟算子，ｇｊ、ｈｊ＝１或０，按该式构造可得到
（２ｋ，ｋ，ｌ）卷积码编码器，如图１．设矢量寄存器 Ｄｊ保
存的信息组Ｍ（ｔ－ｊ）＝［ｍ０（ｔ－ｊ）ｍ１（ｔ－ｊ）ｍ２（ｔ－ｊ），
…，ｍｋ－１（ｔ－ｊ）］Ｔ，Ｄｊ对ｋ位元素同时进行延时．线性

组合器１按多项式∑
ｌ

ｊ＝０
ｇｊＭ（ｔ－ｊ）计算，并与（２ｋ，ｋ）线

性分组码的生成矩阵 Ｇ＝
Ｉ[ ]Ｐ相乘，得到编码输出：
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（２）
其中 Ｉ为单位阵，Ｉ、Ｐ均为ｋ×ｋ矩阵；线性组合器２按

多项式∑
ｌ

ｊ＝０
（ｇｊ＋ｈｊ）Ｍ（ｔ－ｊ）计算，并送入嵌零部分嵌

入 ｋ个０，得到２ｋ×１的输出矢量：
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该式与式（２）相加后可计算得到编码输出：
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图１将线性分组码（以下称内嵌码）嵌入到卷积码
的编码结构，每次有 ｋ×（ｌ＋１）位信息参与到内嵌码的
编码，符合短码构造长码的思想，且不会有级联码［１７，１８］

那样的码率损失．当内嵌码为（２，１）偶校验码时，Ｐ＋Ｉ
＝［０］，式（４）与式（１）等效，可得到（２，１，ｌ）卷积码，可见
这种编码结构揭示了短码构造长码的本质．

（２，１，ｌ）卷积码的编码结构和内嵌码的距离特性将
直接影响（２ｋ，ｋ，ｌ）卷积码的纠错能力，表１从文献［１９］
引入 ｌ＝１～５的具有最佳距离特性的卷积码，对应式
（１），在表中将多项式系数按三个一组划分后以八进制
表示；表２从文献［２０］引入 ｋ＝１～５的具有最大最小距
离的二进制（２ｋ，ｋ）双环循环码作为内嵌码，其中 Ｐ矩
阵的每一列同样按三个一组划分后表示成八进制．

表１ （２，１，ｌ）卷积码的生成多项式系数

约束度（ｌ） ｇ０～ｇｌ ｈ０～ｈｌ
１ ３ １
２ ７ ５
３ １７ １３
４ ３１ ２７
５ ７５ ５３

表２ （２ｋ，ｋ）内嵌码的 Ｐ矩阵和最小距离

信息组长（ｋ） Ｐ矩阵 最小距离

１ ［１］ ２
２ ［１２］ ２
３ ［３５６］ ３
４ ［１３１５１６７］ ４
５ ［７２３３１３４１６］ ４

２．２ 状态转移的矩阵描述

在引入状态转移矩阵描述之前，先按 ｌ＋１维空间
的 ｘ０，ｘ１，…，ｘｌ方向定义一种ｌ＋１维矩阵．由图１，状态

Ｓｉ１ｉ２…ｉｌ＝

Ｍ（ｔ－１）
Ｍ（ｔ－２）
…

Ｍ（ｔ－ｌ











）

与 Ｓｉ０ｉ１…ｉｌ－１＝

Ｍ（ｔ）
Ｍ（ｔ－１）
…

Ｍ（ｔ－ｌ＋１











）

之间

可发生转移，其中 ｉ０、ｉ１、ｉ２、…、ｉｌ分别为Ｍ（ｔ）、Ｍ（ｔ－
１）、…、Ｍ（ｔ－ｌ）的十进制，取值范围是０～２ｋ－１．设 Ｋ
＝２ｋ－１，可按式（４）分别计算出 Ｓｉ１ｉ２…ｉｌ－１０～Ｓｉ１ｉ２…ｉｌ－１Ｋ转

移到Ｓｉ０ｉ１…ｉｌ－１所对应的码字 Ｃ
ｉ０ｉ１…ｉｌ－１０～Ｃｉ０ｉ１…ｉｌ－１Ｋ，并按 ｘｌ

方向合并，得到如下矩阵：

Ｃｉ０ｉ１…ｉｌ－１ｘｌ
＝［Ｃｉ０ｉ１…ｉｌ－１０Ｃｉ０ｉ１…ｉｌ－１１…Ｃｉ０ｉ１…ｉｌ－１Ｋ］ｘｌ （５）

若将每个码字视为一个元素，这是一个 １×２ｋ一维矩
阵，该式的含义是：当前某个状态可由２ｋ种前一状态的
其中之一转移而来．接下来，可将 ｉｌ－１＝０～Ｋ带入式
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（５），得到２ｋ个 １×２ｋ一维矩阵，再按 ｘｌ－１方向合并成
２ｋ×２ｋ的二维矩阵：

Ｃｘｌ－１ｘｌ＝［Ｃ
ｉ０ｉ１…ｉｌ－２０ｘｌ

Ｃｉ０ｉ１…ｉｌ－２１ｘｌ
…Ｃｉ０ｉ１…ｉｌ－２Ｋｘｌ

］ｘｌ－１
（６）

以此类推，最后按 ｘ０方向合并得到２ｋ×２ｋ×…×２ｋ的ｌ
＋１维状态转移矩阵：

Ｃｘ０ｘ１ｘ２…ｘｌ＝［Ｃ
０
ｘ１ｘ２…ｘｌ

Ｃ１ｘ１ｘ２…ｘｌ…Ｃ
Ｋ
ｘ
１ｘ２…ｘｌ

］ｘ０
（７）

该式囊括了（２ｋ，ｋ，ｌ）卷积码的所有状态转移，笔者针
对一些 ｋ、ｌ，通过计算机编程导出式（７），发现从 ｘ０、ｘ１、
…、ｘｌ不同方向获得的任意一个２ｋ×２ｋ二维子矩阵满
足以下性质：

性质１ 二进制情况下，任意一行（列）的 ２ｋ个码
字的相同位，０和１等数量；

性质２ 二进制情况下，任意一行（列）的 ２ｋ个码
字的码重和等于２ｋ×ｋ；

性质３ 十进制情况下，矩阵的每行（列）元素之和

相等，符合幻方特性［２１］，当编码约束度 ｌ大于 ２时，可
称其为多阶幻方卷积码．

以上三点从不同角度体现了幻方卷积码具有高度

均衡的码字重量分布．不妨定义所有 ｋ位矢量 Ｍｉ＝
［ｍｉ０ ｍｉ１ ｍｉ２ … ｍｉ（ｋ－１）］Ｔ构成包含 ２ｋ个元素的
集合Φ（ｋ），其中 ｉ是Ｍｉ的十进制，取值范围０～２ｋ－１．
在证明这三个性质之前，先给出相关引理：

引理１ 集合Φ（ｋ）中的所有元素的相同位，０和１
等数量；

引理２ 集合Φ（ｋ）中的各元素加上同一个元素
后，映射为集合自身；

引理３ 设 Ｍ∈Φ（ｋ）的码重为 ｗ（Ｍ），则集合中
ｗ（Ｍ）为奇数的数量和偶数的数量各占２ｋ－１；
引理４ 对集合Φ（ｋ）的所有元素进行相同位置的

位删除，定义不改变原有次序的、缩短到 ｓ位的新元素
为Ｍ′ｉ＝［ｍ′ｉ０ ｍ′ｉ１ ｍ′ｉ２ … ｍ′ｉ（ｓ－１）］Ｔ，并映射为集合

Φ
′（ｋ），其中０＜ｓ＜ｋ，则Φ′（ｋ）包含有２ｋ－ｓ个Φ（ｓ）．
以上四个引理可从８４２１自然二进制码的码字结构

获得，这里不予以证明．
引理 ５ 给定矢量 Ｍ＝［ｍ０ ｍ１ ｍ２ …

ｍｋ－１］Ｔ∈Φ（ｋ），Ｐ＝［ｐｘｙ］为域 ＧＦ（２）的 ｋ×ｋ常数矩
阵，其中 ｘ、ｙ＝０～ｋ－１，Ｐ的任何一行（列）不全为０．
当 Ｍｉ遍历８４２１码时，定义
Ｈｉ＝Ｐ×Ｍｉ＋Ｍ＝［ｈｉ０ ｈｉ１ ｈｉ２ … ｈｉ（ｋ－１）］Ｔ

（８）
构成集合ψ（ｋ），则ψ（ｋ）中所有元素的相同位，０与 １
等数量．
证明 设 Ｈ′ｉ＝Ｐ×Ｍｉ＝［ｈ′ｉ０ ｈ′ｉ１ ｈ′ｉ２ …

ｈ′ｉ（ｋ－１）］Ｔ，则 Ｈ′ｉ的首位

ｈ′ｉ０＝［ｐ００ ｐ０１ … ｐ０（ｋ－１）］

×［ｍｉ０ ｍｉ１ ｍｉ２ … ｍｉ（ｋ－１）］Ｔ＝∑
ｋ－１

ｙ＝０
ｐ０ｙｍｉｙ （９）

当系数 ｐ０ｙ＝０时，相当于删除掉 ｍｉｙ，由引理 ４对
Ｍ′ｉ的定义得：

ｈ′ｉ０＝∑
ｋ－１

ｙ＝０
ｐ０ｙｍｉｙ＝∑

ｓ－１

ｙ＝０
ｍ′ｉｙ＝ｗ（Ｍ′ｉ）（ｍｏｄ２） （１０）

再联合引理３和引理４：ｉ遍历０～２ｋ－１后，ｈ′ｉ０为０或１
的数量是相等的．接下来，考虑到 Ｍ的首位ｍ０取值为
０或１，由式（８）得：

ｈｉ０＝ｈ′ｉ０＋ｍ０＝ｈ′ｉ０或ｈ′ｉ０ （１１）
该式表明，当 ｍ０＝１时，相当于对 ｈ′００～ｈ′（２ｋ－１）０同时取
反码，即０、１相互转换，且互换的次数相同，所以依然不
会改变０和１等数量的事实．ｈｉ１～ｈｉ（ｋ－１）同理可证．

定理１ 一阶幻方卷积码满足性质１；
证明 根据式（７），设一阶幻方卷积码（２ｋ，ｋ，１）的

二维状态转移矩阵为：

Ｃｘ０ｘ１＝

Ｃ００ Ｃ０１ … Ｃ０Ｋ

Ｃ１０ Ｃ１１ … Ｃ１Ｋ

  

ＣＫ０ ＣＫ１ … Ｃ











ＫＫ

（１２）

查表１得到（２，１，１）卷积码的生成多项式矩阵为 Ｇ（Ｄ）

＝
１＋Ｄ[ ]１

，可根据式（４）计算出式（１２）的某个元素：

Ｃｉ０ｉ１＝Ｇ×（Ｍ（ｔ）＋Ｍ（ｔ－１））＋
０

Ｍ（ｔ－１[ ]）
＝

Ｍ（ｔ）＋Ｍ（ｔ－１）
Ｐ×（Ｍ（ｔ）＋Ｍ（ｔ－１））＋Ｍ（ｔ－１[ ]）

＝
Ｃｉ０ｉ１ｈ
Ｃｉ０ｉ１[ ]
ｌ

（１３）

其中 Ｃｉ０ｉ１对应状态 Ｓｉ１到状态 Ｓｉ０的转移；ｉ０、ｉ１对应

Ｍ（ｔ）、Ｍ（ｔ－１）的十进制；Ｃｉ０ｉ１ｈ、Ｃｉ０ｉ１ｌ 对应Ｃｉ０ｉ１的高 ｋ位
和低ｋ位．首先证明式（１２）的某行，从 Ｃｉ０ｉ１的上标可以
看出，其中的２ｋ个码字有相同的Ｍ（ｔ），Ｍ（ｔ－１）则构
成了集合Φ（ｋ）．根据引理２，这２ｋ个码字的高ｋ位

Ｃｉ０ｉ１ｈ ＝Ｍ（ｔ）＋Ｍ（ｔ－１） （１４）
可映射成集合Φ（ｋ），由引理 １可知结论成立．现在考
察低 ｋ位

Ｃｉ０ｉ１ｌ ＝Ｐ×（Ｍ（ｔ）＋Ｍ（ｔ－１））＋Ｍ（ｔ－１）
＝Ｐ×Ｍ（ｔ）＋（Ｐ＋Ｉ）Ｍ（ｔ－１）） （１５）

前面的分析已经指出，对于给定的行，Ｐ和Ｍ（ｔ）
都是确定的，所以式（１５）中的（Ｐ＋Ｉ）为常数矩阵、Ｐ×
Ｍ（ｔ）为常数矢量，又由于 Ｍ（ｔ－１）构成集合Φ（ｋ），所
以该式完全符合式（８）条件，根据引理５可知结论也是
成立的．同理可证“列”的情况．
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定理２ 一阶幻方卷积码满足性质２；
证明 定理１可得出一个更弱的结论，即式（１２）的

其中一行（列）的２ｋ个码字中，０和１必然等数量，所以
这２ｋ个码字的码重和为：

ｗ＝∑
２ｋ－１

ｉ０＝０
ｗ（Ｃｉ０ｉ１）＝∑

２ｋ－１

ｉ１＝０
ｗ（Ｃｉ０ｉ１）＝２ｋ×２

ｋ

２ ＝ｋ×２ｋ

（１６）
定理３ 一阶幻方卷积码满足性质３；
证明 以下计算限于 ＧＦ（∞），设 Ｃｉ０ｉ１ ＝［ｃｉ０ｉ１２ｋ－１

ｃｉ０ｉ１２ｋ－２… ｃｉ０ｉ１１ ｃｉ０ｉ１０］Ｔ，则式（１２）的某一列的２ｋ个码字的十
进制之和为：

Ｓ＝∑
２ｋ－１

ｉ０＝０
Ｃｉ０ｉ１＝∑

２ｋ－１

ｉ０＝０
∑
２ｋ－１

ｎ＝０
２ｎｃｉ０ｉ１ｎ ＝∑

２ｋ－１

ｎ＝０
∑
２ｋ－１

ｉ０＝０
２ｎｃｉ０ｉ１ｎ （１７）

由定理１的结论可知，当 ｉ０遍历０～２ｋ－１时，ｃｉ０ｉ１ｎ
中０和１的数量均为２ｋ－１，则：

Ｓ＝∑
２ｋ－１

ｎ＝０
∑
２ｋ－１

ｉ０＝０
２ｎｃｉ０ｉ１ｎ ＝∑

２ｋ－１

ｎ＝０
２ｎ２ｋ－１＝２ｋ－１（２２ｋ－１）（１８）

同理可证任意一行的２ｋ个码字的十进制之和也等
于２ｋ－１（２２ｋ－１）．从定理１和定理２的证明过程可以看
出，性质２、３实则为性质１的两个推论．

定理４ 二阶、多阶幻方卷积码满足三个性质．
证明 根据式（７），设（２ｋ，ｋ，２）二阶幻方卷积码的

三维状态转移矩阵为：

Ｃｘ０ｘ１ｘ２＝

Ｃ０００Ｃ００１… Ｃ００Ｋ

Ｃ０１０ Ｃ０１１… Ｃ０１Ｋ

  

Ｃ０Ｋ０Ｃ０Ｋ１… Ｃ０











ＫＫ
ｘ１ｘ２

Ｃ１００Ｃ１０１… Ｃ１０Ｋ

Ｃ１１０ Ｃ１１１… Ｃ１１Ｋ

  

Ｃ１Ｋ０Ｃ１Ｋ１… Ｃ１











ＫＫ
ｘ１ｘ







２

…

ＣＫ００ＣＫ０１… ＣＫ０Ｋ

ＣＫ１０ＣＫ１１… ＣＫ１Ｋ

  

ＣＫＫ０ＣＫＫ１… Ｃ











ＫＫＫ
ｘ１ｘ






２ ｘ０

（１９）

其中，ｘ１、ｘ２两个方向确定了２ｋ个２ｋ×２ｋ二维子矩阵，
并按 ｘ０方向合并成一个三维矩阵．查表１可得（２，１，２）

卷积码的生成多项式矩阵为 Ｇ（Ｄ）＝
１＋Ｄ＋Ｄ２

１＋Ｄ[ ]２
，根

据式（４）可计算出式（１９）的某个元素：

Ｃｉ０ｉ１ｉ２＝
Ｍ（ｔ）＋Ｍ（ｔ－１）＋Ｍ（ｔ－２）

Ｐ×（Ｍ（ｔ）＋Ｍ（ｔ－１）＋Ｍ（ｔ－２））＋Ｍ（ｔ－１[ ]）
＝
Ｃｉ０ｉ１ｉ２ｈ

Ｃｉ０ｉ１ｉ２[ ]
ｌ

（２０）

其中 Ｃｉ０ｉ１ｉ２对应状态 Ｓｉ１ｉ２到状态 Ｓｉ０ｉ１的转移；ｉ０、ｉ１、ｉ２对

应 Ｍ（ｔ）、Ｍ（ｔ－１）、Ｍ（ｔ－２）的十进制；Ｃｉ０ｉ１ｉ２ｈ 、Ｃｉ０ｉ１ｉ２ｌ 对

应 Ｃｉ０ｉ１ｉ２的高 ｋ位和低 ｋ位．首先考察式（１９）中某给定子

矩阵的某一行，其中的２ｋ个码字有相同的 Ｍ（ｔ）和 Ｍ（ｔ
－１），Ｍ（ｔ－２）则构成了集合Φ（ｋ），所以由引理２可知
高 ｋ位 Ｃｉ０ｉ１ｉ２ｈ ＝Ｍ（ｔ）＋Ｍ（ｔ－１）＋Ｍ（ｔ－２）也会构成集
合Φ（ｋ），性质１成立．对于低 ｋ位，可整理得到：
Ｃｉ０ｉ１ｉ２ｌ ＝Ｐ×Ｍ（ｔ）＋（Ｐ＋Ｉ）×Ｍ（ｔ－１）＋Ｐ×Ｍ（ｔ－２）

（２１）
类似于定理１的分析，该式中 Ｐ为常数矩阵、Ｐ×

Ｍ（ｔ）＋（Ｐ＋Ｉ）×Ｍ（ｔ－１）为固定矢量，Ｍ（ｔ－２）则构
成集合Φ（ｋ），符合式（８）条件，可见性质 １同样成立．
事实上，对于其他方向的子矩阵的某一行或列的２ｋ个
码字，Ｍ（ｔ）、Ｍ（ｔ－１）和 Ｍ（ｔ－２）之中总是有一个且
只有一个不同，并构成了集合Φ（ｋ），所以同理可证．性
质１得证，性质２、３的证明就非常容易了．

对于多阶幻方卷积码的状态转移子矩阵的某一行

或列，Ｍ（ｔ）、Ｍ（ｔ－１）、…、Ｍ（ｔ－ｌ）之中仍然仅仅只有
一个不同，而且正好构成集合Φ（ｋ），所以最终都可以
归结为类似于一、二阶幻方卷积码的证明．

３ ｖｉｔｅｒｂｉ矩阵译码器

各状态节点以８４２１自然二进制码排序，依照式（７）
将相邻时间的节点连通，并按式（４）计算对应码字，若
干状态节点首尾相连便可构成（２ｋ，ｋ，ｌ）卷积码的栅格
图．虽然幻方卷积码与常规卷积码的栅格图有所区别，
但同样可采用Ｖｉｔｅｒｂｉ译码．由状态转移描述可知，栅格
图有２ｌｋ种状态，前一时刻状态的高 ｋ（ｌ－１）位与当前
时刻状态的低 ｋ（ｌ－１）位相同时对应的节点连通，因此
有２ｋ条分支路径汇接于同一个节点，一共可形成
２（ｌ＋１）ｋ条分支．称单个分支的似然度为分支度量，一条
连通路径的分支度量累加值为路径度量．在 Ｖｉｔｅｒｂｉ译
码器的工程设计中一般采用并行结构，以牺牲结构复

杂度获得快速译码［２２，２３］，当前时刻，幻方卷积码的并行

译码需对汇接于某个状态节点的２ｋ条分支分别计算度
量值，并与前一时刻的路径度量相加，得到２ｋ个新的路
径度量，然后从中挑选出具有最大度量值的路径作为

幸存路径．由于一共有２ｌｋ个这样的“乘加比选”并行操
作，所以需要２ｌｋ个寄存单元保存幸存路径度量，以提供
给下一次累加计算使用．为避免溢出，应定期对路径度
量实施衰减．另外，并行译码还需提供２ｌｋ个寄存器组，
用以保存幸存路径，寄存器组包含的寄存单元越多，保

存的幸存路径越长，译码结果越接近最优．
３．１ 乘加比选

借助矩阵运算可设计一种运算效率更高、分析和

设计更方便的单一结构 Ｖｉｔｅｒｂｉ并行译码器，如图 ２所
示．为方便分支度量的计算，可按 ｘ０，ｘ１，…，ｘｌ方向逐
一提取式（７）中的元素，并整形为２（ｌ＋１）ｋ×１一维矩阵：
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Ｃ＝ Ｃ００…００Ｃ００…０１… Ｃ００…０ＫＣ００…１０… ＣＫＫ…[ ]ＫＫ Ｔ

（２２）
其中，上标 ｉ０ｉ１…ｉｌ－１ｉｌ可视为 ｌ＋１位 ２ｋ进制排序；
Ｃ００…００～Ｃ００…０Ｋ对应汇接于状态节点Ｓ００…０的２ｋ条分支，
后面以此类推．如果视码字为１×２ｋ矢量而不是一个
元素，可将式（２２）变换为２（ｌ＋１）ｋ×２ｋ矩阵：

Ｃ＝

ｃ００…０００ ｃ００…０１０ … ｃ００…０Ｋ０ ｃ００…１００ … ｃＫＫ…ＫＫ０

ｃ００…００１ ｃ００…０１１ … ｃ００…０Ｋ１ ｃ００…１０１ … ｃＫＫ…ＫＫ１

  

ｃ００…００２ｋ－１ｃ００…０１２ｋ－１… ｃ００…０Ｋ２ｋ－１ ｃ００…１０２ｋ－１… ｃＫＫ…ＫＫ２ｋ











－１

Ｔ

（２３）

该式为常数矩阵，也即是图２中码字发生器的输出，可
借助矩阵运算进行编码，再转换成双极性码后存入工

作空间，仿真时直接取用．
当前时刻，设接收到带有噪声的软信息矢量 Ｒ（ｔ）

＝［ｒ０（ｔ） ｒ１（ｔ） … ｒ２ｋ－１（ｔ）］Ｔ，矩阵乘法器完成
“乘”操作，输出：

Ｑ（ｔ）＝Ｃ×Ｒ（ｔ）＝

ρ
００…００（ｔ）ρ

００…０１（ｔ）…ρ
００…０Ｋ（ｔ）ρ

００…１０（ｔ）…ρ
ＫＫ…ＫＫ（ｔ[ ]）Ｔ

（２４）

其中 ρ
ｉ０ｉ１…ｉｌ－１ｉｌ（ｔ）＝∑

２ｋ－１

ｎ＝０
ｃｉ０ｉ１…ｉｌ－１ｉｌｎ ｒｎ（ｔ） （２５）

为 Ｃｉ０ｉ１…ｉｌ－１ｉｌ和Ｒ（ｔ）的相关运算，由文献［１７］可知，相关
运算与欧氏距离运算等价，进而与最大后验概率等价．
可见 Ｃ和Ｒ（ｔ）的矩阵乘法可一次性完成所有２（ｌ＋１）ｋ条
分支的似然度计算，计算结果符合最大后验概率准则．
设矩阵加法器的当前输出为：

Λ（ｔ）＝
λ
００…００（ｔ）λ００…０１（ｔ）…λ００…０Ｋ（ｔ）λ００…１０（ｔ）…λＫＫ…ＫＫ（ｔ[ ]）Ｔ

（２６）
和 Ｑ（ｔ）一样，这是一个２（ｌ＋１）ｋ×１矩阵，为了便于执行
“比较”操作，整形模块按顺序依次从该式中提取２ｋ个
元素作为新矩阵的一行，将其整形为２ｌｋ×２ｋ矩阵：

Λ′（ｔ）＝

λ
００…００（ｔ） λ

００…０１（ｔ） … λ
００…０Ｋ（ｔ）

λ
００…１０（ｔ） λ

００…１１（ｔ） … λ
００…１Ｋ（ｔ）



λ
００…Ｋ０（ｔ） λ００…Ｋ１（ｔ） … λ

００…ＫＫ（ｔ）


λ
ＫＫ…Ｋ０（ｔ） λＫＫ…Ｋ１（ｔ） … λ

ＫＫ…ＫＫ（ｔ

















）
（２７）

其中每一列元素上标的高 ｌ位按２ｋ进制排序，比较器模
块对每一行的２ｋ个元素进行比较后输出最大值，得到：

Ｙ（ｔ）＝

ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ
００…０ｊ（ｔ{ }）

ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ
００…１ｊ（ｔ{ }）



ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ
００…Ｋｊ（ｔ{ }）



ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ
ＫＫ…Ｋｊ（ｔ{ }

















）

（２８）

以上过程的作用是：通过比较进入状态节点 Ｓｉ０ｉ１…ｉｌ－１的

２ｋ条路径度量，找到该节点所对应的最大似然路径．为
了避免 Ｙ（ｔ）的元素逐渐变大，衰减器从该式中找出最
小值λｍｉｎ并相减，输出：

Ｙ′（ｔ）＝

ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ
００…０ｊ（ｔ{ }） －λｍｉｎ

ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ
００…１ｊ（ｔ{ }） －λｍｉｎ


ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ
００…Ｋｊ（ｔ{ }） －λｍｉｎ


ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ
ＫＫ…Ｋｊ（ｔ{ }） －λ



















ｍｉｎ

（２９）

这里对 Ｙ（ｔ）中所有元素都做了同等衰减，并不会破坏
最大似然准则，且可使路径度量始终稳定在较小值．

Ｙ′（ｔ）被送到路径度量存储器保存，由于每一个旧
状态会指向２ｋ个新状态，对应路径度量在下一次累加
中将被调用２ｋ次，因此需要对 Ｙ′（ｔ）进行２ｋ重矩阵的
行合并，则下一时刻累加器的输出为：

Λ（ｔ＋１）＝Ｑ（ｔ＋１）＋

Ｙ′（ｔ）
Ｙ′（ｔ）


Ｙ′（ｔ











）

＝

ρ
００…０（ｔ＋１）＋ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ

００…０ｊ（ｔ{ }） －λｍｉｎ

ρ
００…１（ｔ＋１）＋ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ

００…１ｊ（ｔ{ }） －λｍｉｎ


ρ
ＫＫ…Ｋ（ｔ＋１）＋ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ

ＫＫ…Ｋｊ（ｔ{ }） －λｍｉｎ

ρ
００…０（ｔ＋１）＋ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ

００…０ｊ（ｔ{ }） －λｍｉｎ


ρ
ＫＫ…Ｋ（ｔ＋１）＋ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ

ＫＫ…Ｋｊ（ｔ{ }） －λｍｉｎ


ρ
ＫＫ…Ｋ（ｔ＋１）＋ｍａｘ０≤ｊ≤Ｋλ

ＫＫ…Ｋｊ（ｔ{ }） －λ



























ｍｉｎ

（３０）
累加器、整形器、比较器、衰减器、路径度量存储器以及

合并器构成的环路完成了加比选以及路径度量的衰减

和更新等操作．
３．２ 幸存路径的保存和更新

每一个当前状态节点都将与式（２８）选中的上一时
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刻状态节点所保留的那条幸存路径连通，并删除该路

径的最旧分支，完成幸存路径的更新，此过程由图２中
的动态选择器和列合并器完成．译码器需要提供与当
前时刻状态节点 Ｓｉ０ｉ１…ｉｌ－１顺序一致的原始信息组，设２

ｋｌ

组信息矢量构成如下矩阵：

β＝［β００…００β００…０１…β００…０Ｋβ００…１０…βＫＫ…ＫＫ］Ｔ （３１）
其中βｉ０ｉ１…ｉｌ－１＝（ｉ０）Ｂ为１×ｋ二进制信息，设定当前时
刻幸存路径存储器的内容为：

Ｘ（ｔ）＝

β００…００ Ｘ００…００（ｔ－１）Ｘ００…００（ｔ－２）… Ｘ００…００（ｔ－τ）

β００…０１ Ｘ００…０１（ｔ－１）Ｘ００…０１（ｔ－２）… Ｘ００…０１（ｔ－τ）


β００…０ＫＸ００…０Ｋ（ｔ－１）Ｘ００…０Ｋ（ｔ－２）… Ｘ００…０Ｋ（ｔ－τ）

β００…１０ Ｘ００…１０（ｔ－１）Ｘ００…１０（ｔ－２）… Ｘ００…１０（ｔ－τ）


βＫＫ…ＫＫＸＫＫ…ＫＫ（ｔ－１）ＸＫＫ…ＫＫ（ｔ－２）… ＸＫＫ…ＫＫ（ｔ－τ





















）

（３２）
这是２ｌｋ×ｋ（τ＋１）矩阵，τ为存储深度．该矩阵的最后
ｋ列为最旧信息组．
动态选择器的作用是找到每一个新分支所对应的

上一时刻幸存路径，设式（２８）中最大值的索引矩阵为：
Ｉ＝［ｉ００…００ｉ００…０１… ｉ００…０Ｋｉ００…１０… ｉＫＫ…ＫＫ］Ｔ （３３）

其中各元素取值范围是 ０～２ｋ－１．事实上，该式是式
（２８）的每一行的列索引，需转换成式（３２）的行索引才能
为其所用，令：

α０＝α１＝…＝αＫ＝２ｋ［０１２… ２（ｌ－１）ｋ－１］ （３４）
可合并得到修正矢量：

α＝［α０α１α２…αＫ］Ｔ （３５）
该式与式（３３）相加后修正为新的行索引矩阵：

Ｕ＝［ｕ００…００ｕ００…０１…ｕ００…０Ｋｕ００…１０…ｕＫＫ…ＫＫ］Ｔ （３６）
当下一时刻到来时，动态选择器从幸存路径存储器获

取 Ｘ（ｔ），并根据 Ｕ对其逐行选择，完成行的重新排序：
Ｘ′（ｔ）＝

βｕ００…００ Ｘｕ００…００（ｔ－１）Ｘｕ００…００（ｔ－２）… Ｘｕ００…００（ｔ－τ）

βｕ００…０１ Ｘｕ００…０１（ｔ－１）Ｘｕ００…０１（ｔ－２）… Ｘｕ００…０１（ｔ－τ）



βｕ００…０Ｋ Ｘｕ００…０Ｋ（ｔ－１）Ｘｕ００…０Ｋ（ｔ－２）… Ｘｕ００…０Ｋ（ｔ－τ）

βｕ００…１０ Ｘｕ００…１０（ｔ－１）Ｘｕ００…１０（ｔ－２）… Ｘｕ００…１０（ｔ－τ）



βｕＫＫ…ＫＫ ＸｕＫＫ…ＫＫ（ｔ－１）ＸｕＫＫ…ＫＫ（ｔ－２）… ＸｕＫＫ…ＫＫ（ｔ－τ























）

（３７）
再与β执行列合并，并自动删除最后 ｋ列，得到新的幸
存路径矩阵：

Ｘ′（ｔ）＝

β００…００βｕ００…００ Ｘｕ００…００（ｔ－１）… Ｘｕ００…００（ｔ－τ＋１）

β００…０１βｕ００…０１ Ｘｕ００…０１（ｔ－１）… Ｘｕ００…０１（ｔ－τ＋１）



β００…０Ｋβｕ００…０Ｋ Ｘｕ００…０Ｋ（ｔ－１）… Ｘｕ００…０Ｋ（ｔ－τ＋１）

β００…１０βｕ００…１０ Ｘｕ００…１０（ｔ－１）… Ｘｕ００…１０（ｔ－τ＋１）



βＫＫ…ＫＫβｕＫＫ…ＫＫＸｕＫＫ…ＫＫ（ｔ－１）… ＸｕＫＫ…ＫＫ（ｔ－τ＋１























）

（３８）

随着存储深度的增加，某些幸存路径将汇接于同

一节点，体现在式（３８）靠右的列元素逐渐趋于相同，
图３是（６，３，３）幻方卷积码对该式的一个仿真截图，从
中可以清楚的看到这一点．

ｍａｘ模块的作用是输出 Ｙ′（ｔ）中最大元素的索引，
动态选择器根据该索引在式（３８）的最后 ｋ列中选择对
应信息码元作为译码输出，此操作可有效降低存储深

度τ，因为即使最后一个节点幸存路径没有完全汇合，

译码器仍可选择最好的一条路径作为译码输出．

４ 仿真分析

仿真置于ＢＰＳＫ调制及高斯信道环境．以表１和表
２所列的码型构造（２ｋ，ｋ，ｌ）幻方卷积码，乘加比选环
路选用双精度数据类型，幸存路径的存储深度τ＝
１０ｋｌ，视具体情况在２０００～１００００个错误时终止仿真．鉴
于（６，３）和（８，４）两款内嵌码的距离特性具有较高性价
比，重点对（６，３，ｌ）和（８，４，ｌ）的误码特性进行了仿真，
结果如图４和图５．由该图可看出，随着 ｌ的增长，误码
曲线有一个稳定的增益增量，当 ｌ＝３～５时便能在１０－５

处进入到２～３ｄＢ信噪比区域，这一点充分表明，当 ｌ足
够大时，幻方卷积码具有存在香农码的良好预期．

为了进一步验证幻方卷积码的优势，可将其与目

前为止搜索到的具有最优距离特性的（２，１，ｌ）常规卷积
码［１９］进行纠错能力和译码速度的比较，设二者的约束

度分别为 ｌ１和 ｌ２，当 ｋ×ｌ１＝ｌ２时状态数相等，译码复
杂度相当，具有较强的可比性，图６和图７分别给出了
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（６，３，ｌ）、（８，４，ｌ）与常规卷积码的误码特性对比，从这
两个图可以看出，除（６，３，１）外，其余幻方卷积码的纠错
能力都不同程度优于常规卷积码．计算速度方面，表 ３
给出了图６和图７所对应码型的测试结果，其中第二列
和第三列分别为幻方卷积码和常规卷积码在程序运行

１０分钟后计算完成的信息比特数，从该表可以看出，幻
方卷积码的译码速度具有明显的优势．

表３ （２ｋ，ｋ，ｌ１）和（２，１，ｌ２）卷积码的计算速度比较

ｋ、ｌ１、ｌ２ （２ｋ，ｋ，ｌ１） （２，１，ｌ２）
３、１、３ １．７×１０７ ４．９×１０６

４、１、４ １．６×１０７ ４．２×１０６

３、２、６ ８．４×１０６ ２．９×１０６

４、２、８ ４．４×１０６ １．２×１０６

３、３、９ ２．１×１０６ ３．９×１０５

４、３、１２ ２．４×１０５ ３．８×１０４

３、４、１２ ２．２×１０５ ３．８×１０４

３、５、１５ ３．３×１０４ ６．２×１０３

４、４、１６ ９．５×１０３ ２．７×１０３

５ 总结

用短码构造长码一直是纠错编码的努力方向，其

中包含了分而治之的思想，级联码和常规卷积码就是

其中的范例，如果把前者视为面状记忆链、后者视为半

无限长的线状记忆链，那么幻方卷积码则实现了半无

限长的带状记忆链．图１充分展现了如何借助常规卷积
码向线性分组码的编码过程注入记忆，为长码的构造

提供了一种新的思路．在分析状态转移时，引入矩阵描
述的优势主要体现在三方面：（１）卷积码的 ｋ和ｌ较大
时，图解法难以完成状态转移描述，但矩阵法却能很好

的解决；（２）可以据此分析幻方卷积码的距离特性；（３）
Ｖｉｔｅｒｂｉ矩阵译码器的设计实际上是以状态转移矩阵为
基础才得以完成的．对于不同的 ｋ和ｌ，除了某些模块
的内部参数外，Ｖｉｔｅｒｂｉ矩阵译码器的外观基本一样，非
常有利于分析和设计．笔者认为研究幻方卷积码的主
要意义在于，这种构造策略可充分调用分组码和卷积

码已有的研究成果，通过信息组长度和约束度的双重

增长，有效实现记忆时间跨度的成倍增长，从编码角度

揭示了幻方卷积码具有存在香农码的可能性．
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