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摘 要： 最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数是判断时间序列是否为混沌的一个重要判据，但传统方法求解的计算量很大，所需
时间较长，导致在工程实际应用中受到限制．本文提出了基于空间栅格法的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的改进算法，该方法将
重构后的整个相空间进行分割，形成多个小空间，搜索邻近点时只需在其子空间内进行搜索，可以大大提高搜索速度．
仿真实验表明改进的邻近点搜索方法无论在有噪声情况下还是在无噪声情况下都具有良好的鲁棒性，可以快速而有

效地实现参考点邻域的搜索，极大的缩短了计算时间，且易于编程实现，使混沌信号特征指数的在线提取成为了可能．
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１ 引言

混沌现象是自然界普遍存在的一种现象，具有内在

的随机性和不可逆性，跨越了确定论和随机论之间的鸿

沟．混沌在许多领域都有很大的应用价值，如将混沌理
论应用到现代信道编码技术［１］、多目标进化算法［２］和序

列密码体系［３］中，以及数据安全和通信保密等领

域［４～６］，都需要对系统进行混沌识别．Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数可
以量化最邻近轨道的指数发散速度和估计系统的混沌

量，从整体上反映动力系统的混沌化水平．１９８３年，Ｇｒｅ
ｂｏｇｉ证明在一个系统（非发散）的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱中，只
要出现正值，系统将是混沌的．而实测时间序列内在动
力学系统的数学方程式通常难以获得，因此，计算实测

时间序列的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数尤为重要．１９８５年 Ｗｏｌｆ

等人［７］首先提出了从时间序列估计 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的轨
道跟踪法．１９９３年 Ｒｏｓｅｎｓｔｅｉｎ等人［８］基于轨道跟踪法思
想，对Ｗｏｌｆ方法进行改进，提出了计算最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指
数的小数据量法．小数据量法可以充分利用数据，应用
较为广泛．但在Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的计算过程中，参考点的
邻近点的搜索存在计算量大和效率低下等问题，限制了

特征指数的计算速度．搜索参考点的邻域时对明显远离
参考点的相点可以不必进行计算，因此，如果将整个相

空间进行分割成许多小空间，就可以大大提高邻域的搜

索速度，从而提高特征指数的计算速度．在 Ｎ．Ｎ．Ｏｉｗａ［９］

等人的文章中使用尺寸相同的小空间来覆盖整个吸引

子．本文采用基于空间栅格法的Ｋ邻域搜索法［１０］，改进
了高维空间邻近点搜索方式，有效提高了特征指数的计

算速度．
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２ 重构参数的选择

ＣＣ法［１１］可以同时估计出嵌入维数和时间延迟，
是一种较好的方法，但该方法计算出的嵌入维数偏大，

会增加计算量．本文使用平均峰值时间作为时间窗口
同时计算重构参数嵌入维数 ｍ和时间延迟ｔ［１２］．

假设时间序列为：｛ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ｝，应用Ｔａｋｅｎｓ嵌入
定理进行相空间重构，

Ｘ（ｉ）＝（ｘｉ，ｘｉ＋ｔ，…，ｘｉ＋（ｍ－１）ｔ）， ｉ＝１，２，…，Ｍ
（１）

其中 ｔ为时延，ｍ为嵌入维数，Ｍ＝Ｎ－（ｍ－１）ｔ．在确
定 ｍ和ｔ时使用时间窗口ｔｗ，根据它们之间的关系式 ｔｗ
＝（ｍ－１）ｔ可知，只要确定了其中一个参数，另一个参
数便可求得．时间窗口 ｔｗ采用时间序列的平均峰值时
间来估计．

３ 基于空间栅格法的邻近点搜索

相空间重构之后，相点是重构相空间中的散乱点，

求某一参考点的最近邻点的计算是指在整个相空间数

据集中找到一个与该点欧氏距离最近的点．
实测数据的 ｎ往往很大，用传统方法计算数据点

的最近邻点必然会很耗时．本文采用基于空间栅格法
的 ｋ个最近邻域的快速搜索算法［１１］来寻找参考点的最
近邻点，该算法综合考虑了数据集的范围、点的总数及

最近点数目．
将相点数据的每个坐标存入一个一维数组中，得

到相点每个坐标的最大值和最小值；利用公式：

Ｌ＝ｑ（ｋ（（ｘ１ｍａｘ－ｘ１ｍｉｎ）（ｘ２ｍａｘ－ｘ２ｍｉｎ）…（ｘｍｍａｘ－
ｘｍｍｉｎ））／Ｍ）１／ｍ （２）
求得超立方体子空间的边长 Ｌ．其中 ｑ为调节参数，经
验取值为０８～１２，用以调节超立方体边长的大小，为
计算方便，本文中取 ｑ＝１；ｋ为要搜索的邻近点个数；
Ｍ＝Ｎ－（ｍ－１）ｔ为相点个数．
超立方体边长 Ｌ确定之后，最小超长方体在各个

坐标轴上的分辨率分别为：

Ｌ１＝「（ｘ１ｍａｘ－ｘ１ｍｉｎ）／Ｌ?，
Ｌ２＝「（ｘ２ｍａｘ－ｘ２ｍｉｎ）／Ｌ?，
…

Ｌｍ＝「（ｘｍｍａｘ－ｘｍｍｉｎ）／Ｌ?

（３）

则超立方体空间结构为［ｘ１］［ｘ２］…［ｘｍ］，其中 ｘ１＝１，
…，Ｌ１；ｘ２＝１，…，Ｌ２；…；ｘｍ＝１，…，Ｌｍ；最后把每个相点
归入到相应的超立方体子空间中．

基于空间栅格法来搜索参考点的邻域，可以将每

个参考点的索引转化为栅格（子空间）的索引，参考点

的坐标转化为栅格坐标．这样，各个相点的上下左右关

系就可以参考所在栅格的坐标关系，搜索时只需找到

相应的栅格，然后再由坐标定位，并限制短暂分离而不

必搜索整个相空间，从而大大提高了计算速度．
由于混沌系统对初始条件的极度敏感性，应用栅

格法搜索邻近点时，限定 ｋ为最近邻近点个数的最大
值，即如果第一个子空间内邻近点的个数不能达到所

要求点的个数，子空间也不再向外扩展；同时限制初始

距离的最小值以尽可能地避免演化过程中相邻轨道过

早出现收敛，确保计算结果更加准确．这与空间栅格法
在逆向工程里搜索一个点确定的邻近点个数是不同

的，使其更加符合实际应用，将空间栅格法的应用从三

维空间扩展到了高维空间．

４ 仿真实验

为了证明本算法的有效性与快速性，我们对几种

典型的混沌系统进行仿真研究．以下以 Ｌｏｒｅｎｚ系统为
例，其动力学方程为：

ｘ＝ａ（ｙ－ｘ）
ｙ＝ｘ（ｒ－ｚ）－ｙ
ｚ＝ｘｙ－

{
ｂｚ

（４）

参数取值 ａ＝１６０，ｒ＝４５９２，ｂ＝４０；初始条件取
ｘ（０）＝ｙ（０）＝ｚ（０）＝０１；使用４阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法求解
方程以获得所需的原始时间序列，求解时的采样周期

为Δｔ＝００１ｓ．在仿真计算时将时间序列前２０００个暂态
点删掉．
４１ 有效性验证

以下仿真图为演化图的局部放大，图中虚线斜率

为理论值，横坐标 ｉ为演化步数，纵坐标 ｙ（ｉ）为演化距
离．

（１）延迟时间对计算结果的影响．取数据量 Ｎ＝
３０００，嵌入维数 ｍ＝３，邻近点个数 ｋ＝１０．延迟时间 ｔ＝
８∶１∶１２时仿真曲线图如图１所示，图（ａ）、（ｂ）分别为在
传统方法和基于栅格法中，不同的时间延迟对计算结

果的影响．从图中可以看出本计算方法对时间延迟有
很好的鲁棒性．

（２）嵌入维数对计算结果的影响．取数据量 Ｎ＝
３０００，时间延迟 ｔ＝１１，邻近点个数 ｋ＝１０．仿真曲线图
如图２所示，图（ａ）、（ｂ）分别为在传统方法和基于栅格
法中，不同的嵌入维数对计算结果的影响．从图中可以
看出本方法对嵌入维数有很好的鲁棒性．

（３）邻近点个数对计算结果的影响．取数据量 Ｎ＝
３０００，嵌入维数 ｍ＝３，时间延迟 ｔ＝１１．仿真曲线图如下
图所示，图３（ａ）为邻近点个数 ｋ＝１～５的曲线图；图３
（ｂ）为邻近点个数 ｋ＝１０∶１０∶５０的曲线图．从图中可以
看出在邻近点个数为 ｋ＝１时计算结果与理论值最接
近；在邻近点个数逐渐增大的过程中，计算结果也逐渐
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增大，但在 ｋ＝１０～５０之间计算结果基本一致，表明本
方法对邻近点个数具有很好的鲁棒性．

（４）数据量大小对计算结果的影响．如图４所示，取
嵌入维数 ｍ＝３，时间延迟 ｔ＝１１，邻近点个数 ｋ＝１０．数
据量 Ｎ分别为５００，１０００，２０００，３０００，５０００时对计算结果
的影响．从图４（ａ）中可以看出无噪声影响时在 Ｎ＝５００
时误差最大，且数据量越大计算结果越准确，但当超过

Ｎ＝３０００时，计算结果变化很小；从图４（ｂ）中可以看出

在噪声的影响下，本方法计算结果反而更稳定，对数据

量 Ｎ的鲁棒性更好．这说明本方法可以在求解实测数
据的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数时不需要很大的数据量即可得到满
意的计算结果．

（５）噪声对计算结果的影响．取数据量 Ｎ＝３０００，嵌
入维数 ｍ＝３，时间延迟 ｔ＝１１，邻近点个数 ｋ＝１０．如图
５所示，带有噪声的时间序列由相应的原始时间序列叠
加白噪声构成．图５（ａ）是信噪比ＳＮＲ＝－５０∶１０∶０时的
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曲线图；图５（ｂ）是信噪比为 ＳＮＲ＝１０∶１０∶５０时的曲线
图．从图中可以看出即使当时间序列中噪声水平很高
时，本方法依然可以发现时间序列是否具有混沌性，说

明本方法对噪声具有很好的鲁棒性．

４２ 快速性验证

为验证本方法的快速性，对本方法和传统方法在

搜索邻近点时间、演化时间和总时间等方面进行对比．
对比结果如表１所示，其中 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３分别表示搜索时
间、演化时间和总时间提高的倍数．计算时取数据量 Ｎ
＝３０００，时间延迟 ｔ＝１１，邻近点个数 ｋ＝１０，数据无噪
声污染．表１中数据表明，与常规方法相比，本方法计算
量小，同时，Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３有很大的提高，而且计算量越大
效果越明显．

表１ 计算用时对比结果

ｍ＝３ ｍ＝４ ｍ＝５ ｍ＝６ ｍ＝７ ｍ＝８ｍ＝１５ｍ＝２０
Ｐ１ １２．３３１４．６３２０．００２１．１６１７．２１１９．３７３８．７５５０．０５
Ｐ２ ０．９８ ２．２３ ４．４７ ７．１７ １０．８８２１．８９１２．０５１２．４１
Ｐ３ ３．４５ ６．９９ １２．１７１５．３２１５．４０１９．８４２３．３４２７．４８

５ 结论

针对混沌特征指数计算过程中，相空间轨道上邻

近点搜索方法计算量大、效率低的问题，提出应用基于

空间栅格法 ｋ邻域的搜索技术．这种方法可以快速有
效的搜索混沌吸引子上参考点邻域的选择，从而可以

提高计算最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的速度．仿真实验表明改
进的邻近点搜索方法无论在有噪声情况下还是在无噪

声情况下本方法都具有良好的鲁棒性，可以快速而有

效地实现参考点邻域的搜索，极大的缩短了计算时间，

且易于编程实现，使混沌信号特征指数的在线提取成

为了可能．同时，将空间栅格法的应用范围从三维空间
扩展到了高维空间．
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