
量子 Ｂüｃｈｉ自动机的代数及逻辑刻画
韩召伟

（陕西师范大学数学与信息科学学院，陕西西安 ７１００６２）

摘 要： 提出量子Ｂüｃｈｉ自动机（简记为ＬＶＢＡ）的概念，利用量子状态构造方法证明了一般ＬＶＢＡ与状态转移为
经典函数的ＬＶＳＢＡ间的相互等价性，籍此研究了量子无穷正则语言的代数刻画、层次刻画和Ｂüｃｈｉ刻画以及对于正则
运算的封闭性；通过引入单体二阶量子逻辑（简记为ＬＶＭＳＯ）的概念，给出量子Ｂüｃｈｉ自动机所识别无穷语言的单体二
阶逻辑描述，深化和推广了量子逻辑意义下的Ｂüｃｈｉ基本定理．

关键词： 量子逻辑；量子Ｂüｃｈｉ自动机；量子无穷正则语言；代数刻画；单体二阶量子逻辑；Ｂüｃｈｉ定理
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１ 引言

量子计算的思想源于物理与计算之间的联系［１，２］．
自从Ｓｈｏｒ于１９９４年发现了在量子计算机上进行大数分
解的多项式时间算法；Ｇｒｏｖｅｒ于１９９６年发展了平方根时
间的量子搜索算法，量子计算日益受到人们的关注和重

视［３～６］，而量子计算模型作为其中关键的科学问题之

一．伴随着量子计算的快速发展，量子算法相对于传统
算法具有不可比拟的优势，在传统经典计算中可能需要

指数时间，而在量子算法的支持下只需要多项式时间，

传统的经典计算理论已经不适用于量子系统．由应明生
等［７～１１］建立的基于量子逻辑的有穷自动机理论是量子

计算模型方面一个重要研究方向，目前已有很多量子逻

辑框架下独有的、本质的结果．特别是，应明生证明了不
同于经典有穷自动机理论，量子逻辑框架下有穷自动机

的许多重要定理一般不成立，而当添加正交模格子集的

交换子条件后，这些定理才能成立，即对应定理的完全

成立依赖于正交模格的分配律，从而结论又还原到

Ｂｏｏｌｅａｎ逻辑或经典逻辑情形．
然而基于 Ｂüｃｈｉ自动机的模型检测作为近二十年

来比较成功的形式化自动验证技术之一［１２，１３］．由于一
方面，经典 Ｂüｃｈｉ自动机理论［１４～１８］是建立在 Ｂｏｏｌｅａｎ逻
辑理论之上，而此逻辑满足分配律本身是比较完备的，

此条件要求比较强，而在量子力学中 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间的所
有闭子空间以及投影本身可能不满足分配律，而是满足

相对较弱的正交模律；另一方面，经典计算理论从复杂

性角度来说没有质的飞跃，随着问题的深化可能复杂性

（时间、空间）呈现指数级增长，从而有些算法不是有效

的，考虑到量子算法具有的优越性，因此进一步研究量

子逻辑框架下的Ｂüｃｈｉ自动机理论和代数刻画，对于丰
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富、发展和完善量子环境下的计算理论和模型检测理

论具有非常重要的现实意义．本文旨在利用语义分析
方法，建立量子逻辑框架下的 Ｂüｃｈｉ自动机理论，将量
子计算理论丰富和深化，完善量子 Ｂüｃｈｉ自动机理论的
逻辑描述问题，揭示该计算模型的逻辑基础，得到比较

完整的结果，以期进一步为量子模型检测提供可靠的

形式理论和逻辑基础．

２ 量子Ｂüｃｈｉ自动机的定义及性质

量子逻辑是指真值为完备正交模格的逻辑，亦

称为正交模格值逻辑，见文献［７～１１，１９］．完备的正交
模格是七元组＝（Ｌ，≤，∧，∨，⊥，０，１），其中：＝
（Ｌ，≤，∧，∨，０，１）是完备格；０和１分别是最小元与最
大元；≤是偏序；对 ＸＬ，∧Ｘ与∨Ｘ分别表示Ｘ的最
大下界与最小上界；一元运算⊥是 Ｌ上的正交补，满
足：对任意 ａ，ｂ∈Ｌ，ａ∧ａ⊥＝０，ａ∨ａ⊥ ＝１；ａ⊥⊥ ＝ａ；ａ
≤ｂ蕴涵ｂ⊥≤ａ⊥．同时，满足正交模律：ａ≤ｂ蕴涵
ａ∨（ａ⊥∧ｂ）＝ｂ．在上定义蕴含算子→：Ｌ×Ｌ→Ｌ满
足：ａ，ｂ∈Ｌ，ａ≤ｂ当且仅当ａ→ｂ＝１．本文假设→为
Ｓａｓａｋｉ蕴涵，即 ａ→ｂ＝ａ⊥∨（ａ∧ｂ）．双蕴涵定义为：

对任意 ａ，ｂ∈Ｌ，ａｂ＝
ｄｅｆ
（ａ→ｂ）∧（ｂ→ａ）．正交模格

值逻辑的语法与经典的一阶逻辑类似．┐，∨，→是３个
原始连接词，是原始量词，∧，以及由┐，∨，→
和定义．语义方面，将┐，∨和→分别解释为⊥，∨和

→；解释为中的最小上界，集合论公式 ｘ∈Ａ的真
值是「ｘ∈ Ａ?＝Ａ（ｘ）；公式φ 是有效的当且仅当
「φ?＝１，并记为φ．对的有限子集Ｘ，定义 Ｘ交换
子（ｃｏｍｍｕｔａｔｏｒ）γ（Ｘ）如下：γ（Ｘ）＝∨｛∧ａ∈Ｘａ

ｆ（ａ）：ｆ：Ｘ

→｛１，－１｝为映射｝，其中 ａ１＝ａ，ａ－１＝ａ⊥．
定义集合Σω＝｛α：α： →ω Σ｝，其中α是一个从自

然数集 ω ＝｛０，１，２，…｝到 Σ 的映射，通常记为

α（０）α（１）α（２）…α（ｎ）α（ｎ＋１）…，称Σω中的元素α为
无穷（长度）字符串或无穷输入串或无穷词，一般用字

母α，β，γ，…来表示．
定义 １ 量子（非确定型）Ｂüｃｈｉ自动机（简记为

ＬＶＢＡ）是五元组 Ａω＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ），其中 Ｑ，Σ都是
非空有限集，分别表示有限状态集和有限输入符号集，

Ｉ，Ｆ： →Ｑ ，即 Ｑ的值子集，分别表示初始状态和终
状态，而δ：Ｑ×Σ× →Ｑ 为状态转移函数．

如下命题：

“ｑ为初始状态”记为“ｑ∈Ｉ”；
“ｑ为终状态”记为“ｑ∈Ｆ”；
“输入σ使状态ｑ转移到ｐ”记为“（ｑ，σ，ｐ）∈δ”．
这些命题的真值分别为 Ｉ（ｑ），Ｆ（ｑ），δ（ｑ，σ，ｐ）．
以下记描述ＬＶＢＡＡω所识别（接受）的逻辑语言的

原子命题全体之集为 ａｔｏｍ（Ａω），即
ａｔｏｍ（Ａω）＝｛“ｑ∈Ｉ”：ｑ∈Ｑ｝∪｛“ｑ∈Ｆ”：ｑ∈Ｑ｝∪

｛“（ｑ，σ，ｐ）∈δ”：ｐ，ｑ∈Ｑ，σ∈Σ｝．
注１ 首先，定义１中量子 Ｂüｃｈｉ自动机与文［１４～

１８］中经典 Ｂüｃｈｉ自动机定义不同之处在于：本文初始
状态之集 Ｉ为值有限子集，即量子子集；状态转移函
数为正交模格中的格值，此定义能够确保 ＬＶＢＡ能够
接受一定真值程度的无穷字符串（在给定的量子逻辑

中），从而能够识别量子语言；经典 Ｂüｃｈｉ自动机可认为
本文中的一种特殊情况，只需限定＝｛０，１｝，即 Ｂｏｏｌｅａｎ
代数，即为经典 Ｂüｃｈｉ自动机，从而本定义可认为是经
典二值逻辑下Ｂüｃｈｉ自动机理论的推广．

注２ 由定义１可知，ＬＶＢＡ本身为值有穷自动
机，为了区分起见，此时记为 Ａ＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ），类似
文献［９］可定义Σ上的值（一元）有穷可识别谓词

ｒｅｃＡ∈（Σ）如下：对任意 ｗ＝σ１σ２…σｎ∈Σ，ｒｅｃＡ＝
ｄｅｆ

（ｑ０∈Ｑ）…（ｑｎ∈Ｑ）．（ｑ０∈Ｉ∧（ｑ０，σ１，ｑ１）∈δ∧
…∧（ｑｎ－１，σｎ，ｑｎ）∈δ∧ｑｎ∈Ｆ），其中（Σ）表示Σ

上的所有值语言之集．命题 ｒｅｃＡ（ｗ）的真值定义为
「ｒｅｃＡ（ｗ）?＝∨｛Ｉ（ｑ０）∧δ（ｑ０，σ１，ｑ１）∧…∧δ（ｑｎ－１，

σｎ，ｑｎ）∧Ｆ（ｑｎ）：ｑ０，…，ｑｎ∈Ｑ｝．ｒｅｃＡ称为值有穷自
动机Ａ识别（接受）的Σ上的量子语言，亦称为Σ上的
量子正则语言．为讨论方便起见，记Σ上的量子正则语
言的全体为Ｒ（Σ），详见文献［９］．

定义２ 量子（简单非确定型）Ｂüｃｈｉ自动机（简记
为ＬＶＳＢＡ）是五元组 Ａω＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ），其中 Ｑ，Σ都
是非空有限集，分别表示有限状态集和有限输入符号

集，ＩＱ，表示分明初始状态，而δ：Ｑ× →Σ ２Ｑ表示
分明状态转移函数，Ｆ： →Ｑ ，即 Ｑ的值子集，表示
终状态．

设 Ａω是一个ＬＶＢＡ，令 Ｔ（Ｑ，Σ）＝（Ｑ×Σ×Ｑ）ω，
对任意α＝α（０）α（１）α（２）…α（ｎ）α（ｎ＋１）…∈Σω，定
义 Ａω在输入α下的路径为ρα＝ρ（０）ρ（１）ρ（２）…∈Ｔ
（Ｑ，Σ），其中ρ（ｉ）＝（ｑｉ，α（ｉ），ｑｉ＋１）∈δ，ｉ≥０，在不引
起混淆的情况下，路径ρα有时也简记为ρ．另外引入下
列记号，用 ｂ（ρ）表示路径ρ中出现的第一个状态ｑ０，即
ｂ（ρ）＝ｑ０；然而，有时α亦称为路径ρ的标记，即 ｌｂ（ρ）
＝α；用 Ｒ表示 Ａω 在输入α下路径的全体，即 Ｒ＝
｛ρ：ｌｂ（ρ）＝α｝Ｔ（Ｑ，Σ）；用ωｎ表示量词“存在无穷
多个 ｎ”；用 Ｉｎ（ρ）表示路径ρ上出现无穷多次的状态
之集，即 Ｉｎ（ρ）＝｛ｑ∈Ｑ：ωｎ∈ω．ρ（ｎ）＝（ｑ，α（ｎ），
ｑｎ＋１）｝．路径ρ称为有效的，若满足：Ｉｎ（ρ）至少含有
ｓｕｐｐ（Ｆ）＝｛ｑ：ｑ∈Ｑ．Ｆ（ｑ）＞０｝中的一个终状态，即 Ｉｎ
（ρ）∩ｓｕｐｐ（Ｆ）≠ ．以下为了叙述方便用Λω（Σ）记输
入集Σ上全体ＬＶＢＡ之集．
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定义３ 设 Ａω∈Λω（Σ），定义 Ｔ（Ｑ，Σ）上值（一
元）路径谓词 ｐａｔｈωＡ∈（Ｔ（Ｑ，Σ））（即从 Ｔ（Ｑ，Σ）到
的映射）为，对任意ρ＝ρ（０）ρ（１）ρ（２）…∈Ｔ（Ｑ，Σ），

ｐａｔｈωＡ（ρ）＝
ｄｅｆ

∧ｉ≥０［（ｑｉ，α（ｉ），ｑｉ＋１）∈δ］．
即命题ｐａｔｈωＡ（ρ）的真值定义为，

「ｐａｔｈωＡ（ρ）?＝
ｄｅｆ

∧ｉ≥０δ（ｑｉ，α（ｉ），ｑｉ＋１）．
定义４ 设 Ａω∈Λω（Σ），定义Σω上值（一元）可

识别谓词 ｒｅｃωＡ∈（Σω）（即从Σω 到的映射）为，对任

意α＝α（０）α（１）α（２）…∈Σω，ｒｅｃωＡ（α）＝
ｄｅｆ
（ρ∈Ｒ）（ｑ

∈Ｑ）．（ｂ（ρ）∈Ｉ∧ｌｂ（ρ）＝α∧ｐａｔｈωＡ（ρ）∧ｑ∈Ｉｎ（ρ）∧ｑ

∈Ｆ）．即命题 ｒｅｃωＡ（α）的真值定义为，
「ｒｅｃωＡ（α）?＝∨｛Ｉ（ｂ（ρ））∧「ｐａｔｈωＡ（ρ）?∧∧ｑ∈Ｉｎ（ρ）∩ｓｕｐｐ（Ｆ）Ｆ（ｑ）：

ρ∈Ｒ，ｌｂ（ρ）＝α，Ｉｎ（ρ）∩ｓｕｐｐ（Ｆ）≠ ｝．
此时，称 ｒｅｃωＡ为量子 Ｂüｃｈｉ自动机 Ａω 识别（接受）

的Σ上的值ω语言（无穷语言）．用（Σω）表示Σω上
的所有值ω语言（无穷语言）之集，也称为Σ上的量
子ω正则语言（无穷正则语言）．为叙述方便，记Σ上的
量子ω正则语言（无穷正则语言）的全体为ＢＲ（Σ）．

当两ＬＶＢＡＡω＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ）和 Ａω１＝（Ｑ１，Σ，δ１，
Ｉ１，Ｆ１）识别（接受）相同的量子ω正则语言时，即对任
意α∈Σω，「ｒｅｃωＡ（α）?＝「ｆωＡ１（α）?，称 Ａ

ω和Ａω１相互等价，

记为 Ａω≡Ａω１．
注３ 由定义３和定义４以及 Ｉｎ（ρ）的定义可知，

对任意α＝α（０）α（１）α（２）…∈Σω，「ｒｅｃωＡ（α）?＝
ｄｅｆ

∨｛Ｉ（ｑ０）∧∧ｉ≥０δ（ｑｉ，α（ｉ），ｑｉ＋１）∧∧ｊ∈ＪＦ（ｑｊ）：ｑｉ，ｑｊ
∈Ｑ，ｉ∈ω，ｊ∈Ｊ，Ｊω且｜Ｊ｜＝ω｝．

首先说明，对于经典 Ｂüｃｈｉ自动机成立的某些结
论，由于Ｂｏｏｌｅａｎ代数本身具有分配律，而量子逻辑本身
缺少分配律但满足相对较弱的正交模律，因此在量子

逻辑框架下一般不再成立．
设 Ａω１＝（Ｑ１，Σ，δ１，Ｉ１，Ｆ１）和 Ａω２＝（Ｑ２，Σ，δ２，Ｉ２，

Ｆ２）是任意两个ＬＶＢＡ，构造乘积自动机如下：
Ａω１×Ａω２＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ），其中 Ｑ＝Ｑ１×Ｑ２，Ｉ＝Ｉ１

×Ｉ２，Ｆ＝Ｆ１×Ｆ２，而δ：Ｑ×Σ× →Ｑ 定义为，对任意

（ｐ１，ｐ２），（ｑ１，ｑ２）∈Ｑ，σ∈Σ，都有

δ（（ｐ１，ｐ２），σ，（ｑ１，ｑ２））＝δ（ｐ１，σ，ｑ１）∧δ（ｐ２，σ，ｑ２）．
命题１ 若 Ａω１＝（Ｑ１，Σ，δ１，Ｉ１，Ｆ１）和 Ａω２＝（Ｑ２，Σ，

δ２，Ｉ２，Ｆ２）是任意两个 ＬＶＢＡ，以下结论成立：
（１）对任意α∈Σω，总有γ（ａｔｏｍ（Ａω１）∪ａｔｏｍ

（Ａω２））→（ｒｅｃωＡ１（α）∧ｒｅｃ
ω
Ａ２
（α）ｒｅｃωＡ１×Ａ２（α））．

（２）如下条件等价：
（Ⅰ）为 Ｂｏｏｌｅａｎ代数；（Ⅱ）对任意α∈Σω，恒有

ｒｅｃωＡ１（α）∧ｒｅｃ
ω
Ａ２
（α）ｒｅｃωＡ１×Ａ２（α）．

证明：（１）类似文［７］Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ６５，易证结论成立．
（２）（Ⅰ）（Ⅱ）显然；

（Ⅱ）（Ⅰ），只需证明对任意 ａ，ｂ，ｃ∈，都有 ａ∧
（ｂ∨ｃ）＝（ａ∧ｂ）∨（ａ∧ｃ）成立．

对任意 ａ，ｂ，ｃ∈，构造ＬＶＢＡ如下：
Ａω１＝（Ｑ１，Σ，δ１，Ｉ１，Ｆ１）和 Ａω２＝（Ｑ２，Σ，δ２，Ｉ２，Ｆ２），

其中 Ｑ１＝Ｉ１＝｛ｐ｝，Σ＝｛σ｝，Ｆ１＝｛ｐ｝，δ１（ｐ，σ，ｐ）＝ａ，
而 Ｑ２＝｛ｑ，ｒ，ｓ｝，Ｉ２＝｛ｑ｝，Ｆ２＝｛ｒ，ｓ｝，δ２（ｑ，σ，ｒ）＝ｂ，

δ２（ｑ，σ，ｓ）＝ｃ，δ２（ｒ，σ，ｒ）＝１，δ２（ｓ，σ，ｓ）＝１．易证
「ｒｅｃωＡ１（σ

ω）?＝ａ，「ｒｅｃωＡ２（σ
ω）?＝ｂ∨ｃ，而「ｒｅｃωＡ１×Ａ２（σ

ω）?＝
（ａ∧ｂ）∨（ａ∧ｃ），由（Ⅱ）可知，分配律成立．

设 Ａω＝（Ｑ１，Σ，δ１，Ｉ１，Ｆ１）是任一 ＬＶＢＡ，对任意 ｒ

∈，构造 ＬＶＢＡ如下：ｒＡω＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ），其中 Ｑ＝
Ｑ１，Ｆ＝Ｆ１，δ＝δ１，Ｉ＝ｒ∧Ｉ１，即对任意 ｑ∈Ｑ，Ｉ（ｑ）＝ｒ

∧Ｉ１（ｑ）．
命题２ 若 Ａω＝（Ｑ１，Σ，δ１，Ｉ１，Ｆ１）是任一 ＬＶＢＡ，

则对任意 ｒ∈，以下结论成立：
（１）对任意α∈Σω，总有

γ（ａｔｏｍ（Ａω）∪ａｔｏｍ（｛ｒ｝））→（ｒ∧ｒｅｃωＡ（α）ｒｅｃωｒＡ（α））．
（２）如下条件等价：
（Ⅰ）为 Ｂｏｏｌｅａｎ代数；（Ⅱ）对任意α∈Σω，恒有

ｒ∧ｒｅｃωＡ（α）ｒｅｃωｒＡ（α）．
证明：（１）类似文献［７］Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ６５，易证结论成

立．
（２）（Ⅰ）（Ⅱ）显然；

（Ⅱ）（Ⅰ），只需证明对任意 ａ，ｂ，ｃ∈，都有 ａ∧
（ｂ∨ｃ）＝（ａ∧ｂ）∨（ａ∧ｃ）成立．

对任意 ａ，ｂ，ｃ∈，构造ＬＶＢＡ如下：
Ａω＝（Ｑ１，Σ，δ１，Ｉ１，Ｆ１），其中 Ｑ１＝｛ｐ，ｑ，ｓ｝，Σ＝｛σ｝，
Ｉ１＝｛ｐ｝，Ｆ１＝｛ｑ，ｓ｝，δ１（ｐ，σ，ｑ）＝ｂ，δ１（ｑ，σ，ｑ）＝１，

δ１（ｐ，σ，ｓ）＝ｃ，δ（ｓ，σ，ｓ）＝１．
易证「ｒｅｃωＡ（σω）?＝ｂ∨ｃ，而「ｒｅｃωａＡ（σω）?＝（ａ∧ｂ）∨

（ａ∧ｃ），由（Ⅱ）可知，ａ∧（ｂ∨ｃ）＝（ａ∧ｂ）∨（ａ∧ｃ）成
立．

注４ 命题１和命题２说明了量子ω正则语言对
于交运算和数量积运算一般不封闭，而若加入交换子

的条件（即保证了局部分配律成立），这些结论依然是

成立的，实际上还可类似说明量子ω正则语言对于补
运算、柯西连接运算、同态和ωＫｌｅｅｎｅ闭包运算（具体
运算的定义见后文）是否封闭，必须取决于分配律是否

成立．但值得庆幸的是，以上运算取决于分配律不是本
质的性质，而是传统的子集构造方法在量子逻辑框架

下不再适用，因此有必要进一步提出新的构造技术，以

及深化和研究量子ω正则语言的代数刻画，从而保证
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以上性质在量子逻辑框架下依然成立．
为了引入量子状态构造方法，以下说明量子 Ｂüｃｈｉ

自动机（ＬＶＢＡ）识别（或接受）的量子ω正则语言的像
集总是有限的．

引理１［２０］ 设 ｌ为格，Ｘ为ｌ的有限子集，则由 Ｘ
生成的交∧半格与并∨半格（记为 Ｘ∧和 Ｘ∨）都是有
限的，且 Ｘ∧ ＝｛ｘ１∧…∧ｘｋ：ｋ≥１，ｘ１，…，ｘｋ∈Ｘ｝∪
｛１｝，Ｘ∨＝｛ｘ１∨…∨ｘｋ：ｋ≥１，ｘ１，…，ｘｋ∈Ｘ｝∪｛０｝．

命题３ 对任一 ＬＶＢＡＡω＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ），Ａω能
识别的量子ω正则语言 ｒｅｃωＡ作为从Σω到的函数，其
像集Ｉｍ（ｒｅｃωＡ）＝｛ｒ∈：α∈Σω．「ｒｅｃωＡ（α）?＝ｒ｝是的
有限子集．

证明：类似文献［１１］同理可证．

３ 量子Ｂüｃｈｉ自动机的代数刻画

命题４ 设 Ａω＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ）是任一ＬＶＢＡ，则存
在ＬＶＳＢＡＡω１＝（Ｑ１，Σ，η，Ｓ，Ｅ），使得 Ａω≡Ａω１，即对任
意α∈Σω，ｒｅｃωＡ（α）ｒｅｃωＡ１（α）．

证明：对于给定的ＬＶＢＡＡω＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ），构造
ＬＶＳＢＡＡω１＝（Ｑ１，Σ，η，Ｓ，Ｅ）如下：

令 Ｑ１＝Ｑ×（ｌ１－｛０｝），其中 ｌ１＝（Ｘ∧）∨，而 Ｘ＝
Ｉｍ（Ｉ）∪Ｉｍ（δ）．由引理 １可知，ｌ１必然是的有限子
集，令 Ｓ＝｛（ｑ，ａ）：ｑ∈Ｑ且Ｉ（ｑ）＝ａ｝，可知 ＳＱ１且
有限．

对任意（ｑ，ａ）∈Ｑ１，σ∈Σ，η：Ｑ１× →Σ ２Ｑ１，定义
为η（（ｑ，ａ），σ）＝｛（ｐ，ｂ）：δ（ｑ，σ，ｐ）∧ａ＝ｂ≠０，ｐ∈
Ｑ，ｂ∈｝．而对任意 Ｐ∈２Ｑ１，定义η（Ｐ，σ）＝∪｛η（（ｑ，
ａ），σ）：（ｑ，ａ）∈Ｐ｝．由 ｌ１的取法，易知η是良定义的．
终状态 Ｅ：Ｑ →１ 定义为，对任意（ｑ，ａ）∈Ｑ１，

Ｅ（（ｑ，ａ））＝ａ∧Ｆ（ｑ）．
对任意 ｊ∈ω，若令α（０，ｊ）＝α（０）α（１）…α（ｊ－１），

利用数学归纳法对α（０，ｊ）的长度｜α（０，ｊ）｜归纳证明易
知如下论断成立，η

（Ｓ，α（０，ｊ））＝｛（ｑｊ，ｒｊ）：ｑｊ∈Ｑ且ｒｊ
＝Ｉ（ｑ０）∧δ（ｑ０，α（０），ｑ１）∧…∧δ（ｑｊ－１，α（ｊ－１），ｑｊ）

≠０｝．
由定义２和注３以及 ＬＶＳＢＡＡω１的定义可知，

「ｒｅｃωＡ１（α）?＝∨｛∧ｊ∈ＪＥ（（ｑｊ，ｒｊ））：Ｊω，｜Ｊ｜＝ω，ｊ∈Ｊ，

ρ１＝ｔ０ｔ１ｔ２…，ｔｊ＝（（ｑｊ，ｒｊ），α（ｊ），（ｑｊ＋１，ｒｊ＋１））∈η，ｑｊ∈
Ｑ｝＝∨｛∧ｊ∈ＪＩ（ｑ０）∧∧

ｊ－１
ｉ＝０δ（ｑｉ，α（ｉ），ｑｉ＋１）∧Ｆ（ｑｊ）：Ｊ

ω，Ｊ ＝ω，ｊ∈Ｊ，ρ１＝ｔ０ｔ１ｔ２…，ｔｊ＝（（ｑｊ，ｒｊ），α（ｊ），
（ｑｊ＋１，ｒｊ＋１））∈η，ｑｊ∈Ｑ｝＝∨｛Ｉ（ｑ０）∧∧ｊ∈Ｊ∧

ｊ－１
ｉ＝０δ（ｑｉ，

α（ｉ），ｑｉ＋１）∧∧ｊ∈ＪＦ（ｑｊ）：Ｊω，｜Ｊ｜＝ω，ｊ∈Ｊ，ρ１＝
ｔ０ｔ１ｔ２…，ｔｊ＝（（ｑｊ，ｒｊ），α（ｊ），（ｑｊ＋１，ｒｊ＋１））∈η，ｑｊ∈Ｑ｝＝

∨｛Ｉ（ｑ０）∧∧ｉ≥０δ（ｑｉ，α（ｉ），ｑｉ＋１）∧∧ｊ∈ＪＦ（ｑｊ）：Ｊω，
｜Ｊ｜＝ω，ｊ∈Ｊ，ρ＝ｓ０ｓ１ｓ２…，ｓｉ＝（ｑｉ，α（ｉ），ｑｉ＋１）∈δ，ｑｉ

∈Ｑ｝＝「ｒｅｃωＡ（α）?，由以上分析可知，ｒｅｃωＡ＝ｒｅｃωＡ１，即 Ａ
ω

≡Ａω１．
注５ 命题４中涉及到的构造方法称为量子状态

构造方法，利用此方法可将任意 ＬＶＢＡＡω 转化为与其
等价的 ＬＶＳＢＡＡω１，使得初始状态和状态转移函数是分
明的，此时一元可识别谓词「ｒｅｃωＡ（α）?可简化为
「ｒｅｃωＡ１（α）?＝∨｛∧ｑ∈Ｉｎ（ρ１）∩ｓｕｐｐ（Ｅ）

Ｅ（（ｑ，ｒ））：ρ１∈ Ｒ１，ｌｂ

（ρ１）＝α，Ｉｎ（ρ１）∩ｓｕｐｐ（Ｅ）≠ ｝，这就表明，量子 Ｂüｃｈｉ
自动机可以通过经典 Ｂüｃｈｉ自动机和带有量子特性的
终状态加以实现，换句话说通过直接使用经典自动机

的有关技术来处理量子ω语言，这样可使问题简单化
和分明化，从而在理论上变得容易处理，进而使得量子

逻辑意义下相关结论得到实质性的加强．
定理１ 设 Ａ：Σ →ω 为量子ω语言，以下条件等

价．
（１）存在 ＬＶＢＡＡω＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ），使得 Ａ＝ｒｅｃωＡ；
（２）存在 ＬＶＳＢＡＡω１＝（Ｑ１，Σ，η，Ｓ，Ｅ），使得 Ａ＝

ｒｅｃωＡ１．

定理２（代数刻画） 设 Ａ：Σ →ω 为量子ω语言，
以下论断等价．

（１）Ａ∈ＢＲ（Σ）；
（２）存在 ａ１，…，ａｋ∈－｛０｝，以及ω正则语言Ｌ１，

…，Ｌｋ，使得 Ａ＝∨ｋ
ｉ＝１ａｉ１Ｌｉ，其中１Ｌｉ表示Ｌｉ的特征函数；

（３）存在 ａ１，…，ａｋ∈－｛０｝，以及两两不交的ω
正则语言Ｌ１，…，Ｌｋ，使得 Ａ＝∨ｋ

ｉ＝１ａｉ１Ｌｉ．

证明：（１）（３）：由于 Ａ是Σ上的量子ω正则语
言，因此存在 ＬＶＢＡＡω＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ），使得 Ａ＝ｒｅｃωＡ，

其中 ＩＱ，表示分明初始状态，Ｆ： →Ｑ 表示量子终

状态，δ：Ｑ× →Σ ２Ｑ表示分明状态转移函数，即对任
意α∈Σω，Ａ（α）＝「ｒｅｃωＡ（α）?＝∨｛∧ｑ∈Ｉｎ（ρ）∩ｓｕｐｐ（Ｆ）

Ｆ（ｑ）：ρ∈Ｒ，ｌｂ（ρ）＝α，Ｉｎ（ρ）∩ｓｕｐｐ（Ｆ）≠ ｝．
令（Ｉｍ（Ｆ）∧）∨－｛０｝＝｛ａ１，…，ａｋ｝－｛０｝，取 Ｆｉ

＝｛ｑ∈Ｑ：Ｆ（ｑ）＝ａｉ｝．对每个 Ｆｉ，构造经典 Ｂüｃｈｉ自动
机ＢＡＡωｉ＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆｉ）．显然 Ｌｉ＝｛α∈Σω：ρ∈Ｒ，
ｌｂ（ρ）＝α，Ｉｎ（ρ）∩ｓｕｐｐ（Ｆ）≠ ，「ｒｅｃωＡ（α）?＝ａｉ｝，其中
Ｌｉ表示经典 Ｂüｃｈｉ自动机 Ａωｉ所识别（接受）的分明ω
正则语言，且｛Ｌ１，…，Ｌｋ｝两两不交．进一步可知

「ｒｅｃωＡ（α）?＝∨｛∧ｑ∈Ｉｎ（ρ）∩ｓｕｐｐ（Ｆ）Ｆ（ｑ）：ρ∈Ｒ，ｌｂ（ρ）
＝α，Ｉｎ（ρ）∩ ｓｕｐｐ（Ｆ）≠ ｝＝∨ａｉ∈－｛０｝∨
｛∧ｑ∈Ｉｎ（ρ）∩ｓｕｐｐ（Ｆ）Ｆ（ｑ）：ρ∈ Ｒ，ｌｂ（ρ）＝α，Ｉｎ（ρ）∩
ｓｕｐｐ（Ｆ）≠ ｝＝∨ａｉ∈－｛０｝

｛ａｉ：ρ∈Ｒ，ｌｂ（ρ）＝α，Ｉｎ（ρ）

∩ｓｕｐｐ（Ｆ）≠ ｝＝∨ａｉ∈－｛０｝
ａｉ∧１Ｌｉ（α）＝∨ａｉ∈－｛０｝

（ａｉ１Ｌｉ）（α），综上可知，Ａ＝「ｒｅｃ
ω
Ａ（α）?＝∨ｋ

ｉ＝１ａｉ１Ｌｉ．
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（３）（２）：显然．

（２）（１）：假设 Ａ＝∨ｋ
ｉ＝１ａｉ１Ｌｉ，其中 Ｌ１，…，ＬｋΣω

是分明Ｂüｃｈｉ自动机识别（接受）的ω正则语言，令识别
Ｌｉ的ＢＡ为 Ａωｉ＝（Ｑｉ，Σ，Ｅｉ，ｑ０ｉ，Ｆｉ），且当 ｉ≠ｊ时，Ｑｉ∩
Ｑｊ＝ ．
构造 ＬＶＢＡＡω＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ）如下：
Ｑ＝∪ｋ

ｉ＝１Ｑｉ，Ｉ（ｑ０ｉ）＝ａｉ，Ｆ＝∪ｋ
ｉ＝１Ｆｉ，而δ：Ｑ×Σ

× →Ｑ ｛０，１｝为，

δ（ｐ，σ，ｑ）＝
１， 若（ｐ，σ，ｑ）∈Ｅｉ，ｐ，ｑ∈Ｑｉ
０， 否则

{ ．
，

则易证 Ａ＝「ｒｅｃωＡ（α）?＝∨ｋ
ｉ＝１ａｉ１Ｌｉ．

定理３（层次刻画） 设 Ａ：Σ →ω 为量子ω语言，
以下论断等价．

（１）Ａ∈ＢＲ（Σ）；
（２）集合 Ｉｍ（Ａ）为有限集，且对任意 ａ∈－｛０｝，Ａ

的ａ截集，Ａａ＝｛α∈Σω：Ａ（α）≥ａ｝是Σ上的ω正则语
言，且 Ａ＝∨ａ∈－｛０｝ａ１Ａａ，其中１Ａａ表示Ａａ的特征函数；

（３）集合 Ｉｍ（Ａ）为有限集，且对任意 ａ∈－｛０｝，Ａ
的ａ层集，Ａ［ａ］＝｛α∈Σω：Ａ（α）＝ａ｝是Σ上的ω正则
语言，且 Ａ＝∨ａ∈－｛０｝ａ１Ａ［ａ］，其中１Ａ［ａ］表示 Ａ［ａ］的特征
函数．

证明：由定理２显然．
以下为了给出量子ω正则语言的Ｂüｃｈｉ刻画，先说

明量子ω正则语言对于正则运算是封闭的．
对任意 Ａ，Ｂ∈（Σω），ｒ∈，并 Ａ∨Ｂ，交 Ａ∧Ｂ，补

Ａ⊥以及数量积 ｒＡ定义为，对任意α∈Σω，Ａ∨Ｂ（α）＝
Ａ（α）∨Ｂ（α），α∈Σω，Ａ∧Ｂ（α）＝Ａ（α）∧Ｂ（α），
Ａ⊥（α）＝Ａ（α）⊥，ｒＡ（α）＝ｒ∧ Ａ（α）．对任意 Ｕ∈
（Σ），Ａ∈（Σω），柯西连接 ＵＡ定义为，对任意α∈
Σω，ＵＡ（α）＝∨｛Ｕ（α１）∧Ａ（α２）：α１α２＝α，α１∈Σ，α２
∈Σω｝．若 Ｖ∈（Σ），且进一步满足：εｓｕｐｐ（Ｖ），即
不包含空语言，Ｖ的ωＫｌｅｅｎｅ闭包Ｖω定义为，对任意α
∈Σω，Ｖω（α）＝∨｛∧ｉ≥０Ｖ（αｉ）：α＝α０α１α２…αｉ…，αｉ∈
Σ，ｉ∈ω｝．

引理 ２［９］ 设 Ｕ：Σ → 为量子语言，下列条件

等价．
（１）Ｕ∈Ｒ（Σ）；
（２）存在 ａ１，…，ａｍ∈－｛０｝，及正则语言 Ｕ１，…，

Ｕｍ，使得 Ｕ＝∨ｍ
ｉ＝１ａｉ１Ｕｉ，其中１Ｕｉ表示Ｕｉ的特征函数；

（３）存在 ａ１，…，ａｍ∈－｛０｝，以及两两不交的正
则语言 Ｕ１，…，Ｕｍ，使得 ｕ＝∨ｍ

ｉ＝１ａｉ１Ｕｉ，其中１Ｕｉ表示Ｕｉ
的特征函数．

命题５ 对量子语言的类Ｒ（Σ）与ＢＲ（Σ），以下
结论成立．

（１）若 Ａ，Ｂ∈ＢＲ（Σ），则 Ａ∨Ｂ，Ａ∧Ｂ∈ＢＲ（Σ）；
（２）若 Ａ，Ｂ∈ＢＲ（Σ）且 ｒ∈，则 ｒＡ，Ａ⊥ ∈

ＢＲ（Σ）；
（３）若 Ｕ∈Ｒ（Σ），Ａ∈ＢＲ（Σ），则 ＵＡ∈ＢＲ（Σ）；
（４）若 Ｕ，Ｖ∈Ｒ（Σ）且εｓｕｐｐ（Ｖ），则 ＵＶω∈

ＢＲ（Σ）．
证明：对任意 Ａ，Ｂ∈ＢＲ（Σ），根据定理２（３），令 Ａ

＝∨ｋ
ｉ＝１ａｉ１Ｌｉ，Ｂ＝∨

ｎ
ｊ＝１ｂｊ１Ｍｊ，其中 Ｌｉ和Ｍｊ都是经典ω

正则语言，且｛Ｌｉ｝ｋｉ＝１两两不交，｛Ｍｊ｝ｎｊ＝１同样两两不交．
（１）关于并，易知 Ａ∨Ｂ＝∨ｋ

ｉ＝１ａｉ１Ｌｉ∨∨
ｎ
ｊ＝１ｂｊ１Ｍｊ，因

此由定理２（２）Ａ∨Ｂ∈ＢＲ（Σ），
关于交，因为 Ａ∧Ｂ（α）＝Ａ（α）∧Ｂ（α）＝∨ｋ

ｉ＝１

ａｉ１Ｌｉ（α）∧∨
ｎ
ｊ＝１ｂｊ１Ｍｊ（α）＝∨

ｋ
ｉ＝１∨ｎ

ｊ＝１（ａｉ∧ ｂｊ）１Ｌｉ∩Ｍｊ
（α），故 Ａ∧Ｂ∈ＢＲ（Σ）．

（２）关于数量积，对 ｒ∈，易知 ｒＡ＝∨ｋ
ｉ＝１（ｒ∧ａｉ）

１Ｌｉ，因此 ｒＡ∈ＢＲ（Σ）．

关 于 补 运 算，易 知 Ａ⊥ ＝ ∨ｋ
ｉ＝１ ａ⊥ｉ１Ｌｉ ∨

１Σω－（Ｌ１∪…∪Ｌｋ），因此由定理２（２）知 Ａ
⊥∈ＢＲ（Σ）．

（３）因 Ｕ∈Ｒ（Σ），由引理２，令 Ｕ＝∨ｍ
ｉ＝１ａｉ１Ｕｉ，其

中 Ｕｉ是经典正则语言，且｛Ｕｉ｝ｍｉ＝１两两不交．进而易知

ＵＡ（α）＝∨｛Ｕ（α１）∧Ａ（α２）：α＝α１α２｝＝∨｛∨ｍ
ｉ＝１ａｉ１Ｕｉ

（α１）∧∨ｎ
ｊ＝１ｂｊ１Ｍｊ（α２）：α＝α１α２｝＝∨

ｍ
ｉ＝１∨ｎ

ｊ＝１（ａｉ∧ｂｊ）

１Ｕｉ．Ｍｊ（α），因此由定理２（２）知，ＵＡ∈ＢＲ（Σ）．

（４）类似文献［１１］同理可证．
命题６ 设 ｈ：Σω →１ Σω２为同态，以下结论成立．
（１）若 Ａ∈ＢＲ（Σ２），则 ｈ－１（Ａ）＝Ａ°ｈ∈ＢＲ（Σ１）；
（２）设 ｈ满足，对任意τ∈Σ１，ｈ（τ）≠ε，若

Ｂ∈ＢＲ（Σ１），则 ｈ（Ｂ）∈ＢＲ（Σ２），其中 ｈ（Ｂ）（α）＝∨
｛Ｂ（ν）：ｈ（ν）＝α｝．

证明：类似于文献［１１］同理可证．
定理４（Ｂüｃｈｉ刻画） 设 Ａ∈ＢＲ（Σ），则存在 Ｕｉ，

Ｖｉ∈Ｒ（Σ），其中 ｉ＝１，…，ｋ，且εｓｕｐｐ（ν），使得 Ａ＝

∨ｋ
ｉ＝１ＵｉＶωｉ．
证明：对任意 Ａ∈ＢＲ（Σ），由定理２（３）知，令 Ａ＝

∨ｍ
ｊ＝１ａｊ１Ｌｊ，其中 Ｌｊ是经典ω正则语言，且｛Ｌｊ｝

ｍ
ｊ＝１两两不

交．由经典自动机理论，对任意 Ｌｊ∈Σω，存在 Ｕｉｊ，Ｖｉｊ∈
Σ，使得 Ｌｊ＝∪ｋ

ｉ＝１ＵｉｊＶωｉｊ，这时存在 ＮＦＡＡｉ和Ｂｊ，使得
Ｕｉｊ＝Ｌ（Ａｉ），Ｖｉｊ＝Ｌ（Ｂｉ）．进而构造 ＬＶＳＮＦＡＡｉ和Ｂｊ，使
得ｒｅｃＡｉ＝∨

ｍ
ｊ＝１ａｊ１Ｌｊ，ｒｅｃＢｉ＝∨

ｍ
ｉ＝１ａｉ１Ｌｉ，并令 Ｕｉ＝ｒｅｃＡｉ，Ｖｉ

＝ｒｅｃＢｉ，则 Ｕｉ，Ｖｉ∈Ｒ（Σ）．易知 Ａ＝∨
ｍ
ｊ＝１ａｊ１Ｌｊ＝∨

ｍ
ｊ＝１ａｊ

１∪ｋ
ｉ＝１ＵｉｊＶ

ω

ｉｊ
＝∨ｍ

ｊ＝１∨ｋ
ｉ＝１ａｊ１Ｕｉｊ∧∨

ｍ
ｊ＝１∨ｋ

ｉ＝１ａｊ１Ｖωｉｊ＝∨
ｋ
ｉ＝１ＵｉＶωｉ．
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４ 单体二阶量子逻辑以及它可定义的语言

限于篇幅，有关单体二阶逻辑的基本知识和相关

逻辑符号请参见文献［１４～１８］．
定义５ 字母表Σ上的ＬＶＭＳＯ逻辑公式的语构用

如下的ＢＮＦ形式定义：

φ：：＝ｒ｜Ｐσ（ｘ）｜ｘ≤ｙ｜ｘ∈Ｘ｜φ∨ψ｜φ｜ｘ．φ｜
Ｘ．φ，

其中，ｒ∈，σ∈Σ，ｘ，ｙ为一阶变量，而 Ｘ为二阶
集合变量．

由此可诱导如下公式：

φ∧ψ＝（φ∨ψ）．φ→ψ＝φ∨（φ∧ψ）（称为
Ｓａｓａｋｉ蕴涵）．φψ＝（φ→ψ）∧（ψ→φ）．

ｘ．φ ＝（ｘ．φ）． Ｘ．φ ＝（Ｘ．
φ）．
以下用Ｆｒｅｅ（φ）表示公式φ中出现的全体自由变

量，用ＬＶＭＳＯ（Σ）表示Σ上的所有ＬＶＭＳＯ公式之集．
定义 ６ 设φ∈ＬＶＭＳＯ（Σ），Ｖ为有限变量集且

Ｆｒｅｅ（φ）Ｖ，则φ的 Ｖ语义定义为ΣＶ上的值语言
「φ?Ｖ：Σ

ω →Ｖ ，对任意（α，ｆ）∈ΣωＶ，当 ｆ不是有效的（Ｖ，

α）指派，则「φ?Ｖ（α，ｆ）＝０，否则，「φ?Ｖ归纳地定义如
下：

「ｒ?Ｖ（α，ｆ）＝ｒ，

「Ｐσ（ｘ）?Ｖ（α，ｆ）＝
１， 若α（ｆ（ｘ））＝σ，
０， 否则{ ．

「ｘ≤ｙ?Ｖ（α，ｆ）＝
１， 若 ｆ（ｘ）≤ｆ（ｙ），
０， 否则{ ．

「ｘ∈Ｘ?Ｖ（α，ｆ）＝
１， 若 ｆ（ｘ）∈ｆ（Ｘ），
０， 否则{ ．

「φ?Ｖ（α，ｆ）＝「φ?Ｖ（α，ｆ）⊥．
「φ∨ψ?Ｖ（α，ｆ）＝「φ?Ｖ（α，ｆ）∨「ψ?Ｖ（α，ｆ）
「ｘ．φ?Ｖ（α，ｆ）＝∨｛「φ?Ｖ∪｛ｘ｝（α，ｆ［ｘ→ｉ］）：ｉ∈

ω｝．
「Ｘ．φ?Ｖ（α，ｆ）＝∨｛「φ?Ｖ∪｛Ｘ｝（α，ｆ［Ｘ→Ｉ］）：Ｉ

ω｝．
记「φ?＝「φ?Ｆｒｅｅ（φ）．注意到，若φ为句子，则φ无自

由变量，且「φ?为Σ上的量子ω语言．
命题 ７ 设φ∈ＬＶＭＳＯ（Σ），Ｆｒｅｅ（φ） Ｖ，则

「φ?Ｖ（α，ｆ）＝「φ?（α，ｆ｜Ｆｒｅｅ（φ））．

特别地，「φ?为量子ω语言「φ?Ｖ为量子ω正则
语言．

证明：只需对公式φ中出现的连接词与量词的个

数施行归纳即可．

５ 量子 Ｂüｃｈｉ自动机的单体二阶量子逻辑描
述

命题 ８ 设 Ａω 是Σ上的任一 ＬＶＢＡ，则存在ξ∈

ＬＶＭＳＯ（Σ），使得 ｒｅｃωＡ＝「ξ?．
证明：设 ＬＶＢＡＡω＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ），且 ｒｅｃωＡ＝Ａ．令

Ｔ＝Ｑ×Σ×Ｑ，对（ｐ，σ，ｑ）∈Ｔ，取集合变量 Ｘｐ，σ，ｑ，并
令 Ｖ＝｛Ｘｐ，σ，ｑ：（ｐ，σ，ｑ）∈Ｔ｝，设｜Ｖ｜＝ｍ＝｜Ｑ｜

２·｜Σ｜，
其中｜Ｑ｜，｜Ｖ｜，｜Σ｜分别表示集合 Ｑ，Ｖ，Σ中元素个

数，同时令槇Ｘ＝（Ｘ１，…，Ｘｍ），定义公式φ如下：

φ（
槇Ｘ）＝Ｐａｒｔｉｔｉｏｎ（槇Ｘ）∧ ∧

（ｐ，σ，ｑ）∈Ｔ
ｘ．（（ｘ∈Ｘｐ，σ，ｑ）→Ｐσ（ｘ））∧

ｘ．ｙ．Ｓ（ｘ，ｙ）→ ∨
ｐ，ｑ，ｒ∈Ｑ，σ，ζ∈Σ

（ｘ∈Ｘｐ，σ，ｑ）∧（ｙ∈Ｘｑ，ζ，ｒ( )），

其中，Ｐａｒｔｉｔｉｏｎ（槇Ｘ）＝ｘ．∧
ｍ

ｉ＝１
（ｘ∈Ｘｉ）∧∧

ｊ≠ｉ
（ｘ∈Ｘｊ( )），

Ｓ（ｘ，ｙ）＝（（ｘ≤ｙ）∧（ｙ≤ｘ）∧ｚ．（ｚ≤ｘ∨ｙ≤ｚ）），
即公式 Ｓ（ｘ，ｙ）表示 ｘ的后继ｘ＋１，有时亦记为 ｙ＝ｘ
＋１．
对α＝σ０σ１σ２…∈Σω，令Ａｓｓｉｇｎ（Ｖ，α）＝｛ｆ：「φ?（α，

ｆ）＝１｝表示所有满足公式φ的（Ｖ，α）指派（即「φ?（α，
ｆ）＝１）集合，而 Ｒα＝｛ρα：ｌｂ（ρ）＝α｝表示所有标记为α
的路径集合．易知存在从集合 Ａｓｓｉｇｎ（Ｖ，α）到集合 Ｒα
的一一映射．

定义公式ψ如下：

ψ（
槇Ｘ）＝φ（槇Ｘ）∧ ｘ． ∧

（ｐ，σ，ｑ）∈Ｔ
（（ｘ∈Ｘｐ，σ，ｑ）→δ（ｐ，σ，ｑ( )））∧

ｙ．Ｉｎｉｔｉａｌ（ｙ）∧ ∨
（ｐ，σ，ｑ）∈Ｔ

（（ｙ∈Ｘｐ，σ，ｑ）∧Ｉ（ｐ( )( )）） ∧

∨
（ｐ，σ，ｑ）∈Ｔ，ｐ∈Ｆ

ｘ．ｙ．（ｘ＜ｙ∧（ｙ∈Ｘｐ，σ，ｑ∧Ｆ（ｐ( )））），；

其中 Ｉｎｉｔｉａｌ（ｙ）＝ｘ．ｙ≤ｘ．直观上，公式 ∨
（ｐ，σ，ｑ）∈Ｔ，ｐ∈Ｆ

ｘ．ｙ从语义方面来说是用来判定 ＬＶＢＡＡω在输入

α∈Σω下的每一条路径ρα是否有效，其取值域为．
这时，若ρα＝ρ（０）ρ（１）ρ（２）… ＝（ρ（ｉ））ｉ≥０为 Ａω

上的一条以α为标记的路径，而 ｆρα为对应的（Ｖ，α）指
派．另外，对任意 ｔ∈Ｔ，令ρα（ｔ）＝｛ｉ：ρ（ｉ）＝ｔ｝．若ρα
不是有效路径，由公式 ∨

（ｐ，σ，ｑ）∈Ｔ，ｐ∈Ｆ
ｘ．ｙ的定义知，

「φ?Ｖ（α，ｆρα）＝０．否则，ρα是有效路径，即 Ｉｎ（ρα）∩ｓｕｐｐ
（Ｆ）≠ ，进一步可知，「ψ?Ｖ（α，ｆρα）＝Ｉ（ｑ０）∧∧ｉ≥０

δ（ｑｉ，σｉ，ｑｉ＋１）∧∧ｑ∈Ｉｎ（ρ）∩ｓｕｐｐ（Ｆ）Ｆ（ｑ）．
进而，若令ξ＝Ｘ１…Ｘｍ．ψ（Ｘ１，…，Ｘｍ），对任

意α＝σ０σ１σ２…∈Σω，则有「ξ?（α）＝ ∨
ｆ∈Ａｓｓｉｇｎ（Ｖ，α）

「ψ?Ｖ（α，

ｆ）＝∨
ρα∈Ｒα
「ψ?Ｖ（α，ｆρα）＝ ∨

Ｉｎ（ρα）∩ｓｕｐｐ（Ｆ）≠
（Ｉ（ｑ０）∧∧ｉ≥０δ（ｑｉ，

σｉ，ｑｉ＋１）∧∧ｑ∈Ｉｎ（ρα）∩ｓｕｐｐ（Ｆ）
Ｆ（ｑ））＝∨｛Ｉ（ｂ（ρα））∧

「ｐａｔｈωＡ（ρα）?∧∧ｑ∈Ｉｎ（ρα）∩ｓｕｐｐ（Ｆ）
Ｆ（ｑ）：ρα∈Ｒα，ｌｂ（ρα）＝

α，Ｉｎ（ρα）∩ｓｕｐｐ（Ｆ）≠ ｝＝「ｒｅｃωＡ（α）?．
综上所述，可知 Ａ＝ｒｅｃωＡ＝「ξ?，因此结论成立．
引理 ３ 若ψ∈ＬＶＭＳＯ（Σ）为原子的，则「ψ?∈

ＢＲ（Σ）．
证明：若ψ＝ａ∈，构造ＬＶＢＡＡω＝（Ｑ，Σ，δ，Ｉ，Ｆ）
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如下，Ｑ＝｛ｑ｝，对任意σ∈Σ，令δ（ｑ，σ，ｑ）＝１，Ｉ＝
｛ｑ｝，Ｆ（ｑ）＝ａ．显然有「ψ?＝ｒｅｃωＡ＝ａ１Σω，

对于ψ＝Ｐσ（ｘ）｜ｘ≤ｙ｜ｘ∈Ｘ的情形，首先，明显地

ψ是经典 ＭＳＯ公式，经典构造即可，具体参见文献［１４
～１８］，这时ψ能被经典 Ｂüｃｈｉ自动机 Ａω１＝｛Ｑ，Σ，δ１，

Ｉ１，Ｆ１｝所识别；其次，再将 Ａω１转化为ＬＶＢＡＡω＝（Ｑ，Σ，

δ，Ｉ，Ｆ）如下，Ｑ，Σ与Ａω１相同，若 ｑ∈Ｉ１，则令 Ｉ（ｑ）＝１，
同理若 ｑ∈Ｆ１，则令 Ｆ（ｑ）＝１，另外对任意σ∈Σ，ｐ，ｑ

∈Ｑ，若（ｑ，σ，ｐ）∈δ１，则令δ（ｑ，σ，ｐ）＝１，显然ＦＢＡＡω

能识别「ψ?．
引理 ４ 若φ，ψ∈ＬＶＭＳＯ（Σ），且「φ?，「ψ?∈

ＢＲ（Σ），则「φ?，「φ∨ψ?，「φ∧ψ?，「φ→ψ?∈
ＢＲ（Σ）．

证明：由于「φ∧ψ?＝「φ?∧「ψ?，「φ→ψ?＝「φ?→
「ψ?，「φ?＝「φ?⊥，「φ∨ψ?＝「φ?∨「ψ?，由命题５知
结论成立．

引理５ 设 ｈ：Σ１→Σ２ 为任意映射，且满足，对任
意σ∈Σ１，ｈ（σ）≠ε，则对任意的 Ａω∈Λω（Σ），θ∈Σω２，

ｒｅｃωｈ（Ａ）（θ）（α∈Σω１．ｈ（α）＝θ）ｒｅｃωＡ（α），即 ｒｅｃωｈ（Ａ）
＝ｈ（ｒｅｃωＡ）．
证明：由命题６显然．
引理６ 若ψ∈ＬＶＭＳＯ（Σ），且「ψ?∈ＢＲ（Σ），则

「ｘ．ψ?，「Ｘ．ψ?∈ＢＲ（Σ）．
证明：令 Ｖ＝Ｆｒｅｅ（ｘ．ψ），则 ｘＶ．进而令π：

ΣωＶ∪｛ｘ →｝ ΣωＶ为抹去ｘ行元素的同态，即对任意σ∈Σ，

ＵＶ∪｛ｘ｝，π（σ，Ｕ）＝（σ，Ｕ－｛ｘ｝），则明显地π（σ，
Ｕ）≠ε．对（α，ｆ）∈ΣωＶ，ｆ为有效的（Ｖ，α）指派当且仅当
对任意 ｉ∈ω，ｆ［ｘ→ｉ］为有效的（Ｖ∪｛ｘ｝，α）指派．

因此，对任意（α，ｆ）∈ＮＶ，「ｘ．ψ?Ｖ（α，ｆ）＝∨ｉ≥０

「ψ?Ｖ∪｛ｘ｝（α，ｆ［ｘ→ｉ］）＝π（「ψ?Ｖ∪｛ｘ｝）（α，ｆ）．
此处最后一个等式成立是由于 ｆ１为有效的（Ｖ∪

｛ｘ｝，α）指派且π（α，ｆ１）＝（α，ｆ）当且仅当存在 ｉ∈ω使
得ｆ１＝ｆ［ｘ→ｉ］．进而由命题７以及 Ｆｒｅｅ（ψ）Ｖ∪｛ｘ｝，
可知「ψ?Ｖ∪｛ｘ｝是量子ω正则语言，进而由量子ω正则
语言在投射同态下保持，且由引理５和命题６知「ｘ．

ψ?∈ＢＲ（Σ）．对于「Ｘ．ψ?∈ＢＲ（Σ）的情形，只需将
一阶变量 ｘ换为二阶变量Ｘ，同理可证．

命题９ 设ξ∈ＬＶＭＳＯ（Σ），则存在 ＬＶＢＡＡω，使得
ｒｅｃωＡ＝「ξ?．

证明：由引理３～引理６显然．
定理５（Ｂüｃｈｉ定理） Ａ∈ＢＲ（Σ）当且仅当存在ξ

∈ＬＶＭＳＯ（Σ），使得 Ａ＝「ξ?．
命题１０ 以上构造ＬＶＢＡ的过程是可判定的．
证明：显然．

６ 结论

本文采用语义分析方法，给出量子逻辑意义下的

非终止进程或数据处理（比如多用户操作系统，银行系

统，航空控制系统和网络传播系统等）的数学模型，并

对该模型的代数性质和逻辑性质进行了研究．研究结
论表明，量子 Ｂüｃｈｉ自动机相对于经典 Ｂüｃｈｉ自动机而
言，一方面，它们所依赖逻辑不同，一个是量子逻辑，一

个是经典逻辑，因而所得结论既有相似的地方，又有本

质的不同．比如：在经典 Ｂüｃｈｉ自动机理论中，ω正则
语言对于交运算、补运算、柯西连接运算、同态和ω
Ｋｌｅｅｎｅ闭包运算仍然是封闭的，但是这些结论对于量子
ω正则语言不再成立．另一方面，由于分配律对于某些
结论是充分而非必要的条件，通过直接使用经典自动

机的有关技术来处理量子ω正则语言，使得相关问题
简单化和分明化，进而使量子逻辑意义下相关结论得

到实质性的加强，从而所得结论有许多类似的地方，特

别地，当＝｛０，１｝时，对应的逻辑为经典逻辑，量子状
态构造方法退化为经典子集构造，因此量子 Ｂüｃｈｉ自动
机和经典Ｂüｃｈｉ自动机具有紧密联系和本质区别．与此
同时为了揭示量子Ｂüｃｈｉ自动机的逻辑基础，通过引入
单体二阶量子逻辑的概念，给出量子 Ｂüｃｈｉ自动机识别
的量子ω正则语言的单体二阶量子逻辑描述，初步建
立了量子Ｂüｃｈｉ自动机和量子逻辑之间的联系，但是由
于正交模格代数结构本身的复杂性，这种联系的唯一

性和完备性还需要进一步探讨，同时研究基于量子逻

辑的模型检测方法，将本文得到的相关代数刻画应用

到量子模型检测技术中，另外量子 Ｂüｃｈｉ自动机在量子
程序中的应用以及在量子信息技术，尤其是在量子通

信中的可能应用还需在另文中予以研究．
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