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摘 要： 约束非负矩阵分解是高光谱图像解混中常用的方法．该方法的求解通常采用投影梯度法，其收敛速度、
求解精度和算法稳定性都有待提高．为此，本文针对较优的最小体积约束，提出一种基于约束非负矩阵分解的高光谱
图像解混快速算法．首先优化原有的最小体积约束模型，然后设计了基于交替方向乘子法的非凸项约束非负矩阵分解
算法，最后通过奇异值分解优化迭代步骤．模拟和实际数据实验结果验证了本文算法的有效性．
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１ 引言

随着空间技术的发展，高光谱遥感在矿物识别、环

境监测、军事监视等领域得到广泛的应用［１］．高光谱遥
感器可以从可见光到红外区域数以百计个狭窄且连续

的波段上，获取某一场景的辐射值．通常由于光谱成像
仪的限制和地表的复杂多样性，高光谱遥感器获得图像

的某些像素中往往包含多种物质（端元），这被称为混合

像元．混合像元的存在不仅增加了目标识别、分类等应
用的难度，而且阻碍了遥感的定量化发展．如何对高光
谱图像进行解混，求解出图像中包含的端元光谱及其比

例系数（丰度系数），已经成为遥感图像定量分析中的一

个重要研究课题［２］．

线性光谱混合模型（ＬｉｎｅａｒＳｐｅｃｔｒａｌＭｉｘｉｎｇＭｏｄｅｌ，
ＬＳＭＭ）是高光谱解混常用的模型［１～４］，其假设每个像元
可由端元线性表示．基于 ＬＳＭＭ的高光谱解混算法可以
分为两类，纯像元假设的方法和非纯像元假设的方法．
纯像元假设方法要求在图像中存在包含这些端元的纯

净像元，如 ＮＦＩＮＤＲ［５］、顶点成分分析（ＶｅｒｔｅｘＣｏｍｐｏｎｅｎｔ
Ａｎａｌｙｓｉｓ，ＶＣＡ）［６］．由于纯像元假设方法从已有的数据集
中寻找端元，因此不适用于没有纯像元的数据集．非纯
像元假设方法克服了该弱点，如最小体积单纯形分析
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广拉格朗日的单纯形鉴别（ＳｉｍｐｌｅｘＩｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｖｉａＳｐｌｉｔ
ＡｕｇｍｅｎｔｅｄＬａｇｒａｎｇｉａｎ，ＳＩＳＡＬ）［８］、最小体积约束的非负矩
阵分解（ＭｉｎｉｍｕｍＶｏｌｕｍｅＣｏｎｓｔｒａｉｎｅｄＮＭＦ，ＭＶＣＮＭＦ）［４］．
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作为非纯像元假设方法的一种，非负矩阵分解

（ＮｏｎｎｅｇａｔｉｖｅＭａｔｒｉｘＦａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ，ＮＭＦ）［４，９］可以同时分离
出端元及其对应的丰度系数，近年来在高光谱解混中

受到了较多关注．ＮＭＦ的目标函数非凸，因此存在大量
局部解，需要增加对模型的约束来克服该弱点．Ｍｉａｏ和
Ｑｉ提出了 ＭＶＣＮＭＦ［４］，它通过最小化以端元光谱为顶
点所形成的单形体体积，使其尽可能接近数据云，从而

接近真实结果．ＭＶＣＮＭＦ采用的是交替投影梯度法
（ＰｒｏｊｅｃｔｅｄＧｒａｄｉｅｎｔｍｅｔｈｏｄ，ＰＧ）［１０］，其收敛速度慢，且获
得的解精度不高．由于体积约束非凸，且采用的是矩阵
行列式的形式，故梯度不可控，增加了算法的不稳定

性．为了提高此类模型的求解精度和稳定性，本文提出
了一种基于约束非负矩阵分解的高光谱图像解混快速

算法．首先优化原有的最小体积约束模型，减缓其对算
法稳定性的影响；然后设计基于交替方向乘子法（Ａｌｔｅｒ
ｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ，ＡＤＭＭ）［１１，１２］的非凸
项约束ＮＭＦ迭代算法；最后在不改变解空间的前提下，
采用奇异值分解的方法处理迭代步骤，进而获得最优

结果．

２ 模型介绍

２１ 线性光谱混合模型（ＬＳＭＭ）
ＬＳＭＭ可表示为

Ｘ＝ＡＳ＋Ｎ （１）
式（１）中 Ｘ∈ＲＬ×Ｉ表示高光谱图像，列向量｛ｘｉ｝Ｉｉ＝１∈ＲＬ

为每个像素对应的光谱响应，其中 Ｌ为波段数，Ｉ为图
像像素个数；Ａ∈ＲＬ×Ｊ表示端元，列向量｛ａｊ｝Ｊｊ＝１∈ＲＬ为
每种物质对应的光谱响应，其中 Ｊ为端元个数；Ｓ∈
ＲＪ×Ｉ表示丰度系数矩阵，向量｛ｓｊ｝Ｊｊ＝１∈ＲＩ为每个端元
对应的丰度系数；Ｎ∈ＲＬ×Ｉ是误差矩阵．根据端元和丰
度的物理意义，端元必须满足非负约束，丰度必须满足

和为一约束和非负约束

Ａ０，Ｓ０，１ＴＪ，１Ｓ＝１ＴＩ，１ （２）
式（２）中表示成分不等式（Ａ０意味着 ａｌｊ≥０，ｌ＝
１，２，…，Ｌ，ｊ＝１，２，…，Ｊ），１Ｊ，１∈ＲＪ×１且各元素全为１．
２２ 优化的最小体积约束模型

高光谱解混的目标是在已知 Ｘ的情况下求解Ａ和
Ｓ，它可以通过最小化欧式距离目标函数

ｍｉｎ
（Ａ，Ｓ）
ｆ（Ａ，Ｓ）＝１２‖Ｘ－ＡＳ‖

２
Ｆ （３）

来得到最优解，其中‖·‖Ｆ表示 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数．由于
Ｘ，Ａ和Ｓ都是非负矩阵，式（３）与ＮＭＦ［９］等价．式（３）目
标函数非凸，存在大量局部解［４］．为了克服该缺点，
ＭＶＣＮＭＦ［４］引入了最小体积约束项

ｄｅｔ２（Ｚ）＝ｄｅｔ２（Ｃ＋ＢＵＴ（Ａ－μ１ＴＪ）） （４）

其中 ｄｅｔ表示矩阵的行列式，矩阵 Ｕ∈ＲＬ×（Ｊ－１）表示 Ｘ
经过ＰＣＡ变换后的前 Ｊ－１个主成分，列向量μ∈ＲＬ表
示 Ｘ的均值，

Ｃ＝
１ＴＪ，１
０Ｊ－１，

[ ]
Ｊ
，Ｂ＝

０ＴＪ－１，１
ＩＪ

[ ]
－１

（５）

式（５）中 ０Ｊ－１，Ｊ∈Ｒ（Ｊ－１）×Ｊ且各元素全为零，ＩＪ－１∈
Ｒ（Ｊ－１）×（Ｊ－１）表示 Ｊ－１阶的单位矩阵．由于式（４）函数
值受矩阵变化影响较大，为了减弱其对算法稳定性的

影响，本文采用优化的函数项

Ｊ（Ａ）＝ｌｏｇ（｜ｄｅｔ（Ｚ）｜） （６）
在式（６）中，我们引入 ｌｏｇ函数来减缓 ｄｅｔ函数值的突
变．它可以在不改变 ｄｅｔ函数单调性的同时，提高算法
的稳定性．将 ＬＳＭＭ和式（６）引入ＮＭＦ［９］，我们得到如下
优化的最小体积约束模型

ｍｉｎ
（Ａ，Ｓ）
ｆ（Ａ，Ｓ）＝１２‖Ｘ－ＡＳ‖

２
Ｆ＋λｌｏｇ（｜ｄｅｔ（Ｚ）｜）

ｓ．ｔ． Ａ０，Ｓ０，１ＴＪ，１Ｓ＝１ＴＩ，１ （７）
其中参数λ＞０．

３ 算法描述

３１ 交替方向乘子法

考虑无约束优化问题

ｍｉｎ
Ｘ∈Ｒ

ｍ×ｎ
ｆ１（Ｘ）＋ｆ２（ΨＸ） （８）

其中 ｆ１：Ｒｍ×ｎ→Ｒ，ｆ２：Ｒｐ×ｎ→Ｒ，Ψ∈Ｒｐ×ｍ．如果Ψ 为
列满秩，ｆ１，ｆ２为完备的闭凸函数，则序列（ｘｔ，Ｘｔ，ｄｔ）按
照以下迭代格式收敛［１１，１２］

Ｘｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
Ｘ
ｆ１（Ｘ）＋μ２‖ΨＸ－ｘｔ－ｄｔ‖

２
Ｆ

ｘｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ
ｆ２（ｘ）＋μ２‖ΨＸｔ＋１－ｘ－ｄｔ‖

２
Ｆ

ｄｔ＋１＝ｄｔ－（ΨＸｔ＋１－ｘｔ＋１）
其中μ＞０．
３２ 本文快速算法

由于式（６）非凸，使得模型的求解变得不容易，我
们采用了二阶函数逼近的方法，具体算法如算法 １所
列．

算法１ 非凸项约束非负矩阵分解

步骤１ 设置 ｋ＝０，选择τ＞０，α∈（０，１），初始化 Ａ０；

步骤２ 计算式（７）ｆｋ＝ｆ（Ａｋ，Ｓｋ）；

步骤３ 计算非凸函数项的梯度 Ｇ＝ＵＢＴ（Ｚ－１）Ｔ；

步骤４ 替换 Ｊ（Ａ）＝＜Ｇ，Ａ－Ａｋ＞＋（τ／２）‖Ａ－Ａｋ‖２Ｆ，求解式

（７）得到（Ａｋ＋１，Ｓｋ＋１）；

步骤５ 如果 ｆ（Ａｋ＋１，Ｓｋ＋１）＞ｆｋ，重复 Ａｋ＋１＝αＡｋ＋１＋（１－α）Ａｋ，直

到 ｆ（Ａｋ＋１，Ｓｋ＋１）≤ｆｋ；

步骤６ 如果满足停止条件，结束算法；

否则，令 ｋ＝ｋ＋１，算法转至步骤２．

３３４第 ３ 期 刘建军：基于约束非负矩阵分解的高光谱图像解混快速算法



算法１中，＜·，·＞表示内积，第５步用于保证目标
函数值不会上升．对于二次逼近后的式（７），其等价无
约束优化模型可写为：

（Ａｋ＋１，Ｓｋ＋１）∈

ａｒｇｍｉｎ
（Ａ，Ｓ）

１
２‖
珚Ｘ－珚ＡＳ‖２Ｆ＋＋（Ａ）＋＋（Ｓ）

＋λ（＜Ｇ，Ａ－Ａｋ＞＋τ２‖Ａ－Ａｋ‖
２
Ｆ）

（９）
其中＋表示示性函数（当 ｘ０，＋（ｘ）＝０；ｘ０，＋
（ｘ）＝∞），

珚Ｘ＝
Ｘ

δ１ＴＩ，
[ ]

１
，珚Ａ＝

Ａ

δ１ＴＪ，
[ ]

１
（１０）

式（１０）中δ＞０控制丰度系数和为一的影响大小．我们可
以采用ＡＤＭＭ求解式（９），具体算法如下面算法２所列．

算法２ 基于ＡＤＭＭ的约束非负矩阵分解

步骤１ 设置 ｔ＝０，选择μＡ，μＳ＞０，初始（Ｓ
０，ｓ０，ｄ０Ｓ）、（Ａ０，ａ０，ｄ０Ａ）；

步骤２ 求解 Ｓｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
Ｓ

１
２‖
珚Ｘ－珚ＡｔＳ‖２Ｆ＋μ

Ｓ
２‖Ｓ－ｓ

ｔ－ｄｔＳ‖２Ｆ

步骤３ 求解 ｓｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｓ
＋（ｓ）＋μ

Ｓ
２‖Ｓ

ｔ＋１－ｓ－ｄｔＳ‖２Ｆ；

步骤４ 计算 ｄｔ＋１Ｓ ＝ｄｔＳ－（Ｓｔ＋１－ｓｔ＋１）；

步骤５ 求解

Ａｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
Ａ

１
２‖Ｘ－ＡＳ

ｋ＋１‖２Ｆ＋μ
Ａ
２‖Ａ－ａ

ｔ－ｄｔＡ‖２Ｆ

＋λ（＜Ｇ，Ａ－Ａｋ＞＋τ２‖Ａ－Ａｋ‖
２
Ｆ）

步骤６ 求解 ａｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ａ
＋（ａ）＋μ

Ａ
２‖Ａ

ｔ＋１－ａ－ｄｔＡ‖２Ｆ；

步骤７ 计算 ｄｔ＋１Ａ ＝ｄｔＡ－（Ａｔ＋１－ａｔ＋１）；

步骤８ 如果满足停止条件，结束算法；

否则，令 ｔ＝ｔ＋１，算法转至步骤２．

在算法２的步骤２中

‖珚Ｘ－珚ＡＳ‖２Ｆ＝‖ｖｅｃ（Ｘ）－（ＩＩＡ）ｖｅｃ（Ｓ）‖２２
＋‖δ１ＴＩ，１－δ１ＴＪ，１Ｓ‖２Ｆ （１１）

其中ｖｅｃ表示矩阵的向量化，表示 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积，ＩＩ
Ａ∈ＲＩＬ×ＩＪ．考虑对 Ｘ进行奇异值分解

Ｘ≈ＵＥＶＴ （１２）
其中 Ｕ∈ＲＬ×Ｊ，Ｅ∈ＲＪ×Ｊ，Ｖ∈ＲＩ×Ｊ．用 ＥＶＴ和 ＵＴＡ分
别替代式（１１）中的 Ｘ和Ａ，则对于替代前后的问题有

ｒａｎｋ（ＩＩＡ）＝ｒａｎｋ（ＩＩＵＴＡ）＝ＩＪ （１３）
这表明它们的解空间相等；同理，用 ＵＥ和ＳＶ替代步
骤５中的 Ｘ和Ｓ也是可行的．

在算法２中，由于步骤２，３，５和步骤６为凸优化问
题，因此可以得到精确解．对于替代后的问题，其精确
解如下：

Ｓｔ＋１＝ＦＳＷＳ （１４）

ｓｔ＋１＝（Ｓｔ＋１－ｄｔＳ）＋ （１５）
Ａｔ＋１＝ＷＡＦＡ （１６）

ａｔ＋１＝（Ａｔ＋１－ｄｔＡ）＋ （１７）
其中

ＦＳ＝（（ＵＴＡｔ）Ｔ（ＵＴＡｔ）＋μＳＩＪ）
－１

ＷＳ＝（ＵＴＡｔ）Ｔ（ＥＶＴ）＋μＳ（ｓ
ｔ＋ｄｔＳ）

ＦＡ＝（（Ｓｔ＋１Ｖ）（Ｓｔ＋１Ｖ）Ｔ＋（λτＡ＋μＡ）ＩＪ）
－１

ＷＡ＝（ＵＥ）（Ｓｔ＋１Ｖ）Ｔ＋μＡ（ａ
ｔ＋ｄｔＡ）＋λ（τＡＡｋ－Ｇ）

（·）＋表示投影操作（当 ｘ０，（ｘ）＋＝ｘ；ｘ０，（ｘ）＋＝０），

ＥＶＴ＝
ＥＶＴ

δ１ＴＩ，
[ ]

１
， ＵＴＡｔ＝

ＵＴＡｔ

δ１ＴＪ，
[ ]

１
（１８）

４ 实验与分析

４１ 仿真数据实验

在本节中，我们采用仿真数据测试算法的性能．本
文提出的算法（简称为 ＡＤＭＭＶＣ，ＡＤＭＭｆｏｒＭＶＣ）将与
两个最小体积算法比较（基于投影梯度法的 ＭＶＣＮＭＦ
（简记为 ＰＧＭＶＣ）和 ＳＩＳＡＬ）．由于 ＳＩＳＡＬ只能从数据中
求得端元，我们在其结果基础上使用算法２子算法（步
骤２，３，４），以得到对应的丰度．

仿真数据依照ＬＳＭＭ生成．首先从美国地质调查局
（ＵｎｉｔｅｄＳｔａｔｅｓＧｅｏｌｏｇｉｃａｌＳｕｒｖｅｙ，ＵＳＧＳ）数字光谱库［１３］中
随机选择６条光谱作为端元矩阵 Ａ；然后产生一系列服
从Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ概率密度函数的列向量，删除其中最大元素
值大于０８的向量（即去除纯像元），选择剩下向量中的
２０００个组成矩阵 Ｓ；最后采用高斯零均值白噪声作为
误差矩阵．定义信噪比（ＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＳＮＲ）

ＳＮＲ＝１０ｌｏｇ（‖Ｘ‖２Ｆ／（Ｌ·Ｉ·σ２）） （１９）
其中σ为噪声方差，其它变量同上文所述．

为了描述两条光谱之间的相似度，引入光谱角度

距离（ＳｐｅｃｔｒａｌＡｎｇｌｅＤｉｓｔａｎｃｅ，ＳＡＤ）

ＳＡＤ（ａｊ，^ａｊ）＝ａｒｃｃｏｓ（
ａＴｊ^ａｊ

‖ａｊ‖２‖ａ^ｊ‖２
） （２０）

其中 ａｊ，^ａｊ分别为端元和估计的端元．采用根均方误差
（ＲｏｏｔＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，ＲＭＳＥ）来度量丰度系数的反演
精度

ＲＭＳＥ（ｓｊ，^ｓｊ）＝ （１／Ｉ）∑
Ｉ

ｉ＝１
（ｓｊｉ－ｓ^ｊｉ）槡 ２ （２１）

其中 ｓｊ，^ｓｊ分别为丰度和估计的丰度．
我们通过两个实验来比较算法的性能．根据大量

的实验比较分析，ＡＤＭＭＶＣ的参数设置为：τ＝１０－４，α
＝０５，δ＝１０，μＡ＝μＳ＝１．对于另外两个用于比较的算
法，ＰＧＭＶＣ的参数按照文献［４］设置，ＳＩＳＡＬ的参数按照
文献［８］设置．此外，实验中的定量化度量值采用的是
１００次随机测试的平均结果．
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实验采用的计算机硬件环境为 ＩｎｔｅｌＸｅｏｎＣＰＵ
３３３ＧＨｚ、内存１２０ＧＢ，软件环境为 ＭｉｃｒｏｓｏｆｔＷｉｎｄｏｗｓ７、
ＭＡＴＬＡＢ７１０．
４１１ 实验１

在这个实验中我们改变算法的停止条件，来测试

各个算法的收敛性能．实验采用噪声强度为３０ｄＢ的数
据，在ＳＡＤ达到指定精度（角度）时停止算法．图１（ａ）给
出各个算法达到不同精度的平均运行时间，图１（ｂ）给
出了算法达到不同精度次数的百分比．ＳＩＳＡＬ算法收敛
速度较快，但其不能获得高的精度．对于另外两个基于
非负矩阵分解的算法，随着求解精度的提高，各自需要

的时间都在逐渐增加，而 ＰＧＭＶＣ需要更多的时间．比
较各个算法达到不同精度的百分比可知，ＡＤＭＭＶＣ可
以获得更高的精度．

４．１．２ 实验２
在这个实验中我们改变噪声的强度，来测试各个

算法的抗噪性能．实验分别采用了噪声强度为 ２０ｄＢ、
２５ｄＢ、３０ｄＢ、３５ｄＢ、４０ｄＢ和无噪声的数据．图 ２给出了各
个算法ＳＡＤ和ＲＭＳＥ的变化情况．随着 ＳＮＲ的降低，各
个算法的效果都逐渐变差．在三个方法中，ＡＤＭＭＶＣ综
合结果较好．在无噪声时，ＳＩＳＡＬ结果最优．不同噪声强
度下，ＡＤＭＭＶＣ的结果都优于 ＰＧＭＶＣ．随着噪声的增
加，ＳＩＳＡＬ受噪声的影响开始凸显．
４２ 实际数据实验

为了进一步验证本文算法的实际应用效果，本节

采用高光谱数字图像采集实验（ＨｙｐｅｒｓｐｅｃｔｒａｌＤｉｇｉｔａｌＩｍ
ａｇｅｒｙＣｏｌｌｅｃｔｉｏｎＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔ，ＨＹＤＩＣＥ）于１９９５年１０月获取
的城市高光谱数据（可从 ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｔｅｃ．ａｒｍｙ．ｍｉｌ／Ｈｙ
ｐｅｒｃｕｂｅ下载）进行算法性能测试．该数据共有２１０个波
段，光谱分辨率和空间分辨率分别为１０ｎｍ和 ２ｍ，图像
大小为３０７×３０７．其地区位于美国德克萨斯州胡德堡
附近，区域内主要有草地、树木、房屋、道路、泥土等地

物．图３为三个波段（波段号分别为１２，９９，１７１）合成的
灰度图像，从中我们可以分辨出这些主要的地物．近几
年该地区被广泛作为高光谱解混测试数据集［１４］．

在解混之前，去除了那些受水汽和噪声影响的波

段（波段号为１４，７６，８７，１０１～１１１，１３６～１５３，１９８～２１０），
最终采用的是１６２个波段的数据．ＡＤＭＭＶＣ的丰度结果
如图４所示．根据已有的研究分析［１４］，可以确定这些端
元对应的地物．为了进一步衡量算法的性能，我们通过
ＮＦＩＮＤＥＲ［５，１４］加人工的方法提取了这些端元光谱作为
参考光谱，并计算解混结果与它们之间的光谱角．三个
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方法光谱角的定量对比如表 １所示．可以看出，ＡＤＭ
ＭＶＣ总体给出了较好的结果．

表１ ＨＹＤＩＣＥ城市数据的光谱角比较

ＡＤＭＭＶＣ ＰＧＭＶＣ ＳＩＳＡＬ
草地 ０．２９０１ ０．６８５３ ０．２４１１
道路 ０．４１６４ ０．６５５７ ０．２２５２
屋顶 ０．３２７５ ０．３００５ ０．３３５５
树木 ０．２６７２ ０．１０５１ ０．４４７１
泥土 ０．４８６９ ０．３２００ １．９２１８
均值 ０．３５７６ ０．４１３３ ０．６３４１

５ 结论

本文提出了一种基于约束非负矩阵分解的高光谱

图像解混快速算法．由于现有约束非负矩阵分解算法
主要基于投影梯度法，其收敛速度、求解精度和算法稳

定性有待提高．为此，本方法针对较优的最小体积约
束，设计了一种基于交替方向乘子法的非凸项约束非

负矩阵分解算法．在设计算法的同时，优化了最小体积
约束项，并采用奇异值分解优化迭代格式．在仿真实验
中，本文提出的算法与原有基于投影梯度的算法相比，

能够提高性能．另外，相对于其它最小体积法，该算法
表现出了良好的抗噪性能．进一步，在实际数据中，该
算法能够取得好的结果．值得注意的是，虽然本文仅针
对最小体积约束设计了快速算法，但其它约束亦可采

用本文设计方法快速求解．
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