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摘 要： 忆阻器是具有记忆特性的非线性电阻器，是物理上新实现的第四种基本二端电路元件．以分段二次型
非线性函数描述的有源磁控忆阻器为例，分析了有源忆阻器的伏安关系，研究了有源忆阻器与电容串联电路（简称有

源ＷＣ电路）的频率响应特性，并与有源ＲＣ电路进行了比较分析．结果表明：有源忆阻器的伏安特性曲线为紧磁滞回
线，且依赖于其内部初始状态；有源ＷＣ电路与有源ＲＣ电路均呈现高通特性，但前者为超前网络而后者为滞后网络．
基于有源磁控忆阻器的等效电路进行了电路仿真，其结果很好地验证了理论分析结果．
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１ 引言

忆阻器具有其它三种基本元件的任意组合都不能

复制的特性，它是一种有记忆功能的非线性电阻，可以

记忆流经它的电荷数量，通过控制电流的变化可改变其

阻值［１，２］．２００８年 ５月，惠普公司实验室 Ｓｔｒｕｋｏｖ等［３］在
《自然》上首次报道了忆阻器的实现性，研究成果震惊了

国际电工电子技术世界，极大的唤起了人们开展忆阻器

及其电路的研究兴趣．忆阻器将对计算机科学［４］、生物
工程学［５］、神经网络［６］、电子工程［７］等产生极其深远的

影响；同时忆阻电路元件的存在，使基础元件由电阻、电

容和电感增加到了四个，忆阻器为电路设计及其忆阻电

路应用提供了全新的发展空间［８，９］．
自忆阻器实现性报道后，关于忆阻器与忆阻电路方

面的研究在全方位迅速地延伸开来，包括纳米忆阻器及

其相关器件的物理实现［３］、忆阻器建模与基本电路的特

性研究［１０～１２］、忆阻混沌电路动力学分析与等效电路实

现［８，９，１３～１６］等．通过对忆阻电路的模型分析，可以了解
在电路中引入忆阻器后电路特性的变化；通过对忆阻电

路进行动力学分析，可以建立和完善忆阻电路的动力学

理论基础；通过对忆阻电路的等效实现，可以在简单的

实验环境下观察到忆阻电路所产生的物理现象，进而验

证理论分析的正确性．
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忆阻器是物理上新实现的第四种基本电路元件，

尚有很多不为人们所知道的特性．关于忆阻器及其基
本组成电路的文献成果报道较少，尤其缺乏相应的电

路仿真结果．忆阻器内部初始状态对其外在电路的动
力学特性有着较大的影响［１３，１５］，但对其元件伏安关系

是如何影响的，尚无研究成果报道．另外，由于忆阻电
路是非线性电路，因此也有必要研究基本忆阻电路的

频率响应特性．基于此，本文首先将以分段二次型非线
性函数描述的有源磁控忆阻器模型为例，进行有源忆

阻器的伏安关系研究，给出其依赖于忆阻器内部初始

状态的理论分析结果；其次从理论上进行有源ＷＣ电路
基波频率特性的研究，并与有源 ＲＣ电路作比较分析；
最后利用有源磁控忆阻器的等效电路，进行有源忆阻

器与有源ＷＣ电路的电路仿真，以此来验证理论分析结
果．

２ 有源磁控忆阻器基本特性

一个分段二次型非线性特性曲线描述的有源磁控

忆阻器［１３，１６］可表示为

ｑ（φ）＝－ａφ＋０．５ｂφ
２ｓｇｎ（φ） （１）

式中，ａ，ｂ＞０，ｓｇｎ（·）为符号函数．相应的忆导 Ｗ（φ）为
Ｗ（φ）＝－ａ＋ｂ｜φ｜ （２）

假设电压 ｖ（ｔ）与电流 ｉ（ｔ）采用关联参考方向，则
有源磁控忆阻器的伏安关系为

ｉ（ｔ）＝Ｗ（φ）ｖ（ｔ）＝（－ａ＋ｂ｜φ｜）ｖ（ｔ） （３）
由于忆导在一定的工作范围内可变成负值，忆阻器的

即时功率 ｐ（ｔ）＝Ｗ（φ）ｖ
２（ｔ）和流入的能量 ｗ（ｔ０，ｔ）＝

∫
ｔ

ｔ０
ｐ（τ）ｄτ（对所有 ｔ≥ｔ０）随着时间的演化将在正值和

负值之间变化着．根据忆阻器无源定理［１］，可判断式（１）
所描述的磁控忆阻器不具备无源性，即是有源的．

在有源磁控忆阻器上外加一个正弦电压激励，即

设 ｖ（ｔ）＝Ｖｍｓｉｎ（ωｔ）＝Ｖｍｓｉｎ（２πｆｔ）．这里，Ｖｍ为振幅，角
频率ω和频率 ｆ之间存在关系式ω＝２πｆ．根据磁通

φ（ｔ）与电压 ｖ（ｔ）的时域关系可得

φ（ｔ）＝φ（０）＋∫
ｔ

０
Ｖｍｓｉｎ（ωτ）ｄτ

＝φ（０）＋
Ｖｍ
ω
［１－ｃｏｓ（ωｔ）］ （４）

其中，有源磁控忆阻器内部状态变量φ（ｔ）的初始值

φ（０）＝∫
０

－∞
ｖ（τ）ｄτ．

式（４）说明正弦电压激励在有源磁控忆阻器上产
生的磁通具有一个直流分量，它是由忆阻器磁通的初

始值和忆阻器上积累磁通所产生的直流分量共同确定

的．
将式（４）代入式（３），可得

ｉ（ｔ）＝Ｖｍ －ａ＋ｂφ（０）＋
Ｖｍ
ω
１－ｃｏｓ（ωｔ[ ]{ }） ｓｉｎ（ωｔ）

（５）
令φ（０）＝０Ｗｂ，则有

ｉ（ｔ）＝ －ａ＋
ｂＶｍ( )
ω
Ｖｍｓｉｎ（ωｔ）－

ｂＶ２ｍ
２ω
ｓｉｎ（２ωｔ） （６）

因此，流过有源磁控忆阻器的电流由激励频率的基波

分量和二次谐波分量组成．
设有源磁控忆阻器的参数为 ａ＝０６６６７ｍＳ和 ｂ＝

１４８２８Ｓ／Ｗｂ［１６］，内部初始状态为φ（０）＝０Ｗｂ．外加一个
正弦电压激励 ２ｓｉｎ（２πｆｔ）（Ｖ），当激励频率分别为 ｆ＝
５００Ｈｚ、１ｋＨｚ和２０ｋＨｚ时，可得到式（１）描述的忆阻器在
ｖｉ平面上的伏安关系曲线如图１（ａ）所示．当 ｆ＝１ｋＨｚ
时，电压和电流的时域波形如图１（ｂ）所示．从图１（ａ）
中可以观察到该忆阻器具有斜体“８”字型的紧磁滞回
线特性．与无源磁控忆阻器所不同的是，当激励频率较
低时，有源磁控忆阻器的伏安关系曲线位于 ｖｉ平面的
四个象限中；而当激励频率较高（约１．３ｋＨｚ以上）时，其
伏安关系曲线仅局限于 ｖｉ平面的 ＩＩ、ＩＶ象限中．另外，
当激励频率进一步增大时，该忆阻器的特性接近于一

个电导为－ａＳ的线性负电阻特性，即激励频率很高时，
有源磁控忆阻器将退化为一个负电阻．

当忆阻器内部初始状态不同，即φ（０）不为零时，从
式（５）中可知忆阻器所具有的伏安关系有着很大的不
同．这种特性表明了忆阻器对过去历史具有良好的记
忆性，与其它三种基本元件有着本质上的区别．尤其
是，当φ（０）＞ａ／ｂ＝０．４４９６ｍＷｂ时，Ｗ（φ）＞０总是成
立，故有源磁控忆阻器在一定的初始状态下有着无源

性．
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３ 有源ＷＣ电路频率特性

从上述分析可知，外加正弦电压激励后，有源磁控

忆阻器的电流响应将含有以外加激励频率为基波频率

的高次谐波分量．常用谐波平衡法求解各次谐波分量
的频率响应［１７］，但求解过程是极其繁杂的．一般来说，
与基波分量相比，响应的高次谐波分量的幅值很小，对

响应的有效值影响几乎可以忽略．因此，在许多情况
下，仅考察系统基波幅值及相位与频率的关系，即基波

频率特性．
以式（１）描述的有源磁控忆阻器 Ｗ与电容Ｃ的串

联电路构成的有源ＷＣ电路为例，如图２（ａ）所示．电路
的外加激励为 ｖＳ（ｔ）＝Ｖｍｃｏｓ（ωｔ），以磁通φ（ｔ）为变量，
可列出电路的微分方程为

Ｃｄ
２
φ（ｔ）
ｄｔ２

－［ａ－ｂ｜φ（ｔ）｜］
ｄφ（ｔ）
ｄｔ ＝

ｄｖＳ（ｔ）
ｄｔ （７）

设有源磁控忆阻器输出电压响应的基波分量为

ｖｐ１（ｔ）＝Ｖ１（ω）ｃｏｓ［ωｔ＋θ１（ω）］，并令其初始状态为零，
则有

φｐ１（ｔ）＝∫
ｔ

－∞
ｖｐ１（τ）ｄτ

＝
Ｖ１（ω）
ω
｛ｓｉｎθ１（ω）－ｓｉｎ［ωｔ＋θ１（ω）］｝

代入式（７）得到

ωＣＶ１（ω）ｓｉｎ［ωｔ＋θ１（ω）］－

ａ－
ｂＶ１（ω）
ω

｜ｓｉｎ［ωｔ＋θ１（ω）］－ｓｉｎθ１（ω）[ ]｜Ｖ１（ω{ ）·

ｃｏｓ［ωｔ＋θ１（ω }）］ ＝－ωＣＶｍｓｉｎ（ωｔ） （８）

从下面数值仿真结果可知，随着激励频率增加，输

出电压响应的相位角θ１（ω）由９０°单调下降并趋于０°，
即ｓｉｎθ１（ω）由１单调下降至０．为了简化分析，假设式
（８）绝对值项中ｓｉｎθ１（ω）项分别为１和０，在这两种特殊
情况下推导有源ＷＣ电路的基波频率响应关系式．

第一种情况：假设 ｓｉｎθ１（ω）项为１．式（８）绝对值项
可化简为１－ｓｉｎ［ωｔ＋θ１（ω）］．仅取式（８）中的基波项，
并将其表示为向量形式有

－ｊωＣＶ１（ω）ｅｊθ１（ω）－ ａ－
ｂＶ１（ω）[ ]
ω

Ｖ１（ω）ｅｊθ１（ω）

＝ｊωＣＶｍｅｊ０ （９）

由此得基波幅频响应特性和基波相频响应特性分别为

Ｖ１（ω）＝
ωＣＶｍ

ａ－
ｂＶ１（ω）[ ]
ω

２
＋（ωＣ）槡 ２

，

θ１（ω）＝－ａｒｃｔａｎ
ａω－ｂＶ１（ω）
ω
２[ ]Ｃ

（１０）

第二种情况：假设 ｓｉｎθ１（ω）项为０．考虑到下面关
系式成立

｜ｓｉｎ（ωｔ＋θ１）｜＝
４
π

１
２－∑

∞

ｎ＝１

１
４ｎ２－１

ｃｏｓ２ｎ（ωｔ＋θ１[ ]{ }）
ｃｏｓ（２ωｔ＋２θ１）ｃｏｓ（ωｔ＋θ１）

＝１２［ｃｏｓ（３ωｔ＋３θ１）＋ｃｏｓ（ωｔ＋θ１）］

式（８）中基波项的向量形式为

－ｊωＣＶ１（ω）ｅｊθ１（ω）－ ａ－
４ｂＶ１（ω）
３π

[ ]
ω

Ｖ１（ω）ｅｊθ１（ω）

＝ｊωＣＶｍｅｊ０ （１１）
可得基波幅频响应特性和基波相频响应特性分别为

Ｖ１（ω）＝
ωＣＶｍ

ａ－
４ｂＶ１（ω）
３π

[ ]
ω

２
＋（ωＣ）槡 ２

，

θ１（ω）＝－ａｒｃｔａｎ
３πａω－４ｂＶ１（ω）

３πω２
[ ]Ｃ

（１２）

应该注意的是，在式（１０）与式（１２）中，右端表达式
除了与激励频率有关外，还与 Ｖ１（ω）有关，因而也与外
加激励的幅值有关．

采用上述有源磁控忆阻器的参数，并确定电容值

为 Ｃ＝１０μＦ．设输入电压的幅值为１Ｖ、初相为 ０°，基于
式（１０）和（１２），可绘出有源 ＷＣ电路的忆阻器输出端的
基波频响特性曲线如图３所示．图３中点线表示第一种
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情况下的基波频响特性曲线，而点划线表示第二种情

况下的基波频响特性曲线．从图３（ｂ）中可以看到，基波
相位角θ１（ω）在 ９０°～０°之间变化．因此，在一般情况
下，有源 ＷＣ电路的基波频响特性曲线应该位于点线和
点划线之间的一条曲线，上述假设的两种特殊情况为

实际电路频响特性曲线的两个边界．
从图２（ａ）所示电路及图３所示曲线可见，有源ＷＣ

电路呈现高通特性．当 ｆ＝０Ｈｚ（直流）时，电容元件相当
于开路，Ｖ１（０）＝０Ｖ，θ１（０）＝９０°；而当 ｆ→∞时，电容元
件相当于短路，Ｖ１（∞）＝１Ｖ，θ１（∞）→０°．这表示，随着
输入正弦信号频率的增加，Ｖ１（ω）由０Ｖ单调上升并趋
于１Ｖ，即高频的正弦信号比低频的正弦信号更容易通
过这个电路，相位角θ１（ω）由９０°单调下降并趋于０°．

为了进行比较分析，将图２（ａ）中的有源磁控忆阻器
替换成一个负电阻 Ｒ，其阻值选择与有源磁控忆阻器在
高频激励时退化成的负电阻值一致，即有 Ｒ＝－１／ａ．有
源ＲＣ电路的等效电路如图２（ｂ）所示．这里，电容 Ｃ之
外的运算放大器电路与电阻Ｒ在Ｒ１＝Ｒ２时实现了负
电阻．设负电阻端输出电压为 ｖ２（ｔ），输入电压的幅值
和初相分别为１Ｖ和０°，容易得到负电阻端电压的幅频
特性和相频特性分别为

Ｖ２（ω）＝
１

１＋ ａ２
（ωＣ）槡 ２

，θ２（ω）＝－ａｒｃｔａｎ
ａ
ω
( )Ｃ （１３）

选择有源 ＲＣ电路的电路参数为 Ｒ＝－１／ａ＝－１．５ｋΩ
和 Ｃ＝１０μＦ，有源ＲＣ电路中负电阻输出端的幅频特性
曲线和相频特性曲线分别如图３（ａ）和３（ｂ）中的实线
所示．

因此，有源 ＷＣ电路与有源 ＲＣ电路均为高通电
路，但前者的截止频率要明显高于后者的截止频率．此
外，有源ＷＣ电路为超前网络，其输出电压总是超前输
入电压；而有源 ＲＣ电路为滞后网络，其输出电压总是
滞后输入电压．

４ 等效电路仿真验证

采用现有的电阻器、电容器、运算放大器等分立元

器件，可以构建一个电路来等效实现忆阻器的特性．文
献［１６］给出了有源磁控忆阻器等效电路实现的原理图，
其等效参数为 ａ＝０６６６７ｍＳ和 ｂ＝１４８２８Ｓ／Ｗｂ．当有源
磁控忆阻器上外加一个幅度为 ２Ｖ、频率分别为 ５００Ｈｚ
和１ｋＨｚ的正弦电压激励时，利用 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ电路仿真软
件进行仿真，其 ｖ（ｔ）ｉ（ｔ）曲线分别如图４（ａ）和４（ｂ）
所示．其结果与图１数值仿真结果作比较，在同一个正
弦电压激励下，相应的伏安关系曲线是完全吻合的．

在有源磁控忆阻器的等效电路上串联上 １０μＦ电
容，即可构成如图２（ａ）所示的有源 ＷＣ电路．外加正弦

电压信号源，利用 Ｍｕｌｔｉｓｉｍ电路仿真软件进行交流分
析，其频率响应特性曲线分别如图４（ｃ）和４（ｄ）中的黑
线所示．与图３数值仿真结果作比较，可以看出两者结
果是基本一致的，由此说明了有源ＷＣ电路的频率特性
理论推导是可行的．相应地，有源 ＲＣ电路的频率响应
特性曲线如图４（ｃ）和４（ｄ）中的灰线所示，其电路仿真
结果与图３数值仿真结果也是一致的．

５ 结论

本文深入研究了有源磁控忆阻器和有源ＷＣ电路，
进行了有源磁控忆阻器伏安关系的基本分析、数值仿

真、基于等效电路的电路仿真等研究，进一步开展了有

源ＷＣ电路的基波频率响应特性的理论分析、基于等效
电路的电路仿真等研究，并与有源 ＲＣ电路进行了比较
分析．结果说明：（１）有源忆阻器的伏安关系具有斜体
“８”字型的紧磁滞回线特性，且依赖于其内部初始状
态，甚至呈现出无源性；（２）有源ＷＣ电路呈现出的高通
特性与有源ＲＣ电路的变化趋势一致，但其截止频率明
显高于有源ＲＣ电路的截止频率；（３）有源ＷＣ电路为超
前网络，而有源 ＲＣ电路为滞后网络．基于有源磁控忆
阻器的等效电路进行了相应的电路仿真，其结果很好

地验证了理论分析结果．
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