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摘 要： 利用体表积分方程矩量法求解了具有任意的介电常数张量和磁导率张量的各向异性介质与金属的组

合目标的电磁散射问题．给出了基于ＲＷＧ面基函数和ＳＷＧ体基函数的体表积分方程阻抗矩阵元素表达式并详细推
导了阻抗矩阵元素所涉及的各种积分运算的计算方法；通过数值计算实例与解析解或其它数值方法的详细对比分析，

证明了计算公式的正确性．
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１ 引言

随着材料科学技术的迅猛发展，人们已经研发出了

许多具有各种介质参数及电磁特性的复杂媒质．各向异
性介质在新型天线研发、电子和光学仪器设计、ＲＦ
ＭＭＩＣｓ、光纤优化设计、特殊雷达衰减器综合和微波元
器件制造等领域具有广泛的应用前景．

除精确的解析法［１～３］之外，积分方程法也是求解金

属、介质体及其组合目标的电磁散射／辐射问题的最主
要数值方法之一［４，５］．尽管金属、各向同性介质体及其
组合目标的表面积分方程法（ＳＩＭ）、体积分方程法
（ＶＩＭ）及体表积分方程法（ＶＳＩＭ）已获得了广泛研
究［６～１１］，但各向异性介质体及其与金属的组合目标的

积分方程法研究却相对甚少［１２～１５］．另外，有限元边界
积分法（ＦＥＢＩＭ）也常用于分析金属各向异性介质体组
合目标电磁散射／辐射问题［１６～１８］．就作者所知，还没有
文献详细研究金属各向异性介质组合目标的体表积分
方程矩量法．本文首先地阐述了金属各向异性介质组
合目标的体表积分方程矩量法，然后详细地给出了阻抗

矩阵元素的计算过程和计算公式，并对计算实例进行了

对比分析．

２ 金属各向异性介质体目标的体积表面积
分方程矩量法

设表面为 Ｓ的理想导体与体积为Ｖ、介电常数张量
为珋ε（ｒ）、磁导率张量为珔μ（ｒ）的非均匀各向异性介质体
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组合目标位于背景介质（εｂ，μｂ）之中，则入射场

Ｅｉｎｃ（ｒ）、Ｈｉｎｃ（ｒ）将在理想导体表面上产生面感应电流
Ｊｓ（ｒ）、在介质体 Ｖ内产生体等效电流Ｊｖ（ｒ）＝ｊω（珋ε（ｒ）
－珋Ｉεｂ）·Ｅ（ｒ）和体等效磁流 Ｍｖ（ｒ）＝ｊω（珔μ（ｒ）－珋Ｉμｂ）·
Ｈ（ｒ），其中珋Ｉ为单位张量；而面电流 Ｊｓ（ｒ）以及体等效

电流 Ｊｖ（ｒ）和体等效磁流 Ｍｖ（ｒ）又要产生散射电场
Ｅｓｃａｔ（ｒ）和散射磁场 Ｈｓｃａｔ（ｒ）．对理想导体表面利用电磁
场的切向边界条件、对介质体利用体等效原理可得金

属各向异性介质体组合目标的体表积分方程为

－ｎ×ｎ× Ｌｓｅ，ｓ｛Ｊｓ；ｒ｝＋Ｌｓｅ，ｖ｛Ｊｖ；ｒ｝＋η
－１
ｂＫｓｅ，ｖ｛Ｍｖ；ｒ[ ]｝ ＝－ｎ×ｎ×Ｅ

ｉｎｃ

ｊｋｂηｂ
，ｒ∈Ｓ （１）

－ｊｋ－１ｂＪｓ（ｒ）－Ｋｓｈ，ｓ｛Ｊｓ；ｒ｝－Ｋｓｈ，ｖ｛Ｊｖ；ｒ｝＋η
－１
ｂＬｓｈ，ｖ｛Ｍｖ；ｒ｝＝

ｎ×ηｂＨ
ｉｎｃ

ｊｋｂηｂ
，ｒ∈Ｓ （２）

Ｌｖｅ，ｓ｛Ｊｓ；ｒ｝－ｊｋ－１ｂη
－１
ｂＥ（ｒ）＋Ｌｖｅ，ｖ｛Ｊｖ；ｒ｝＋η

－１
ｂＫｖｅ，ｖ｛Ｍｖ；ｒ｝＝

Ｅｉｎｃ
ｊｋｂηｂ

，ｒ∈Ｖ （３）

－Ｋｖｅ，ｓ｛Ｊｓ；ｒ｝－Ｋｖｅ，ｖ｛Ｊｖ；ｒ｝－ｊｋ－１ｂＨ（ｒ）＋η
－１
ｂＬｖｅ，ｖ｛Ｍｖ；ｒ｝＝η

ｂＨｉｎｃ

ｊｋｂηｂ
，ｒ∈Ｖ （４）

其中，Ｅ（ｒ）＝Ｅｉｎｃ（ｒ）＋Ｅｓｃａｔ（ｒ）和 Ｈ（ｒ）＝Ｈｉｎｃ（ｒ）＋
Ｈｓｃａｔ（ｒ）分别为介质体内的总电场和总磁场，且上述各
个积分算子分别为

ＬＤｅ，Ｄ′｛Ｘ；ｒ｝＝∫Ｄ′
ｄＤ′（珋Ｉ－ｋ－２ｂ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）·Ｘ（ｒ′）

＝∫Ｄ′
ｄＤ′Ｘ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）＋ｋ－２ｂ

∫Ｄ′
ｄＤ′Ｇ（ｒ，ｒ′）′·Ｘ（ｒ′） （５）

ＬＤｈ，Ｄ′｛Ｘ；ｒ｝＝ｎ×∫Ｄ′
ｄＤ′（珋Ｉ－ｋ－２ｂ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）·Ｘ（ｒ′）

＝ｎ×∫Ｄ′
ｄＤ′Ｘ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）＋ｎ×ｋ－２ｂ

∫Ｄ′
ｄＤ′Ｇ（ｒ，ｒ′）′·Ｘ（ｒ′） （６）

ＫＤｅ，Ｄ′｛Ｘ；ｒ｝＝－ｊｋ－１ｂ×∫Ｄ′
ｄＤ′Ｘ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）

＝－ｊｋ－１ｂ∫Ｄ′
ｄＤ′Ｇ（ｒ，ｒ′）×Ｘ（ｒ′） （７）

ＫＤｈ，Ｄ′｛Ｘ；ｒ｝＝－ｊｋ－１ｂｎ××∫Ｄ′
ｄＤ′Ｘ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）

＝－ｊｋ－１ｂｎ×∫Ｄ′
ｄＤ′Ｇ（ｒ，ｒ′）×Ｘ（ｒ′）（８）

其中， 槡ｊ＝ －１为纯虚数，ｋｂ＝ω εｂμ槡 ｂ为背景介质的波

数，ｎ为理想导体表面的外法向单位矢量；场点 ｒ所在
区域Ｄ（ｒ∈Ｄ）及源点 ｒ′所在区域Ｄ′（ｒ′∈Ｄ′）均可以是
面区域（Ｄ＝Ｓ、Ｄ′＝Ｓ）或是体区域（Ｄ＝Ｖ、Ｄ′＝Ｖ），而
对应积分算子式（５）～（８）可以是表面积分算子或体积
分算子 （如 Ｌｓｅ，ｓ、Ｌｖｅ，ｓ、Ｌｓｅ，ｖ及Ｌｖｅ，ｖ等）；背景介质（通常为
自由空间）中的格林函数 Ｇ（ｒ，ｒ′）为

Ｇ（ｒ，ｒ′）＝ｅ
－ｊｋｂＲ

４πＲ
（９）

其中 Ｒ＝｜Ｒ｜＝｜ｒ－ｒ′｜为场点 ｒ与源点ｒ′之间的距
离．由各向异性介质本构关系 Ｄ（ｒ）＝珋ε（ｒ）·Ｅ（ｒ）和
Ｂ（ｒ）＝珔μ（ｒ）·Ｈ（ｒ），有
Ｅ（ｒ）＝珋ε－１（ｒ）·Ｄ（ｒ），Ｈ（ｒ）＝珔μ

－１（ｒ）·Ｂ（ｒ） （１０）

若令电张量珋ζ（ｒ）＝珋Ｉ－εｒｂ珋ε－１ｒ（ｒ）（εｒｂ或珋εｒ为相对介电
常数或相对介电常数张量）及磁张量珔υ（ｒ）＝珋Ｉ－μｒｂ珔μ

－１
ｒ

（ｒ）（μｒｂ或珔μｒ为相对磁导率或相对磁导率张量），则各
向异性介质内的体等效电流和体等效磁流可分别表示

为

Ｊｖ（ｒ）＝ｊω珋ζ（ｒ）·Ｄ（ｒ），Ｍｖ（ｒ）＝ｊω珔υ（ｒ）·Ｂ（ｒ） （１１）
为利用体表积分方程矩量法数值求解未知面电流

Ｊｓ（ｒ）以及体等效电流 Ｊｖ（ｒ）和体等效磁流 Ｍｖ（ｒ）．首
先，采用平面三角形贴片对理想导体表面进行面剖分、

采用四面体对各向异性介质体进行体剖分且各个四面

体内介电张量珋ζ（ｒ）及磁张量珔υ（ｒ）均可近似为常数张
量，然后将面电流 Ｊｓ（ｒ）用面基函数 ｆｓｎ（ｒ）（ｎ＝１，２，…，
Ｎｓ）展开为

Ｊｓ（ｒ）＝∑
Ｎｓ

ｎ＝１
Ｉｎｆｓｎ（ｒ） （１２）

其中，Ｉｎ为与面基函数ｆｓｎ（ｒ）相关的待求加权系数，这
里面基函数 ｆｓｎ（ｒ）选为最为常用的 ＲＷＧ基函数［６］（如
图１所示）：

ｆｓｎ（ｒ）＝∑
ｐ＝±
ｓｇｎ（Ｓｐｎ）

ｌｎ
２Ａｐｎ
（ｒ－ｒｐｎ），ｒ∈Ｓｐｎ （１３）

在式（１３）中，ｌｎ为正／负平面三角形 Ｓ±ｎ之间公共边Ｓｃｎ
的长度，Ａ±ｎ 分别为正／负三角形 Ｓ±ｎ 的面积，ｎｐｎ、ｌｐｎ和
ｕｐｎ分别为平面三角形Ｓｐｎ的面的外法向单位矢量、边的
切向单位矢量和边的外法向单位矢量，ｒ±ｎ 为公共边

Ｓｃｎ的自由结点坐标，且已经采用了符号函数关系：

ｓｇｎ（Ｓｐｎ）＝
＋１， ｐ＝＋ｉ．ｅ．ｒ∈Ｓ＋ｎ
－１， ｐ＝－ｉ．ｅ．ｒ∈Ｓ－{

ｎ

（１４）

而电位移矢量 Ｄ（ｒ）和磁感应强度矢量 Ｂ（ｒ）采用相同
的体基函数 ｆｖｎ（ｒ）可分别离散为

Ｄ（ｒ）＝ηｂεｂ∑
Ｎ
ｅ
ｖ

ｎ＝１
Ｄｎｆｖｎ（ｒ），Ｂ（ｒ）＝μｂ∑

Ｎ
ｈ
ｖ

ｎ＝１
Ｂｎｆｖｎ（ｒ） （１５）

考虑到式（１０）和式（１１）有
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Ｅ（ｒ）＝ηｂ∑
Ｎ
ｅ
ｖ

ｎ＝１
Ｄｎεｒｂ珋ε－１ｒ，ｎ（ｒ）·ｆｖｎ（ｒ）

Ｈ（ｒ）＝∑
Ｎ
ｈ
ｖ

ｎ＝１
Ｂｎμｒｂ珔μ

－１
ｒ，ｎ（ｒ）·ｆｖｎ（ｒ）

（１６）

Ｊｖ（ｒ）＝ｊｋｂ∑
Ｎ
ｅ
ｖ

ｎ＝１
Ｄｎ珋ζｎ（ｒ）·ｆ

ｖ
ｎ（ｒ）

Ｍｖ（ｒ）＝ηｂｊｋｂ∑
Ｎ
ｈ
ｖ

ｎ＝１
Ｂｎ珔υｎ（ｒ）·ｆｖｎ（ｒ）

（１７）

同样，Ｄｎ和Ｂｎ为与体基函数ｆｖｎ（ｒ）相关的待求加权系
数，而体基函数 ｆｖｎ（ｒ）选为最为常用的 ＳＷＧ基函数［７］

（如图２所示）：

ｆｖｎ（ｒ）＝ｓｇｎ（Ｔｐｎ）
ａｎ
３ｖｐｎ
（ｒ－ｒｐｎ）， ｒ∈Τｐｎ （１８）

在式（１８）中，ａｎ为正／负四面体 Ｔ±ｎ之间公共面Ｔｃｎ的
面积，ｖ±ｎ为正／负四面体 Ｔ±ｎ的体积，而 ｕ±ｎ为正／负四
面体 Ｔ±ｎ闭合面的外法向单位矢量，ｒ±ｎ 为公共面Ｔｃｎ
的自由结点坐标，且式（１８）也采用了符号函数关系：

ｓｇｎ（Ｔｐｎ）＝
＋１， ｐ＝＋ｉ．ｅ．ｒ∈Ｔ＋ｎ
－１， ｐ＝－ｉ．ｅ．ｒ∈Ｔ－{

ｎ

（１９）

这里，采用ＳＷＧ基函数离散电位移矢量 Ｄ（ｒ）和磁感应
强度矢量 Ｂ（ｒ）可确保其在四面体之间分界面上法向
分量的连续性．

将式（１２）、（１５）～（１７）代入金属各向异性介质体
的体积表面积分方程式（１）、（２）～（４）并采用伽略金法
可以得到矩阵方程：

Ｚ·Ｉ＝Ｖ （２０ａ）
展开为

Ｚｊｊｓｓ，Θ Ｚｊｄｓｖ，Θ Ｚｊｂｓｖ，Θ
Ｚｄｊｖｓ Ｚｄｄｖｖ Ｚｄｂｖｖ
Ｚｂｊｖｓ Ｚｂｄｖｖ Ｚｂｂ









ｖｖ

·

Ｉｊ

Ｉｄ

Ｉ









ｂ
＝
Ｖｊ

Ｖｄ

Ｖ









ｂ

（２０ｂ）

其中Θ＝ｅ，ｈ，ｃ分别对应于理想导体目标的电场分方
程（ＥＦＩＥ）、磁场分方程（ＭＦＩＥ）和混合场积分方程
（ＣＦＩＥ），而相应的体表积分方程分别为体表电场积分方
程（ＶＳＥＦＩＥ）、体表磁场积分方程（ＶＳＭＦＩＥ）和体表混合
场积分方程（ＶＳＣＦＩＥ）．设α为理想导体混合场积分方
程的加权系数并令Λ

ｖ
ｎ，珋ζ
（ｒ′）＝珋ζｎ（ｒ′）·ｆ

ｖ
ｎ（ｒ′）、Λｖｎ，珋υ（ｒ′）

＝珔υｎ（ｒ′）·ｆｖｎ（ｒ′），则矩阵方程式（２０）的右端向量及矩
阵元素可详细表示为

Ｖｊｅ（ｍ）＝－ｊｋ－１ｂη
－１
ｂ∫Ｓｍ

ｄＳｆｓｍ（ｒ）·Ｅｉｎｃ（ｒ）

Ｖｊｈ（ｍ）＝－ｊｋ－１ｂη
－１
ｂ∫Ｓｍ

ｄＳｆｓｍ（ｒ）·ｎｍ×ηｂＨ
ｉｎｃ（ｒ{ ）

，

１≤ｍ≤Ｎｓ （２１）

Ｖｄ（Ｎｓ＋ｍ）＝－ｊｋ－１ｂη
－１
ｂ∫Ｔｍ

ｄｖｆｖｍ（ｒ）·Ｅｉｎｃ（ｒ），

１≤ ｍ≤ Ｎｅｖ

Ｖｂ（Ｎｅｓｖ＋ｍ）＝－ｊｋ－１ｂη
－１
ｂ∫Ｔｍ

ｄｖｆｖｍ（ｒ）·ηｂＨ
ｉｎｃ（ｒ），

１≤ ｍ≤ Ｎ













ｈ
ｖ

（２２）

Ｚｊｊｓｓ，ｅ（ｍ，ｎ）＝∫Ｓｍ
ｄＳｆｓｍ（ｒ）·∫Ｓｎ

ｄＳ′ｆｓｎ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）

＋ｋ－２ｂ∫Ｓｍ
ｄＳｆｓｍ（ｒ）·∫Ｓｎ

ｄＳ′Ｇ（ｒ，ｒ′）′

·ｆｓｎ（ｒ′） （２３ａ）

Ｚｊｊｓｓ，ｈ（ｍ，ｎ）＝－ｊｋ－１ｂ∫Ｓｍ
ｄＳｆｓｍ（ｒ）·ｆｓｎ（ｒ）

＋ｊｋ－１ｂ∫Ｓｍ
ｄＳｆｓｍ（ｒ）·ｎｍ××∫Ｓｎ

ｄＳ′

·ｆｓｎ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′） （２３ｂ）
Ｖｊｃ（ｍ）＝αＶｊｅ（ｍ）＋（１－α）Ｖｊｈ（ｍ） （２３ｃ）

Ｚｊｄｓｖ，ｅ（ｍ，ｎ）＝ｊｋｂ∫Ｓｍ
ｄＳｆｓｍ（ｒ）·∫Ｔｎ

ｄｖ′Λｖｎ，珋ζ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）

＋ｊｋ－１ｂ∫Ｓｍ
ｄＳｆｓｍ（ｒ）·∫Ｔｎ

ｄｖ′Ｇ（ｒ，ｒ′）′

·Λ
ｖ
ｎ，珋ζ
（ｒ′） （２４ａ）

Ｚｊｄｓｖ，ｈ（ｍ，ｎ＝－∫Ｓｍ
ｄＳｆｓｍ（ｒ）·ｎｍ××∫Ｔｎ

ｄｖ′

Λ
ｖ
ｎ，珋ζ
（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′） （２４ｂ）

Ｚｊｄｓｖ，ｃ（ｍ，ｎ）＝αＺｊｄｓｖ，ｅ（ｍ，ｎ）＋（１－α）Ｚｊｄｓｖ，ｈ（ｍ，ｎ） （２４ｃ）

Ｚｊｂｓｖ，ｅ（ｍ，ｎ）＝∫Ｓｍ
ｄＳｆｓｍ（ｒ）·×∫Ｔｎ

ｄｖ′Λｖｎ，珋υ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）

（２５ａ）
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Ｚｊｂｓｖ，ｈ（ｍ，ｎ）＝ｊｋｂ∫Ｓｍ
ｄＳｆｓｍ（ｒ）·ｎｍ×∫Ｔｎ

ｄｖ′Λｖｎ，珋υ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）

＋ｊｋ－１ｂ∫Ｓｍ
ｄＳｆｓｍ（ｒ）·ｎｍ×∫Ｔｎ

ｄｖ′Ｇ（ｒ，ｒ′）′·

Λ
ｖ
ｎ，珋υ（ｒ′） （２５ｂ）

Ｚｊｂｓｖ，ｃ（ｍ，ｎ）＝αＺｊｂｓｖ，ｅ（ｍ，ｎ）＋（１－α）Ｚｊｂｓｖ，ｈ（ｍ，ｎ） （２５ｃ）

Ｚｄｊｖｓ（ｍ，ｎ）＝∫Ｔｍ
ｄｖｆｖｍ（ｒ）·∫Ｓｎ

ｄＳ′ｆｓｎ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）

＋ｋ－２ｂ∫Ｔｍ
ｄｖｆｖｍ（ｒ）·∫Ｓｎ

ｄＳ′Ｇ（ｒ，ｒ′）

′·ｆｓｎ（ｒ′） （２６）

Ｚｄｄｖｖ（ｍ，ｎ）＝－ｊｋ－１ｂ∫Ｔｍ
ｄｖｆｖｍ（ｒ）·εｒｂ珋ε－１ｒ，ｎ（ｒ）·ｆｖｎ（ｒ）

＋ｊｋｂ∫Ｔｍ
ｄｖｆｖｍ（ｒ）·∫Ｔｎ

ｄｖ′Λｖｎ，珋ζ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）

＋ｊｋ－１ｂ∫Ｔｍ
ｄｖｆｖｍ（ｒ）·∫Ｔｎ

ｄｖ′Ｇ（ｒ，ｒ′）′

·Λ
ｖ
ｎ，珋ζ
（ｒ′） （２７）

Ｚｄｂｖｖ（ｍ，ｎ）＝∫Ｔｍ
ｄｖｆｖｍ（ｒ）·×∫Ｔｎ

ｄｖ′Λｖｎ，珋υ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）

（２８）

Ｚｂｊｖｓ（ｍ，ｎ）＝ｊｋ－１ｂ∫Ｔｍ
ｄｖｆｖｍ（ｒ）·×∫Ｓｎ

ｄＳ′ｆｓｎ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）

（２９）

Ｚｂｄｖｖ（ｍ，ｎ）＝－∫Ｔｍ
ｄｖｆｖｍ（ｒ）·×∫Ｔｎ

ｄｖ′Λｖｎ，珋ζ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）

（３０）

Ｚｂｂｖｖ（ｍ，ｎ）＝－ｊｋ－１ｂ∫Ｔｍ
ｄｖｆｖｍ（ｒ）·μｒｂ珔μ

－１
ｒ，ｎ（ｒ）·ｆｖｎ（ｒ）

＋ｊｋｂ∫Ｔｍ
ｄｖｆｖｍ（ｒ）·∫Ｔｎ

ｄｖ′Λｖｎ，珋υ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′）

＋ｊｋ－１ｂ∫Ｔｍ
ｄｖｆｖｍ（ｒ）·∫Ｔｎ

ｄｖ′Ｇ（ｒ，ｒ′）′

·Λ
ｖ
ｎ，珋υ（ｒ′） （３１）

其中，式（２３）～（２５）中１≤ｍ≤Ｎｓ，式（２６）～（２８）中，１≤
ｍ≤Ｎｅｖ，式（２９）～（３１）中１≤ｍ≤Ｎｈｖ；而式（２３）、（２６）和
（２９）中１≤ｎ≤Ｎｓ，式（２４）、（２７）和（３０）中１≤ｎ≤Ｎｅｖ，式
（２５）、（２８）和（３１）中１≤ｎ≤Ｎｈｖ．

３ 阻抗矩阵元素及奇异性积分的计算

若用张量珔κ（ｒ）表示各向异性介质的电张量珋ζ（ｒ）
或磁张量珔υ（ｒ），则可将金属目标和各向同性介质看作
是其特例，即金属目标的珔κ（ｒ）为单位张量、各向同性
介质的珔κ（ｒ）为等对角线元素的对角线张量．进一步令
Λ
Ｄ
ｎ，珋κ（ｒ）＝珔κｎ（ｒ）·ｆ

Ｄ
ｎ（ｒ），则式（２３）～（３１）中源三角形或

源四面体上的内层积分可以统一地表示成为

Οｎ（ｒ）＝∫Ｄｎ
ｄＤ′ΛＤｎ，珔κ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′） （３２）

和

Ωｎ（ｒ）＝∫Ｄｎ
ｄＤ′Ｇ（ｒ，ｒ′）′·ΛＤｎ，珔κ（ｒ′） （３３）

容易知道，源三角形的面积分式（３２）以及源四面体的体
积分式（３３）已为最简明的形式，而利用文献［１４］中的式
（１１）可以将源四面体的体积分式（３３）表示为

Ωｎ（ｒ）＝
１
３∫Ｔｎ

ｄｖ′Ｇ（ｒ，ｒ′）Ｔｎ，珔κ（ｒ′）′·ｆ
ｖ
ｎ（ｒ′）

－∑
ｐ＝±∮Ｔ

ｐ
ｎ

ｄＳ′ｕｐｎ·珔κｐｎ·ｆｖｎ（ｒ′）Ｇ（ｒ，ｒ′） （３４）

若采用 Ｆｍ（ｒ）表示 ｆＤｍ（ｒ）或 ｎｍ×ｆＤｍ（ｒ），并仔细观察式
（２３）～（３１）可以看出，为计算金属各向异性介质体组
合目标体表积分方程矩量法的阻抗矩阵元素，仅需计

算以下三种类型的积分：

ＩＬｍｎ＝∫Ｄｍ
ｄＤＦｍ（ｒ）·Ωｎ（ｒ） （３５）

ＩＫｍｎ＝∫Ｄｍ
ｄＤＦｍ（ｒ）·×Οｎ（ｒ） （３６）

ＩＡｍｎ＝∫Ｄｍ
ｄＤｆＤｍ（ｒ）·珔κｎ（ｒ）·ｆＤｎ（ｒ） （３７）

其中，Ｔｐｎ表示四面体 Ｔ±ｎ 的闭合面，Ｔｎ，珔κ表示张量
珔κｎ（ｒ）的迹，而 ｕｐｎ为四面体面Ｔｐｎ的外法向单位矢量．
下面进一步详细分析以上三种积分的计算方法．

利用矢量恒等式·（ΩｎＦ）＝Ｆ·Ωｎ＋Ωｎ·Ｆ

以及体／面高斯定理∫Ｄ
ｑ
ｍ

ｄＤ·Ｆ＝∮Ｄ
ｑ
ｍ

ｄ（Ｄ）Ｆ·ｕｑｍ

（若 Ｄ±ｍ＝Ｓ±ｍ则ｕ±ｍ为三角形Ｓ±ｍ围线Ｓ±ｍ的外法向单
位矢量，如图１；若 Ｄ±ｍ＝Ｔ±ｍ则ｕ±ｍ为四面体Ｔ±ｍ闭合面

Ｔ±ｍ的外法向单位矢量，如图２，则积分式（３５）可写为

ＩＬｍｎ＝∑
ｑ＝±∮Ｄ

ｑ
ｍ

ｄ（Ｄ）Ωｎ（ｒ）ｕｑｍ·Ｆｍ（ｒ）

－∫Ｄｍ
ｄＤΩｎ（ｒ）·Ｆｍ（ｒ） （３８）

考虑到本文选择的基函数 ｆＤｎ（ｒ）为ＲＷＧ基函数或 ＳＷＧ
基函数，当 Ｆｍ（ｒ）＝ｆＤｍ（ｒ）时积分式（３８）的第一项积分
为零［６，７］，并由此有

ＩＬ，１ｍｎ＝－∫Ｄｍ
ｄＤΩｎ（ｒ）·Ｆｍ（ｒ） （３９）

而当 Ｆｍ（ｒ）＝ｎｍ×ｆｓｍ（ｒ）时并考虑到·（ｎｍ×ｆｓｍ）≡０，
则积分式（３８）为

ＩＬ，２ｍｎ＝∑
ｑ＝±∮Ｓ

ｑ
ｍ

ｄｌｕｑｍ·［ｆｓｍ（ｒ）×ｎｑｍ］Ωｎ（ｒ） （４０）

利用恒等式·（Ｆ×Ωｎ）＝Ωｎ· ×Ｆ－Ｆ· ×
Ωｎ可以将积分式（３６）写成

ＩＫｍｎ＝∫Ｄｍ
ｄＤΟｎ（ｒ）·×Ｆｍ（ｒ）
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－∫Ｄｍ
ｄＤ·［Ｆｍ（ｒ）×Οｎ（ｒ）］ （４１）

当 Ｆｍ（ｒ）＝ｆｖｍ（ｒ）时，因 ＳＷＧ基函数 ｆｖｍ（ｒ）的旋度为零

即×ｆｖｍ（ｒ）≡０，利用体高斯定理∫Ｄ
ｑ
ｍ

ｄＤ·Ｆ＝∮Ｄ
ｑ
ｍ

ｄ（Ｄ）Ｆ·ｕｑｍ可将积分式（４１）写成

ＩＫ，１ｍｎ＝∑
ｑ＝±∮Ｔ

ｑ
ｍ

ｄＳ［ｆｖｍ（ｒ）×ｕｑｍ］·Οｎ（ｒ） （４２）

当 Ｆｍ（ｒ）＝ｆｓｍ（ｒ）时，因ＲＷＧ基函数 ｆｓｍ（ｒ）的旋度也为

零即×ｆｓｍ（ｒ）≡０，利用＝ｓ＋ｎｍｎ
和面高斯定理

∫Ｓ
ｑ
ｍ

ｄＳｓ·Ｆ＝∮Ｓ
ｑ
ｍ

ｄｌＦ·ｕｑｍ可将积分式（４１）表示为

ＩＫ，２ｍｎ＝－∑
ｑ＝±∮Ｓ

ｑ
ｍ

ｄｌｕｑｍ·［ｆｓｍ（ｒ）×Οｎ（ｒ）］

－∑
ｑ＝±∫Ｓ

ｑ
ｍ

ｄＳ［ｎｑｍ×ｆｓｍ（ｒ）］·
Οｎ（ｒ）
ｎ

（４３）

而当 Ｆｍ（ｒ）＝ｎｍ×ｆｓｍ（ｒ）时，基于 ＲＷＧ基函数的性质
并考虑到（ｆｓｍ×ｎ±ｍ）×ｕ±ｍ ＝±ｎ±ｍ、 ×（ｆｓｍ×ｎｍ）＝
－ｎｍ·ｆｓｍ，采用面高斯定理可将积分式（４１）表示为［２０］

ＩＫ，３ｍｎ＝（ｎ－ｍ－ｎ＋ｍ）·∫ＳｃｍΟｎ（ｒ）ｄｌ＋∑ｑ＝±∫Ｓ
ｑ
ｍ

ｄＳ

ｆｓｍ（ｒ）·
Οｎ（ｒ）
ｎ

＋ｎｑｍ·Οｎ（ｒ）ｓ·ｆｓｍ（ｒ( )） （４４）

积分式（４３）和（４４）的法向导数可采用差分法计算，如

Οｎ（ｒ）／ｎ＝ Οｎ（ｒ）－Οｎ（ｒ－ｎΔ[ ]） ／Δ且本文设置Δ
＝λ×１０－４（λ为波长）．
由于检验函数 ｆＤｍ（ｒ）（ｒ∈Ｄｍ）与基函数 ｆＤｎ（ｒ）（ｒ∈

Ｄｎ）无重叠区域时积分 ＩＡｍｎ总为零，可假定检验函数

ｆＤｍ（ｒ）与基函数 ｆＤｎ（ｒ）的重叠区域 Ｄｍｎ＝Ｄｍ∩Ｄｎ（三角
形或四面体）且重叠区域的介质张量为珔κｍｎ（ｒ），则积分
ＩＡｍｎ可以简化为

ＩＡｍｎ＝∫Ｄｍｎ
ｄＤｆＤｍ（ｒ）·珔κｍｎ（ｒ）·ｆＤｎ（ｒ） （４５）

由于ＲＷＧ基函数和ＳＷＧ基函数随空间位置线性变化，
数值计算积分式（４５）的最简单方法就是直接采用面／体
高斯积分法并且具有非常高的数值积分精度．另外，也
可以解析地求出积分式（４５）：当 ｆＤｎ（ｒ）为 ＲＷＧ基函数
ｆｓｎ（ｒ）时，采用归一化面积坐标变换容易推导出面积分
式（４５）的解析表达式［６］；同样，可以采用归一化体积坐
标变换求出 ＳＷＧ基函数对应体积分的解析表达
式［７，１４］，下面给出了体积分式（４５）的更为简明的解析表
达式：

ＩＡｍｎ＝∑
ｑ＝±
∑
ｐ＝±
Ａｖｓｇ（０８ｒｃ·珔κｍｎ·ｒｃ＋００５∑

４

ｉ＝１
ｒｉ·珔κｍｎ·ｒｉ

－ｒｑｍ·珔κｍｎ·ｒｃ－ｒｃ·珔κｍｎ·ｒｐｎ＋ｒｑｍ·珔κｍｎ·ｒｐｎ） （４６）

Ａｖｓｇ＝
１
９ｖｍｎ
ｓｇｎ（Ｔｑｍ）ｓｇｎ（Ｔｐｎ）ａｍａｎ，Ｔｑｍ＝Ｔｐｎ （４７）

其中，重叠四面体 Ｔｍｎ的体积为ｖｍｎ、介质电／磁张量为
珔κｍｎ，而 ｒｃ为重叠四面体Ｔｍｎ的重心位置矢量，ｒｉ（ｉ＝１，
…，４）为四面体单元 Ｔｍｎ的顶点坐标，这样，将式（３９）、
（４０）以及式（４２）～（４４）代入式（２３）～（３１）后所得到的
线／面、面／面、线／体、面／体以及体／体二重积分最多仅
存在一阶奇异性积分，并可采用奇异值提取法［２１］或

Ｄｕｆｆｙ变换法［２２］计算．

４ 数值计算实例及讨论分析

下面通过具体计算实例来考察和验证本文方法正

确性和有效性．为此，假设入射平面波电场 Ｅｉｎｃ（ｒ）为
Ｅｉｎｃ（ｒ）＝Ｅ０ｅ－ｊｋｂｅｚ·ｒ （４８）

其中，入射电磁场沿＋ｚ方向传播且入射电场Ｅｉｎｃ（ｒ）的
极化矢量 Ｅ０＝Ｅ０ｅｘ．在以下所有例子中入射电磁波频
率为 ｆ＝３００ＭＨｚ，广义最小残差（ＧＭＲＥＳ４０）迭代解法的
收敛门限均设为０００１．

第一个计算实例为均匀电各向异性的介质球壳，

其内外半径分别为 ａ１＝０３ｍ和 ａ２＝０６ｍ、相对磁导
率μｒ＝１，而相对介电常数张量为

珋εｒ＝
２．５ －ｊ ０
ｊ ２．５ ０
０ ０ １．







５

（４９）

此电各向异性介质球壳被剖分成 ３２１３个四面体、共
６８１７个未知量，ＧＭＲＥＳ迭代次数为 ２５次．图 ３给出了
该介质球壳的Ｅ面和 Ｈ面双站 ＲＣＳ与解析解（Ｍｉｅ）［１］

之间的对比，从图３可以看出两者之间吻合得非常好．

第二个计算实例为半径０１７５ｍ的均匀磁各向异性
介质球，其相对介电常数εｒ＝１、相对磁导率张量为

珔μｒ＝
５ －ｊ０
ｊ ５ ０







０ ０ ３

（５０）

此磁各向异性介质球被剖分成２３５１个四面体、共 ４９４１
个未知量，ＧＭＲＥＳ迭代次数仅需 １５次．图 ４给出了该
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介质球的 Ｅ面和 Ｈ面双站 ＲＣＳ与解析解（Ｍｉｅ）［２］之间
的对比，从图４可以看出两者之间也吻合得很好．

在第三个例子中，边长均为 ａ＝０４ｍ的理想导电
立方体和各向同性介质立方体的重心间距 ｄ＝０６ｍ并
沿 ｙ轴排列，理想导电立方体的重心位于坐标原点．理
想导电立方体被剖分成８７６个平面三角形贴片、共１３１４
个面电流未知量，而介质立方体的相对介电常数εｒ和

相对磁导率μｒ均等于 ２并被剖分成 ２５１０个平面四面
体、体电流和体磁流各有５３５５个未知量．图５给出了该
目标的Ｅ面和Ｈ面双站ＲＣＳ与表面积分方程矩量法之
间的对比，从图 ５可以看出两者之间仍然吻合得非常
好．

第四个计算实例为半径 ａ等于０５ｍ的理想导电
球涂敷厚度 ｄ＝００７５ｍ的均匀电各向异性介质球壳，

其相对介电常数张量为，

珋εｒ＝
３ －ｊ０
ｊ ３ ０







０ ０ ５

（５１）

理想导电立方体被剖分成 ８１４个平面三角形贴片、共
１２２１个面电流未知量，而介质体部分被剖分成３０４４个
平面四面体、共７１０９个体电流未知量．在采用对角线矩
阵预条件技术情况下，ＶＳＥＦＩＥ的迭代次数为 １６８次、
ＶＳＣＦＩＥ（α＝０７）的迭代次数为６３次、ＶＳＭＦＩＥ的迭代次
数为２７次．图６给出了该目标的 Ｅ面和 Ｈ面双站 ＲＣＳ
与解析解（Ｍｉｅ）［３］之间的对比；从图６可以看出，ＶＳＥＦＩＥ
和ＶＳＣＦＩＥ矩量法与解析解还是吻合得较好；此时所出
现的误差主要是由于介质的体积分方程矩量法所采用

的ＳＷＧ基函数不能满足介质／金属分界面的边界条件，
如何严格满足介质／金属分界面边界条件是体表积分
方程法非常重要且需进一步研究的问题，有学者对此

也进行过一些研究和很好的尝试［２３，２４］．

８７２ 电 子 学 报 ２０１３年



第五个计算实例为半径等于 ０３ｍ的理想导电球
涂敷厚度０１ｍ的均匀各向异性介质球壳，其相对介电
常数张量和相对磁导率张量分别为

珋εｒ＝
２．０ －ｊ ０
ｊ ２．０ ０
０ ０ １．







５
，珔μｒ＝

１．５ －ｊ ０
ｊ １．５ ０
０ ０ ２．







０
（５２）

理想导体球被剖分成３４８个平面三角形贴片、共５２２个
面电流未知量，而各向异性介质球壳被剖分成１４８５个
平面四面体、各有３４６４个体电流和体磁流未知量．在采
用对角线矩阵预条件技术情况下，ＶＳＥＦＩＥ的迭代次数
为１３８次、ＶＳＣＦＩＥ（α＝０７）的迭代次数为４８次、ＶＳＭＦＩＥ
的迭代次数为２７次；在采用Ｐｅｎｔｉｕｍ４、主频为２８ＧＨｚ的
双核ＰＣ机以及 ＶＳＣＦＩＥ矩量法法条件下，实际占用计
算机内存为 ４６０ＭＢ，阻抗矩阵的填充总时间为 ３６５ｓ、
ＧＭＲＥＳ４０迭代时间约为４８ｓ／步．图７给出了该组合目
标ＶＳＥＦＩＥ、ＶＳＣＦＩＥ以及 ＶＳＭＦＩＥ矩量法的 Ｅ面和 Ｈ面
双站ＲＣＳ．

５ 结束语

本文利用体表积分方程矩量法求解了具有任意的

介电常数张量和磁导率张量的各向异性介质与金属的

组合目标的电磁散射问题．给出了基于 ＲＷＧ面基函数
和ＳＷＧ体基函数的阻抗矩阵元素表达式并详细推导了
阻抗矩阵元素所涉及的各种积分运算的计算方法；通

过对数值计算实例的对比分析表明，金属各向异性介
质组合目标的体表电场或体表混合场积分方程矩量法

获得了较为精确的计算结果，与解析解或表面积分方

程矩量法结果吻合较好，证明了阻抗矩阵元素计算公

式的正确性．另外，文中的体表积分方程矩量法可以求
解任意复杂的金属各向同性／各向异性介质组合目标
的电磁散射问题、具有广泛的适用性．
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