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摘 要： 首先针对双输入单输出模糊系统提出了一种模糊变换方法，指出这种模糊变换不仅与单输入和单输出

模糊系统有密切的联系，而且利用这种模糊变换构造的模糊系统具有很好的泛逼近性．然后将这种模糊变换应用到模
糊推理建模法中，导出了所研究的模糊系统的微分方程模型和状态空间模型，从而给出了一种新的模糊推理建模法．
理论分析和仿真实验均表明：利用模糊变换构造的微分方程对所研究的模糊系统具有很好的泛逼近性．
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１ 引言

模糊系统的构造是模糊控制领域的热点研究问题

之一．模糊系统的构造主要分为以下过程［１～６］：模糊化，
模糊推理和解模糊化．其中模糊化有单点模糊化和参数
单点模糊化［７］，模糊推理有ＣＲＩ（ＣｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎａｌＲｕｌｅｓｏｆＩｎ
ｆｅｒｅｎｃｅ）推理方法［８］或三 Ｉ推理方法［９］，常用的解模糊化
方法有中心平均解模糊化方法，重心法解模糊化方法和

最大值解模糊化方法．模糊系统的构造与模糊系统的建
模有密切的联系．２００２年，李洪兴提出了模糊推理建模
法．该方法实际上是采用中心解模糊化方法，通过利用模
糊逻辑系统的插值机理［１０］将既得的模糊推理规则库变

为某种变系数非线性微分方程［１１］．２００９年，李洪兴等利
用此系统通过对时间区域划分实现了时变自由运动模

型的建模［１２］，同样得到了微分方程形式的数学模型．

基于重心法的双输入单输出模糊系统的构造十分

复杂，需要在多个小区域上进行三重积分．为了克服这
一困难，本文提出了一种模糊变换方法．该方法是利用
单输入单输出重心法模糊系统引入一种函数变换，再通

过这种函数变换得到双输入单输出模糊系统．我们首先
证明了这种模糊系统具有很好的泛逼近性，然后将这种

模糊系统应用到模糊推理建模中，导出了所研究系统的

微分方程模型和状态空间模型．通过对时不变和时变的
自由运动模型的应用，验证了这种建模方法的有效性．

２ 模糊变换与模糊系统的构造

对双输入单输出的 Ｍａｍｄａｎｉ的模糊系统，由文献
［７］知，对函数 ｆ：［ａ１，ｂ１］×［ａ２，ｂ２］→［ｃ，ｄ］，当（ｘ，ｙ）

∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］×［ｙｊ，ｙｊ＋１］时，采用单点模糊化，乘机推理
机，中心平均解模糊化所构造的模糊系统表示为
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Ｓ（ｘ，ｙ）＝Ａｉ（ｘ）Ｂｊ（ｙ）ｆ（ｘｉ，ｙｊ）
＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ（ｙ）ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ）
＋Ａｉ（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）ｆ（ｘｉ，ｙｊ＋１）
＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ＋１）

（１）

其中 Ａｉ（ｘ），Ｂｊ（ｙ）分别是以 ｘｉ，ｙｊ为峰点的具有二相性
的三角波．本文引入函数变换：
Ｌ１（ｆ）＝Ｂｊ（ｙ）ｆ（ｘ，ｙｊ）＋Ｂｊ＋１（ｙ）ｆ（ｘ，ｙｊ＋１）ｇ（ｘ，ｙ）
Ｌ２（ｆ）＝Ａｉ（ｘ）ｆ（ｘｉ，ｙ）＋Ａｉ＋１（ｘ）ｆ（ｘｉ＋１，ｙ）

则 Ｌ２（ｇ）Ｓ（ｘ，ｙ）
＝Ａｉ（ｘ）Ｂｊ（ｙ）ｆ（ｘｉ，ｙｊ）
＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ（ｙ）ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ）
＋Ａｉ（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）ｆ（ｘｉ，ｙｊ＋１）
＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ＋１）

即Ｓ（ｘ，ｙ）＝Ｌ１（Ｌ２（ｆ））＝Ｌ２（Ｌ１（ｆ）），称这样的变换为
模糊变换．可以推得有如下情况：
（１）设｛Ｂｊ｝满足 Ｂｊ（ｙ）＋Ｂｊ＋１（ｙ）＝１，则可用｛Ｂｊ｝代
替｛Ｂｊ｝得到模糊系统为

Ｓ（ｘ，ｙ）＝Ｌ１（Ｌ２（ｆ））＝Ｌ２（Ｌ１（ｆ））
＝Ａｉ（ｘ）Ｂｊ（ｙ）ｆ（ｘｉ，ｙｊ）
＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ（ｙ）ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ）
＋Ａｉ（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）ｆ（ｘｉ，ｙｊ＋１）
＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ＋１） （２）

（２）设｛Ａｉ｝满足 Ａｉ（ｘ）＋Ａｉ＋１（ｘ）＝１，则可用｛Ａｉ｝代
替｛Ａｉ｝得到模糊系统为

Ｓ（ｘ，ｙ）＝Ｌ１（Ｌ２（ｆ））＝Ｌ２（Ｌ１（ｆ））
＝Ａｉ（ｘ）Ｂｊ（ｙ）ｆ（ｘｉ，ｙｊ）
＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ（ｙ）ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ）
＋Ａｉ（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）ｆ（ｘｉ，ｙｊ＋１）
＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ＋１） （３）

（３）当｛Ａｉ｝和｛Ｂｊ｝满足 Ａｉ（ｘ）＋Ａｉ＋１（ｘ）＝１，Ｂｊ（ｙ）
＋Ｂｊ＋１（ｙ）＝１，则可用｛Ａｉ｝代替｛Ａｉ｝，｛Ｂｊ｝代替｛Ｂｊ｝
则得到模糊系统为

Ｓ（ｘ，ｙ）＝Ｌ１（Ｌ２（ｆ））＝Ｌ２（Ｌ１（ｆ））
＝Ａｉ（ｘ）Ｂｊ（ｙ）ｆ（ｘｉ，ｙｊ）
＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ（ｙ）ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ）
＋Ａｉ（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）ｆ（ｘｉ，ｙｊ＋１）
＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ＋１） （４）

其中｛Ａｉ｝和｛Ｂｊ｝可由单输入单输出重心法模糊系统
得到，具体方法在文献［２，１３，１４］中有详细介绍．

本文设 Ａｉ（ｘ），Ｂｊ（ｙ）分别是以 ｘｉ，ｙｊ为峰点的具有
二相性的三角波．由文献［１３］知，当 ｘ∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］时，采
用单点模糊化，选择 Ｇｇｕｅｎ蕴涵的圈乘算子为模糊蕴
涵算子和重心法解模糊化得到的单输入单输出模糊系

统为

珔ＳＧ（ｘ）＝Ａｉ（ｘ）ｙｉ＋Ａｉ＋１（ｘ）ｙｉ＋１

其中： Ａｉ（ｘ）＝
１
３＋

１
３Ａｉ（ｘ），

Ａｉ＋１（ｘ）＝
１
３＋

１
３Ａｉ＋１（ｘ）

为此令 Ｂｊ（ｙ）＝
１
３＋

１
３Ｂｊ（ｙ），

Ｂｊ＋１（ｙ）＝
１
３＋

１
３Ｂｊ＋１（ｙ）

利用模糊变换（２）得到双输入单输出模糊系统：
ＳＧ（ｘ，ｙ）＝Ａｉ（ｘ）Ｂｊ（ｙ）ｆ（ｘｉ，ｙｊ）

＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ（ｙ）ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ）
＋Ａｉ（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）ｆ（ｘｉ，ｙｊ＋１）
＋Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ＋１） （５）

模糊系统式（５）有下面的泛逼近性定理．
定理１ 设 ｆ（ｘ，ｙ）具有二阶连续偏导数，则

‖ＳＧ－ｆ‖∞
１
８
２ｆ
ｘ


 


２
∞
ｈ２１＋

２ｆ
ｙ


 


２
∞
ｈ[ ]２２

＋２３
ｆ



 


ｘ ∞
ｈ１＋

１
３
ｆ



 


ｙ ∞
ｈ２ （６）

其中 ｈ１＝ ｍａｘ
１ｉｍ－１

｜ｘｉ＋１－ｘｉ｜，ｈ２＝ ｍａｘ
１ｊｎ－１

｜ｙｊ＋１－ｙｊ｜．

证明 由文献［１］知，

‖Ｓ－ｆ‖∞
１
８
２ｆ
ｘ


 


２
∞
ｈ２１＋

２ｆ
ｙ


 


２
∞
ｈ[ ]２２ ，

ＳＧ（ｘ，ｙ）－Ｓ（ｘ，ｙ）

＝（Ａｉ（ｘ）Ｂｊ（ｙ）－Ａｉ（ｘ）Ｂｊ（ｙ））·ｆ（ｘｉ，ｙｊ）
＋（Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ（ｙ）－Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ（ｙ））·ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ）
＋（Ａｉ（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）－Ａｉ（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ））·ｆ（ｘｉ，ｙｊ＋１）
＋（Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）－Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ））·ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ＋１）

由于

Ａｉ（ｘ）Ｂｊ（ｙ）－Ａｉ（ｘ）Ｂｊ（ｙ）

＝－（Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ（ｙ）－Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ（ｙ））
－（Ａｉ（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）－Ａｉ（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ））
－（Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ）－Ａｉ＋１（ｘ）Ｂｊ＋１（ｙ））

ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ＋１）－ｆ（ｘｉ，ｙｊ）
＝（ｆ（ｘｉ＋１，ｙｊ＋１）－ｆ（ｘｉ，ｙｊ＋１））
＋（ｆ（ｘｉ，ｙｊ＋１）－ｆ（ｘｉ，ｙｊ））

经计算有

ＳＧ（ｘ，ｙ）－Ｓ（ｘ，ｙ）｜

Ａｉ＋１（ｘ）｜Ｂｊ（ｙ）－Ｂｊ（ｙ）｜·
ｆ



 


ｘ ∞
·ｈ１

＋｜Ｂｊ＋１（ｙ）－Ｂｊ＋１（ｙ）｜·
ｆ



 


ｙ ∞
·ｈ２

＋Ａｉ＋１（ｘ）｜Ｂｊ＋１（ｙ）－Ｂｊ＋１（ｙ）｜·
ｆ



 


ｘ ∞
·ｈ１，

｜Ｂｊ＋１（ｙ）－Ｂｊ＋１（ｙ）｜
＝｜Ｂｊ（ｙ）－Ｂｊ（ｙ）｜
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＝ １
３－

２
３Ｂｊ（ｙ）

１
３，

由此推出

‖ＳＧ－ｆ‖∞‖ＳＧ－Ｓ‖∞＋‖Ｓ－ｆ‖∞


１
８
２ｆ
ｘ


 


２
∞
ｈ２１＋

２ｆ
ｙ


 


２
∞
ｈ[ ]２２

＋２３
ｆ



 


ｘ ∞
ｈ１＋

１
３
ｆ



 


ｙ ∞
ｈ２

注１ 定理１的式（６）给出了由式（５）确定的模糊
系统具有泛逼近性的充分条件，也就是说：只要给定了

逼近误差ε，通过将输入变量 ｘ和ｙ的输入区间做等份
划分，然后利用式（６）就可确定数据点的个数，从而使
式（５）逼近函数 ｆ到指定的精度．

例１ 设 ｓ（ｘ，ｙ）＝０．５２＋０．１ｘ＋０．３８ｙ－０．０６ｘ·ｙ
Ｘ＝［－１，１］，Ｙ＝［－１，１］，ε＝０．１

取４９个规则（将论域 Ｘ和论域Ｙ都做７等分划分）．从
仿真误差图形（图１）可以看出：由式（５）所确定的模糊
系统的逼近误差不超过０．０５．注意到同一例子，参考文
献［１５］中用了２２５条规则．

３ 基于模糊变换的模糊系统的建模

３１ 时不变系统的输入输出模型

下面讨论的系统为二阶时不变自由运动模型，设

ｙ（ｔ），ｙ（ｔ），̈ｙ（ｔ）的论域分别为 Ｙ＝［ａ１，ｂ１］，ｙ＝［ａ２，
ｂ２］，̈Ｙ＝［ｃ，ｄ］，则｛ｙｉ，ｙｊ，̈ｙｉｊ｝（１ｉｍ，１ｊｎ｝为一组输入
输出数据，且满足 ａ１＝ｙ１＜ｙ２＜…＜ｙｍ＝ｂ１，ａ２＝ｙ１＜
ｙ２＜…＜ｙｎ＝ｂ２，̈ｙｉｊ在这里不作序要求．
定理２ 利用模糊变换可将二阶时不变自由运动

模型表示为二阶变系数非线性微分方程

ｙ̈（ｔ）＝ＳＧ（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））
＝ｂ１（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））·ｙ（ｔ）
＋ｂ２（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））·ｙ（ｔ）
＋ｂ３（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））·ｙ（ｔ）ｙ（ｔ）
＋ｂ４（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））

（７）

证明 利用模糊变换（２），当（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））∈［ｙｉ，
ｙｉ＋１］×［ｙｊ，ｙｊ＋１］时，（ｉ，ｊ）片上的局部方程为

ｙ̈ｉｊ（ｔ）＝Ａｉ（ｙ（ｔ））·
１
３＋

１
３Ｂｊ（

ｙ（ｔ( )））·ｙ̈ｉｊ
＋Ａｉ＋１（ｙ（ｔ））·

１
３＋

１
３Ｂｊ（

ｙ（ｔ( )））·ｙ̈（ｉ＋１）ｊ
＋Ａｉ（ｙ（ｔ））·

１
３＋

１
３Ｂｊ＋１

ｙ（ｔ( )( )） ·ｙ̈ｉ（ｊ＋１）

＋Ａｉ＋１（ｙ（ｔ））·
１
３＋

１
３Ｂｊ＋１（

ｙ（ｔ( )））·ｙ̈（ｉ＋１）（ｊ＋１），
将 Ａｉ（ｙ（ｔ）），Ａｉ＋１（ｙ（ｔ）），Ｂｊ（ｙ（ｔ））和 Ｂｊ＋１（ｙ（ｔ））的表
达式代入，则局部方程可以表示为

ｙ̈ｉｊ（ｔ）＝ｂｉｊ１·ｙ（ｔ）＋ｂｉｊ２·ｙ（ｔ）＋ｂｉｊ３·ｙ（ｔ）ｙ（ｔ）＋ｂｉｊ４·ｅｉｊ

当（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））∈［ｙｉ，ｙｉ＋１］×［ｙｊ，ｙｊ＋１］时，
ｈ１＝ｙｉ＋１－ｙｉ，ｈ２＝ｙｊ＋１－ｙｊ
ｂｉｊ１＝［̈ｙｉｊ＋２̈ｙｉ（ｊ＋１）－ｙ̈（ｉ＋１）ｊ－２̈ｙ（ｉ＋１）（ｊ＋１））·ｙｊ

＋（̈ｙ（ｉ＋１）（ｊ＋１）＋２̈ｙ（ｉ＋１）ｊ－ｙ̈ｉ（ｊ＋１）－２̈ｙｉｊ）·ｙｊ＋１］／
３ｈ１ｈ２

ｂｉｊ２＝［（̈ｙｉ（ｊ＋１）－ｙ̈ｉｊ）·ｙｉ＋１＋（̈ｙ（ｉ＋１）ｊ－ｙ̈（ｉ＋１）（ｊ＋１））·ｙｉ］／
３ｈ１ｈ２，

ｂｉｊ３＝（̈ｙｉｊ－ｙ̈ｉ（ｊ＋１）－ｙ̈（ｉ＋１）ｊ＋ｙ̈（ｉ＋１）（ｊ＋１））／３ｈ１ｈ２，

ｂｉｊ４ ＝［（２̈ｙ（ｉ＋１）（ｊ＋１） ＋ ｙ̈（ｉ＋１）ｊ）·ｙｉｙｊ－（２̈ｙ（ｉ＋１）ｊ＋
ｙ̈（ｉ＋１）（ｊ＋１））·ｙｉｙｊ＋１－（２̈ｙｉ（ｊ＋１）＋̈ｙｉｊ）·ｙｉ＋１ｙｊ＋（̈ｙｉ（ｊ＋１）
＋２̈ｙｉｊ）·ｙｉ＋１ｙｊ＋１］／３ｈ１ｈ２

当（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））［ｙｉ，ｙｉ＋１］×［ｙｊ，ｙｊ＋１］时，
ｂｉｊ１＝ｂｉｊ２＝ｂｉｊ３＝ｂｉｊ４＝０．令

ｂ１（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））＝∑
ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊ１，

ｂ２（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））＝∑
ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊ２，

ｂ３（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））＝∑
ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊ３，

ｂ４（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））＝∑
ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊ４．

则当（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））∈Ｙ×Ｙ时，

ｙ̈（ｔ）＝∑
ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｙ̈ｉｊ（ｔ）

＝∑
ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
［ｂｉｊ１·ｙ（ｔ）＋ｂｉｊ２·ｙ（ｔ）

＋ｂｉｊ３·ｙ（ｔ）ｙ（ｔ）＋ｂｉｊ４］

＝ ∑
ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊ( )１·ｙ（ｔ）＋ ∑

ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊ( )２·ｙ

·

（ｔ）

＋ ∑
ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊ( )３·ｙ（ｔ）ｙ（ｔ）＋∑

ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊ４

＝ｂ１（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））·ｙ（ｔ）＋ｂ２（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））·ｙ（ｔ）
＋ｂ３（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））·ｙ（ｔ）ｙ（ｔ）＋ｂ４（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））

例２ 对ＶａｒｄｅｒＰｏｌ方程进行仿真，该方程为 ｙ̈（ｔ）
－μ（１－ｙ

２（ｔ））ｙ（ｔ）＋ｙ（ｔ）＝０，其中μ＝１，ｙ（０）＝２，
ｙ（０）＝０．仿真步骤参见文献［１１］，置 Ｔ＝２０，Ｙ论域上
划分１２个规则，Ｙ论域上划分１４个规则，则状态曲线

６７６ 电 子 学 报 ２０１３年



ｙ（ｔ）和 ｙ（ｔ）（实线）的仿真曲线（虚线）如图２～图３所
示．从图中可以看出仿真曲线与原曲线几乎重合，这说
明基于模糊变换构造的微分方程模型对原系统具有较

好的逼近精度．

３２ 时不变系统的状态空间模型

仍以二阶时不变自由运动模型（即输入 ｕ（ｔ）＝０）
为例．设 Ｘ１＝［ａ１，ｂ１］，Ｘ２＝［ａ２，ｂ２］，Ｘ′１＝［ｃ１，ｄ１］，Ｘ′２
＝［ｃ２，ｄ２］分别为 ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）的论域，模
糊划 分 为 Ａ＝｛Ａｉ｝（１ｉｍ），Ｂ＝｛Ｂｊ｝（１ｊｎ）Ｃ＝
｛Ｃｉｊ｝（１ｉｍ，１ｊｎ）Ｄ＝｛Ｄｉｊ｝（１ｉｍ，１ｊｎ）．Ａｉ，Ｂｊ，Ｃｉｊ，Ｄｉｊ
为三角波隶属函数，它们的的峰点分别为 ｘ（１）ｉ，ｘ（２）ｊ，
ｘ（１）ｉｊ，ｘ（２）ｉｊ，满足条件 ａ１＝ｘ（１）１ ＜ｘ（１）２ ＜…＜ｘ（１）ｍ ＝ｂ１，ａ２＝
ｘ（２）１ ＜ｘ（２）２ ＜…＜ｘ（２）ｎ ＝ｂ２，对 ｘ（１）ｉｊ和ｘ（２）ｉｊ不作序要求．于
是有模糊推理规则

Ｉｆｘ１（ｔ）ｉｓＡｉ，ｘ２（ｔ）ｉｓＢｊ，ｔｈｅｎｘ１（ｔ）ｉｓＣｉｊ
ａｎｄｘ２（ｔ）ｉｓＤｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ） （８）

则基于模糊变换建模法，该系统可以表示为一个二元

分片向量拟合函数

（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））＝（ＳＧ１（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）），ＳＧ２（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））），
ｘ１（ｔ）＝ＳＧ１（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））

＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ａｉ（ｘ１（ｔ））·（

１
３＋

１
３Ｂｊ（ｘ２（ｔ）））·

ｘ（１）ｉｊ，

ｘ２（ｔ）＝ＳＧ２（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））

＝∑
ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ａｉ（ｘ１（ｔ））·（

１
３＋

１
３Ｂｊ（ｘ２（ｔ）））·

ｘ（２）ｉｊ

定理３ 基于上述假定下，二阶系统的自由运动的

状态空间模型可以表示为变系数非线性微分方程组：

ｘ１（ｔ）＝ＳＧ１（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））

＝ｂ１１（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））·ｘ１（ｔ）＋ｂ１２（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））·ｘ２（ｔ）
＋ｂ１３（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））·ｘ１（ｔ）ｘ２（ｔ）＋ｂ１４（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））

（９）
ｘ２（ｔ）＝ＳＧ２（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））

＝ｂ２１（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））·ｘ１（ｔ）＋ｂ２２（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））·ｘ２（ｔ）
＋ｂ２３（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））·ｘ１（ｔ）ｘ２２（ｔ）＋ｂ２４（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））

（１０）
其中，对 ｋ＝１，２，有

ｂｋ１（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））＝∑
ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊｋ１，

ｂｋ２（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））＝∑
ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊｋ２，

ｂｋ３（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））＝∑
ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊｋ３，

ｂｋ４（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））＝∑
ｍ－１

ｉ＝１
∑
ｎ－１

ｊ＝１
ｂｉｊｋ４．

当（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））［ｘ（１）ｉ，ｘ（１）ｉ＋１］×［ｘ（２）ｊ，ｘ（２）ｊ＋１］时，

ｂｉｊｋ１＝ｂｉｊｋ２＝ｂｉｊｋ３＝ｂｉｊｋ４＝０．
当（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））∈［ｘ（１）ｉ，ｘ（１）ｉ＋１］×［ｘ（２）ｊ，ｘ（２）ｊ＋１］时，

ｈ１＝ｘ（１）ｉ＋１－ｘ（１）ｉ，ｈ２＝ｘ（２）ｊ＋１－ｘ（２）ｊ ．
ｂｉｊｋ１＝［（ｘ（ｋ）ｉｊ ＋２ｘ（ｋ）ｉ（ｊ＋１）－ｘ（ｋ）（ｉ＋１）ｊ－２ｘ（ｋ）（ｉ＋１）（ｊ＋１））·ｘ（２）ｊ
＋（ｘ（ｋ）（ｉ＋１）（ｊ＋１）＋２ｘ（ｋ）（ｉ＋１）ｊ－ｘ（ｋ）ｉ（ｊ＋１）－２ｘ（ｋ）ｉｊ）·ｘ（２）ｊ＋１］／
３ｈ１ｈ２，

ｂｉｊｋ２＝［（ｘ（ｋ）ｉ（ｊ＋１）－ｘ（ｋ）ｉｊ）·ｘ（１）ｉ＋１＋（ｘ（ｋ）（ｉ＋１）ｊ－ｘ（ｋ）（ｉ＋１）（ｊ＋１））·ｘ（１）ｉ］／
３ｈ１ｈ２，

ｂｉｊｋ３＝（ｘ（ｋ）ｉｊ －ｘ（ｋ）ｉ（ｊ＋１）－ｘ（ｋ）（ｉ＋１）ｊ＋ｘ（ｋ）（ｉ＋１）（ｊ＋１））／３ｈ１ｈ２，

ｂｉｊｋ４＝［（２ｘ（ｋ）（ｉ＋１）（ｊ＋１）＋ｘ（ｋ）（ｉ＋１）ｊ）·ｘ（１）ｉｘ（２）ｊ
－（２ｘ（ｋ）（ｉ＋１）（ｊ＋１）＋ｘ（ｋ）（ｉ＋１）（ｊ＋１））·ｘ（１）ｉｘ（２）ｊ＋１
－（２ｘ（ｋ）ｉ（ｊ＋１）＋ｘ（ｋ）ｉｊ）·ｘ（１）ｉ＋１ｘ（２）ｊ
＋（ｘ（ｋ）ｉ（ｊ＋１）＋２ｘ（ｋ）ｉｊ）·ｘ（１）ｉ＋１ｘ（２）ｊ＋１］／３ｈ１ｈ２

证明类似于定理 ２．可见，如果求解方程组（９）（１０），只
需逐片求解即可．

例３ 在例２中，令 ｘ１（ｔ）＝ｙ（ｔ），ｘ２（ｔ）＝ｙ（ｔ），则
状态曲线 ｘ１（ｔ）和 ｘ２（ｔ）（实线）的仿真曲线（虚线）见图
２～图３．
３３ 时变系统的输入输出模型

以双输入单输出时变系统为例，介绍一种新的时

变系统建模法．

取足够大的 Ｔ＞０，在有限时间区间［０，Ｔ］上做等
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距划分，０＝ｔ０＜ｔ１＜…＜ｔＮ＝Ｔ，其中 ｔｋ＝
ｋＴ
Ｎ（ｋ＝０，１，

…，Ｎ－１），在每个时间间隔［ｔｋ，ｔｋ＋１］（ｋ＝０，１，…，Ｎ－
１）上用前面建立的时不变系统代替时变系统．在每个
时间间隔内，输入变量 ｙ（ｔ），ｙ（ｔ）和输出变量 ｙ̈（ｔ）的
论域都依赖于指标 ｋ，他们分别为 Ｙｋ＝［ａ１ｋ，ｂ１ｋ］，Ｙｋ＝
［ａ２ｋ，ｂ２ｋ］，̈Ｙｋ＝［ｃｋ，ｄｋ］．对于每个指标 ｋ（ｋ＝０，１，…，
Ｎ－１），论域 Ｙｋ，Ｙｋ和 Ｙ̈ｋ的模糊划分 为 Ａｋ＝
｛Ａｋｉ｝（１ｉｍｋ）， Ｂｋ ＝ ｛Ｂｋｊ｝（１ｊｎｋ） 和 Ｃｋ ＝

｛Ｃｋｉｊ｝（１ｉｍｋ，１ｊｎｋ）．ｙｋｉ，
ｙｋｊ和 ｙ̈ｋｉｊ分别为Ａｋｉ，Ｂｋｊ和Ｃｋｉｊ的

峰点，满足条件 ａ１ｋｙｋ１＜ｙｋ２＜…＜ｙｋｍｋｂ１ｋ，ａ２ｋ
ｙｋ１

＜ｙｋ２＜…＜ｙｋｎｋｂ２ｋ，这里对 ｙ̈ｋｉｊ不作序要求．有如下推
理规则组

Ｉｆｙ（ｔ）ｉｓＡｋｉａｎｄｙ（ｔ）ｉｓＢｋｊ
ｔｈｅｎｙ̈（ｔ）ｉｓＣｋｉｊ

（ｉ＝１，…，ｍｋ，ｊ＝１，…，ｎｋ）

（１１）

其中 Ａｋｉ和Ｂｋｊ的三角隶属函数形式参见文献［１１］．
定理４ 基于模糊变换构造的系统，二阶时变自由

运动模型可以表示为

ｙ̈（ｔ）＝ＳＧ（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））
＝ｄ１（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））·ｙ（ｔ）
＋ｄ２（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））·ｙ（ｔ）
＋ｄ３（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））·ｙ（ｔ）ｙ（ｔ）
＋ｄ４（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））

（１２）

证明 当

（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））∈［ｔｋ，ｔｋ＋１］×［ｙｉ，ｙｉ＋１］×［ｙｊ，ｙｊ＋１］时，
（ｋ，ｉ，ｊ）片上的局部方程为

ｙ̈ｉｊｋ（ｔ）＝Ａｋｉ（ｙ（ｔ））
１
３＋

１
３Ｂｋｊ（

ｙ（ｔ[ ]））·ｙ̈ｋｉｊ
＋Ａｋ（ｉ＋１）（ｙ（ｔ））

１
３＋

１
３Ｂｋｊ（

ｙ（ｔ[ ]））·ｙ̈ｋ（ｉ＋１）ｊ
＋Ａｋｉ（ｙ（ｔ））

１
３＋

１
３Ｂｋ（ｊ＋１）（

ｙ（ｔ[ ]））·ｙ̈ｋｉ（ｊ＋１）
＋ Ａｋ（ｉ＋１） （ｙ（ｔ））

１
３＋

１
３Ｂｋ（ｊ＋１）（

ｙ（ｔ[ ]））·
ｙ̈ｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１）

将 Ａｋｉ（ｙ（ｔ）），Ａｋ（ｉ＋１）（ｙ（ｔ）），Ｂｋｊ（ｙ（ｔ））和Ｂｋ（ｊ＋１）（ｙ（ｔ））
的表达式代入上述方程，经计算局部方程表示为

ｙ̈ｉｊｋ（ｔ）＝ｄｉｊｋ１·ｙ（ｔ）＋ｄｉｊｋ２·ｙ（ｔ）＋ｄｉｊｋ３·ｙ（ｔ）ｙ（ｔ）＋ｄｉｊｋ４，
其中，

当（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））∈［ｔｋ，ｔｋ＋１］×［ｙｉ，ｙｉ＋１］×［ｙｊ，ｙｊ＋１］
时，ｈｋ１＝ｙｋ（ｉ＋１）－ｙｋｉ，ｈｋ２＝ｙｋ（ｊ＋１）－ｙｋｊ，
ｄｉｊｋ１＝［（̈ｙｋｉｊ＋２̈ｙｋｉ（ｊ＋１）－ｙ̈ｋ（ｉ＋１）ｊ－２̈ｙｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１））·ｙｋｊ，

＋（̈ｙｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１）＋２̈ｙｋ（ｉ＋１）ｊ－ｙ̈ｋｉ（ｊ＋１）－２̈ｙｋｉｊ）·ｙｋ（ｊ＋１）］／
３ｈｋ１ｈｋ２，

ｄｉｊｋ２＝［（̈ｙｋｉ（ｊ＋１）－̈ｙｋｉｊ）·ｙｋ（ｉ＋１）＋（̈ｙｋ（ｉ＋１）ｊ－̈ｙｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１））·ｙｋｉ］／
３ｈｋ１ｈｋ２，

ｄｉｊｋ３＝（̈ｙｋｉｊ－ｙ̈ｋｉ（ｊ＋１）－ｙ̈ｋ（ｉ＋１）ｊ＋ｙ̈ｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１））／３ｈｋ１ｈｋ２，

ｄｉｊｋ４＝［（２̈ｙｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１）＋ｙ̈ｋ（ｉ＋１）ｊ）·ｙｋｉｙｋｊ
－（２̈ｙｋ（ｉ＋１）ｊ＋ｙ̈ｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１））·ｙｋｉｙｋ（ｊ＋１）
－（２̈ｙｋｉ（ｊ＋１）＋ｙ̈ｋｉｊ）·ｙｋ（ｉ＋１）ｙｋｊ
＋（̈ｙｋｉ（ｊ＋１）＋２̈ｙｋｉｊ）·ｙｋ（ｉ＋１）ｙｋ（ｊ＋１）］／３ｈｋ１ｈｋ２

当（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））［ｔｋ，ｔｋ＋１］×［ｙｉ，ｙｉ＋１］×［ｙｊ，ｙｊ＋１］
时，ｄｉｊｋ１＝ｄｉｊｋ２＝ｄｉｊｋ３＝ｄｉｊｋ４＝０．于是令

ｄ１（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
ｄｉｊｋ１，

ｄ２（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
ｄｉｊｋ２，

ｄ３（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
ｄｉｊｋ３，

ｄ４（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
ｄｉｊｋ４

则当（ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））∈Ｙ×Ｙ时，

ｙ̈（ｔ）＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
ｙ̈ｉｊｋ（ｔ）

＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
［ｄｉｊｋ１·ｙ（ｔ）＋ｄｉｊｋ２·ｙ（ｔ）

＋ｄｉｊｋ３·ｙ（ｔ）ｙ（ｔ）＋ｄｉｊｋ４］

＝ ∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
ｄｉｊｋ( )１·ｙ（ｔ）

＋ ∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
ｄｉｊｋ( )２·ｙ（ｔ）

＋ ∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
ｄｉｊｋ( )３·ｙ（ｔ）ｙ（ｔ）＝

＋∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
ｄｉｊｋ４

＝ｄ１（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））·ｙ（ｔ）
＋ｄ２（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））·ｙ（ｔ）
＋ｄ３（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））·ｙ（ｔ）ｙ（ｔ）
＋ｄ４（ｔ，ｙ（ｔ），ｙ（ｔ））·ｙ２（ｔ）

由此可见二阶非线性时变的微分方程可以变换为逐片

的非线性时不变微分方程，并且每一片上的系数均为

常数．
例 ４ 给定二阶非线性时变微分方程 ｙ̈（ｔ）－

ｙ（ｔ）２＋１２ｔｙ＝０，初值为（ｙ０，ｙ０）＝（０．６，０）．取 Ｔ＝５，Ｎ
＝８，ｍｋ＝６，ｎｋ＝８，ｋ＝０，１，…，７，则状态曲线 ｙ（ｔ）和
ｙ（ｔ）（实线）的仿真曲线（虚线）如图５～图６所示．
３４ 时变系统的状态空间模型

仍以双输入单输出的二阶时变自由运动模型为

例．对时间区间［０，Ｔ］做等距划分，在每个时间间隔［ｔｋ，
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ｔｋ＋１］（ｋ＝０，１，…，Ｎ－１）上 ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ），ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）
的论域分别为 Ｘ１ｋ＝［ａ１ｋ，ｂ１ｋ］，Ｘ２ｋ＝［ａ２ｋ，ｂ２ｋ］，Ｘ′１ｋ＝
［ｃ１ｋ，ｄ１ｋ］，Ｘ′２ｋ＝［ｃ２ｋ，ｄ２ｋ］，论域的模糊划分分别为 Ａｋ
＝ ｛Ａｋｉ｝（１ｉｍｋ）， Ｂｋ ＝ ｛Ｂｋｊ｝（１ｊｎｋ）， Ｃｋ ＝
｛Ｃｋｉｊ｝（１ｉｍｋ，１ｊｎｋ），Ｄｋ＝｛Ｄｋｉｊ｝（１ｉｍｋ，１ｊｎｋ）．Ａｋｉ，Ｂｋｊ，

Ｃｋｉｊ，Ｄｋｉｊ为三角波隶属函数，它们的的峰点分别为 ｘ（１）ｋｉ，
ｘ（２）ｋｊ，ｘ（１）ｋｉｊ，ｘ（２）ｋｉｊ，满足条件 ａｋ１＝ｘ（１）ｋ１ ＜ｘ（１）ｋ２ ＜… ＜ｘ（１）ｋｍｋ＝

ｂｋ１，ａｋ２＝ｘ（２）ｋ１＜ｘ（２）ｋ２ ＜…＜ｘ（２）ｋｎｋ＝ｂｋ２，对
ｘ（１）ｋｉｊ和ｘ（２）ｋｉｊ不作

序要求．于是有模糊推理规则
Ｉｆｘ１（ｔ）ｉｓＡｋｉ，ｘ２（ｔ）ｉｓＢｋｊ，ｔｈｅｎｘ１（ｔ）ｉｓＣｋｉｊ
ａｎｄｘ２（ｔ）ｉｓＤｋｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｍｋ；ｊ＝１，２，…，ｎｋ）

（１３）

则基于模糊变换建模法，该模型可以表示为一个二元

分片向量拟合函数

（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））＝（ＳＧ１（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ）），
ＳＧ２（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））），

其中

ｘ１（ｔ）＝ＳＧ１（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））

＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
ＳＧｋ１（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））

＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ

ｉ＝１
∑
ｎｋ

ｊ＝１
Ａｋｉ（ｘ１（ｔ））·［

１
３＋

１
３Ｂｋｊ（ｘ２（ｔ））］·ｘ

（１）
ｋｉｊ，

ｘ２（ｔ）＝ＳＧ２（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））

＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
ＳＧｋ２（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））

＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
Ａｋｉ（ｘ１（ｔ））·［

１
３＋

１
３Ｂｋｊ（ｘ２（ｔ））］·ｘ

（２）
ｋｉｊ

定理５ 基于模糊变换构造的系统，二阶时变自由

运动方程的状态空间模型可以表示为变系数非线性微

分方程组

ｘ１（ｔ）＝ＳＧ１（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））
＝ｄ１１（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））·ｘ１（ｔ）
＋ｄ１２（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））·ｘ２（ｔ）
＋ｄ１３（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））·ｙ（ｔ）ｘ２（ｔ）
＋ｄ１４（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））

（１４）

ｘ２（ｔ）＝ＳＧ２（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））
＝ｄ２１（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））·ｘ１（ｔ）
＋ｄ２２（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））·ｘ２（ｔ）
＋ｄ２３（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））·ｙ（ｔ）ｘ２（ｔ）
＋ｄ２４（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））

（１５）

其中（ｌ＝１，２），

ｄｌ１（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
ｄｉｊｋｌ１，

ｄｌ２（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
ｄｉｊｋｌ２，

ｄｌ３（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
ｄｉｊｋｌ３，

ｄｌ４（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））＝∑
Ｎ－１

ｋ＝０
∑
ｍｋ－１

ｉ＝１
∑
ｎｋ－１

ｊ＝１
ｄｉｊｋｌ４．

当（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））［ｔｋ，ｔｋ＋１］×［ｘ（１）ｋｉ，ｘ（１）ｋ（ｉ＋１）］×
［ｘ（２）ｋｊ，ｘ（２）ｋ（ｊ＋１）］时，ｄｉｊｋｌ１＝ｄｉｊｋｌ２＝ｄｉｊｋｌ３＝ｄｉｊｋｌ４＝０．
当（ｔ，ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））∈［ｔｋ，ｔｋ＋１］×［ｘ（１）ｋｉ，ｘ（１）ｋ（ｉ＋１）］×
［ｘ（２）ｋｊ，ｘ（２）ｋ（ｊ＋１）］时，ｈｋ１＝ｘ（１）ｋ（ｉ＋１）－ｘ（１）ｋｉ，ｈｋ２＝ｘ（２）ｋ（ｊ＋１）－
ｘ（２）ｋｊ，
ｄｉｊｋｌ１＝［（ｘ（ｌ）ｋｉｊ＋２ｘ（ｌ）ｋｉ（ｊ＋１）－ｘ（ｌ）ｋ（ｉ＋１）ｊ－２ｘ（ｌ）ｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１））·ｘ（２）ｋｊ，
＋（ｘ（ｌ）ｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１） ＋２ｘ（ｌ）ｋ（ｉ＋１）ｊ－ｘ（ｌ）ｋｉ（ｊ＋１） －２ｘ（ｌ）ｋｉｊ）·
ｘ（２）ｋ（ｊ＋１）］／３ｈｋ１ｈｋ２

ｄｉｊｋｌ２＝［（ｘ（ｌ）ｋｉ（ｊ＋１）－ｘ（ｌ）ｋｉｊ）·ｘ（１）ｋ（ｉ＋１）＋（ｘ（ｌ）ｋ（ｉ＋１）ｊ－
ｘ（ｌ）ｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１））·ｘ（１）ｋｉ］／３ｈｋ１ｈｋ２，

ｄｉｊｋｌ３＝（ｘ（ｌ）ｋｉｊ－ｘ（ｌ）ｋｉ（ｊ＋１）－ｘ（ｌ）ｋ（ｉ＋１）ｊ＋ｘ（ｌ）ｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１））／３ｈｋ１ｈｋ２，
ｄｉｊｋｌ４＝［（２ｘ〗（ｌ）ｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１）＋ｘ（ｌ）ｋ（ｉ＋１）ｊ）·ｘ（１）ｋｉｘ（２）ｋｊ

－（２ｘ（ｌ）ｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１）＋ｘ（ｌ）ｋ（ｉ＋１）（ｊ＋１））·ｘ（１）ｋｉｘ（２）ｋ（ｊ＋１）
－（２ｘ（ｌ）ｋｉ（ｊ＋１）＋ｘ（ｌ）ｋｉｊ）·ｘ（１）ｋ（ｉ＋１）ｘ（２）ｋｊ
＋（ｘ（ｌ）ｋｉ（ｊ＋１）＋２ｘ（ｌ）ｋｉｊ）·ｘ（１）ｋ（ｉ＋１）ｘ（２）ｋ（ｊ＋１）］／３ｈｋ１ｈｋ２
例５ 在例４中，令 ｘ１（ｔ）＝ｙ（ｔ），ｘ２（ｔ）＝ｙ（ｔ），则

状态曲线 ｘ１（ｔ）和 ｘ２（ｔ）（实线）仿真曲线（虚线）如图５
～图６所示．
注２ （１）定理２～定理５中的式（７），式（９）（１０），

式（１２）和式（１４）（１５）都是利用式（５）推导出的，因此定
理１的逼近误差估计式（６）对上述公式都适用，因此我
们建立的微分方程模型均能逼近已有的微分方程到指

定的精度．换句话说，我们建立的微分方程模型在理论
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上保证了他们的泛逼近性．
（２）我们给出的建模方法与文献［１１，１２］的方法既

有区别又有联系．文献［１１，１２］的方法是在建立推理规
则后，用中心平均解模糊化方法得到模糊系统，然后将

得到的模糊系统转化成微分方程模型．我们的方法是
利用模糊变换直接得到模糊系统（即式（５），这样做省
略了解模糊化过程），然后再将模糊系统转化为微分方

程模型．本文方法与文献［１１，１２］的另一个区别是我们
给出了定理１（即逼近误差式（６）），从而在理论上保证
了所建立模型的泛逼近性．

４ 结论

本文给出了一种新的模糊变换，这种模糊变换与单

输入单输出重心法模糊系统相联系．利用这种模糊变换
不仅可构造具有泛逼近性的双输入单输出模糊系统，还

可利用已知数据构造系统的微分方程模型和状态空间

模型．因此本文建立了一种新的模糊推理建模方法．
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