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摘 要： 极化协方差矩阵行列式值表征了ＰｏｌＳＡＲ图像目标散射极化散布程度，它在参数估计中表现出突出的
优势，研究行列式值的物理内涵及其统计特性对揭示行列式值的优势的本质有着重要的理论价值．在此背景下，将表
征目标散射极化散布程度的标准行列式值与表征目标散射随机性的极化熵、极化散度进行了比较，给出了它们与平面

极化度和方向极化度的数学关系，指出他们在描述目标散射随机特性方面具有部分一致性，存在差异的本质在于三个

随机性描述参数对极化方向随机度和平面极化度的加权方法的不同．然后研究了极化协方差矩阵行列式值的统计分
布特性，给出了极化协方差矩阵行列式值的概率密度函数，指出在视图数和样本数足够的情况下，其行列式值的测量

均值是渐进无偏估计．针对样本数较少时等效视图数参数估计误差较大的问题提出了最大似然修正算法，提高了小样
本数目时的等效视图数参数估计精度．最后用仿真数据对理论推导进行了验证，结果表明了理论结果的正确性．极化
协方差矩阵行列式值的统计特性和目标散射随机性参数的研究为目标极化散射随机特性、参数估计和目标检测等的

研究提供了新思路．
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１ 引言

由于具有全天时、全天候以及不同目标极化特性的

鉴别能力，极化合成孔径雷达已经成为重要的遥感信息

获取源．然而对于极化合成孔径成像雷达（ＰｏｌＳＡＲ）而
言，相干成像所固有的相干斑噪声严重降低了雷达成像

的质量，有效抑制相干斑噪声是极化合成孔雷达图像准

确处理的前提条件．相干斑抑制算法的基本要求是获取
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相干斑随机分布的统计模型及相应的模型参数，其抑

制效果无疑会受到模型和参数估计准确性的影响．目
前已经研究了很多极化合成孔径雷达统计模型，包括

高斯分布（幅度瑞利分布）、Ｋ分布、Ｗｅｉｂｕｌｌ分布
等［１－４］．其中低分辨条件下对应着高斯分布的，极化协
方差矩阵服从Ｗｉｓｈａｒｔ分布的的统计模型在ＳＡＲ图像多
视处理中有着重要应用．在参数估计领域，传统的方法
是最大似然估计和矩估计，但是它们在某些情形下存

在解析表达式不易求取的弊端．最近法国学者 Ｎｉｃｏｌａｓ
将梅林变换（ＭｅｌｌｉｎＴｒａｎｓｆｏｒｍ）成功应用到合成孔径雷达
图像模型的参数估计问题的求解，取得了极佳的估计

性能［５－７］．这个理论框架的核心技术是对数累积量的数
学处理方法（ＭｏＬＣ）［６，７］．基于梅林变换的这种图像分析
和处理方法已经在数据模型，相干斑滤波，目标分类，

目标分割，变换检测，干涉参数估计和图像压缩等领域

取得重要应用［８－１１］．挪威学者 ＳＮＡｎｆｉｎｓｅｎ意识到
Ｍｅｌｌｉｎ变换在参数估计领域的巨大潜能，将单极化的合
成孔径雷达梅林变换处理方法扩展到全极化合成孔径

雷达，建立了矩阵的梅林变换理论，提出了矩阵对数矩

和矩阵对数累积量的概念［９～１１］，为极化合成孔径雷达

参数估计和随机分布模型拟合度的分析奠定了理论基

础．经过研究发现，ＳＮＡｎｆｉｎｓｅｎ所提出的矩阵对数矩和
矩阵对数累积量本质上是极化协方差矩阵的行列式值

的对数矩和对数累计量．在物理本质上，极化协方差矩
阵行列式值表征目标散射极化散布程度，是目标极化

散射相对随机性的表现，它与描述目标散射随机性的

极化熵和极化散度有何差异是值得研究的一个问题．
同时在参数估计中矩阵行列式值的估计的准确性也大

大影响着后续等效视图数等关键参数的估计问题．目
前在矩阵对数理论中行列式值的估计采用的是其观测

值［９］，存在较大的偏差，因此研究矩阵行列式值的统计

特性并给出基于其统计特性的最大似然估计无疑将会

提高等效视图数等参数估计的估计精度，同时可以为

ＳＡＲ图像目标检测、识别等后续处理效果的提高奠定
基础．因此本文将表征目标散射极化散布程度的标准
行列式值与表征目标随机特性的极化熵、极化散度等

进行了比较，给出了它们与特征值比值以及相互之间

的数学关系，指出他们在描述目标散射随机特性方面

具有部分一致性，本质区别在于三个随机性描述参数

对极化方向随机度和平面极化度的加权方法的差异．
同时研究了极化协方差矩正行列式值的统计分布特

性，给出了极化协方差矩阵行列式值的概率密度函数

及其最大似然估计方法，提高了小样本时等效视图数

等关键参数估计的准确性．最后用仿真数据对理论推
导进行了验证，结果验证了我们理论推导的正确性．极
化协方差矩阵行列式值的统计特性的研究为目标极化

散射随机特性与参数估计的研究提供了新的思路．

２ 多视极化 ＳＡＲ图像的协方差矩阵与特征
值

多维极化ＳＡＲ遥感系统能够获得 ｄ幅ＳＡＲ复数值
图像 Ｓｉ，其中 ｉ＝１，２，…ｄ［１２，１３］

ｋ＝［Ｓ１，Ｓ２，．．．Ｓｄ］Ｔ （１）
这里 Ｔ表示转置．下标索引表示某一极化通道的 ＳＡＲ
复图像数值．ｋ是后向散射约定（ＢＳＡ）下的目标全极化
散射矢量．那么极化协方差矩阵定义为 ｄ×ｄ维的半正
定厄米特矩阵Ｃ：

Ｃ＝

Ｅ Ｓ１ＳＨ{ }１ Ｅ Ｓ１ＳＨ{ }２ … Ｅ Ｓ１ＳＨ{ }ｄ
Ｅ Ｓ２ＳＨ{ }１ Ｅ Ｓ２ＳＨ{ }２ … Ｅ Ｓ２ＳＨ{ }ｄ
   

Ｅ ＳｄＳＨ{ }１ Ｅ ＳｍＳＨ{ }２ … Ｅ ＳｄＳＨ{ }




















ｄ

（２）

其中 Ｅ｛·｝表示数学期望．
协方差矩阵 Ｃ和ＺＬｄ的特征值和特征矢量分解为［１２］

Σ＝ＱＨＣＱ，Ξ＝ＵＨＺＬｄＵ （３）

其中Σ＝

ｌ１ ０ … ０
０ ｌ２ … ０
０ ０  

０ ０ … ｌ











ｄ

，Ξ＝

λ１ ０ … ０
０ λ２ … ０
０ ０  

０ ０ … λ











ｄ

，ｌｉ

（ｉ＝１，２，…ｄ）表示真实协方差矩阵 Ｃ的特征值，且 ｌ１
≥ｌ２≥…≥ｌｄ，称作真实特征值；λｉ（ｉ＝１，２，…ｄ）表示测
量协方差矩阵 ＺＬｄ的特征值，且λ１≥λ２≥…≥λｄ，称作
测量特征值．协方差矩阵 Ｃ和ＺＬｄ的行列式的值为

Υ Ｃ ＝∏
ｄ

ｉ＝１
ｌｉ，γ＝ ＺＬｄ ＝∏

ｄ

ｉ＝１
λｉ （４）

３ 行列式值的物理意义分析

极化熵是香农信息理论中描述信息随机程度的物

理量［１４，１５］；极化度一般是用来描述二维电磁波极化随

机程度的物理量，现在描述三维电磁波的近场极化随

机程度，并已经推广到目标散射随机性的描述上，发展

成为描述近场电磁波或者目标随机散射特性的新参数

极化散度［１４，１５］．极化协方差矩阵行列式的值在物理意
义上也一定程度地描述了三维电磁波或者目标散射的

随机性．因此这三种极化随机性描述的参数的区别与
联系、是否可以相互替代是非常值得研究的．在特征值
和特征矢量的极化分解方法中，其各向异性参数 Ｐ定

义为Ｐ＝λ１
－λ２

λ１＋λ２
，它本质上是二维电磁波的极化度的概

念，其真值记作 Ｐ０＝
ｌ１－ｌ２
ｌ１＋ｌ２

［１６］

．矩阵行列式值在描述随
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机性时一般需要将其标准化以方便比较，因此建立标

准化协方差矩阵，即 Ｎ＝ｄｄＺＬｄ／Ｔｒａｃｅ（ＺＬｄ），这里 Ｔｒａｃｅ
（ＺＬｄ）表示测量协方差矩阵 ＺＬｄ的迹，其行列式值为 Ｄ

＝
ｄｄλ１λ２…λｄ

（λ１＋λ２＋…λｄ）ｄ
．当λ１＝λ２＝… ＝λｄ时，标准化行

列式值 Ｄ＝１，表明其随机度最大值已归一化．
在 ｄ＝１时，不存在随机性的概率，因为电磁波或

者目标参数是固定极化的．在 ｄ＝２时，常规极化度 Ｐ

＝λ１
－λ２

λ１＋λ２
，极化散度定义为 Ｒ＝１－Ｐ２＝

４λ１λ２
λ１＋λ( )２ ２

［１４］

；

极化熵定义为 Ｈ＝－∑
２

ｉ＝１
ｐｉｌｎｐｉ，ｐｉ＝

λｉ
λ１＋λ２

；标准协方

差矩阵的行列式值为 Ｄ＝
４λ１λ２
λ１＋λ( )２ ２

．容易得到不同随

机性描述参数与极化度的关系如下式所示：

Ｒ＝１－Ｐ２

Ｈ＝－ １
２（１＋Ｐ）ｌｎ

１
２（１＋Ｐ[ ]） ＋１２（１－Ｐ）ｌｎ １

２（１－Ｐ[ ]{ }）
Ｄ＝１－Ｐ

{
２

（５）
其关系示意图１如下图所示．

在 ｄ＝３时，平面极化度定义为 Ｐ１＝

λ１－λ２
λ１＋λ２＋λ３

，方向极化度 Ｐ２＝
λ１＋λ２－２λ３
λ１＋λ２＋λ３

，总体极化

度为 Ｐ２＝１４（３Ｐ
２
１＋Ｐ２２）（平面极化度表征传统意义上的

平面波极化，方向极化度表征近场条件下电磁波传播

方向的稳定度）［１４，１５］，极化散度定义为 Ｒ＝１－Ｐ２＝１－

１
４ ３Ｐ

２
１＋Ｐ( )２２ ［１４，１５］，其中０≤Ｐ１≤Ｐ２≤１；极化熵定义为

Ｈ＝－∑
３

ｉ＝１
ｐｉｌｎｐｉ，ｐｉ＝

λｉ
λ１＋λ２＋λ３

；标准协方差矩阵的

行列式值为 Ｄ＝
２７λ１λ２λ３

（λ１＋λ２＋λ３）３
．经过推导可以得到不

同随机性描述参数与极化度的关系如下式所示：

Ｒ＝１－１４（３Ｐ
２
１＋Ｐ２２）

Ｈ＝－
１＋１２Ｐ２＋

３
２Ｐ( )１

３ ｌｎ １３ １＋
１
２Ｐ２＋

３
２Ｐ( )[ ]{ １

＋

１＋１２Ｐ２－
３
２Ｐ( )１

３

ｌｎ １３ １＋
１
２Ｐ２－

３
２Ｐ( )[ ]１

＋
１－Ｐ( )２
３ ｌｎ １３ １－Ｐ

( )[ ] }
２

Ｄ＝ １＋１２Ｐ２＋
３
２Ｐ( )１ １＋１２Ｐ２－

３
２Ｐ( )１ １－Ｐ( )２ （６）

由图１可见，在三维散射情况下，极化熵和极化散
度非常接近，而标准行列式值与它们差别较大．根本原
因在于它们对平面极化度和方向极化度的加权权重不

同．在极化散度和极化熵中，平面极化度对整体随机性
贡献大于方向极化度的贡献，而在标准协方差矩阵行

列值中只要方向极化度为１（即方向确定），那么整个散
射随机性为０，与平面极化度无关，这显然是不合理的．
在文献［１４］中，指出标准矩阵行列式值可以用来替代极
化熵，并给出了它们之间的数学关系，并没有指出在什

么情况下可以替代．通过分析可以看出，在方向极化度
较小的情况下，也就是第三特征值与前两个特征值之

和可比时替代关系才能成立；当方向极化度较大时，极

化散度和标准行列式值将会存在较大的差异．图１也验
证了文献［１４］中用极化散度替代极化熵的可行性，有利
于加深对不同散射随机性描述参数的物理理解．

４ 极化协方差矩阵行列式值的统计特性

在文献［９～１１］中，ＳＮＡｎｆｉｎｓｅｎ已将极化协方差矩
阵对数矩和矩阵对数累积量成功应用于极化合成孔径

雷达多视图像处理，特别是矩阵对数累积量在参数估

计和模型辨识方面的突出表现引起了学者们的兴趣．
其中等效视图数可以有效降低实测数据之间的相关性

而使统计模型更加有效，文献［９］对其做了专门的参数
估计研究．在数学方法上，文献［９～１１］所提出的矩阵对
数累积量本质上是矩阵的行列式值的对数累积量，ＳＮ
Ａｎｆｉｎｓｅｎ通过矩阵梅林变换的方法得到了其矩阵行列
式值的对数累积量

ｃｌｎγ｛ｌｎγ｝＝
ψ
（０）
ｄ（Ｌ）＋ｌｎΥ－ｄｌｎＬ， ｖ＝１

ψ
（ｖ－１）
ｄ （Ｌ）， ｖ{ ＞１

（７）

其中 ｖ阶乘积伽马函数定义为
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ψ
（ｖ）
ｄ （Ｌ）＝∑

ｄ－１

ｉ＝０
ψ
（ｖ）
ｄ （Ｌ－ｉ） （８）

且ψ
（ｖ）（Ｌ）定义为

ψ
（ｖ）（Ｌ）＝ｄ

ｖ＋１ｌｎΓ（Ｌ）
ｄＬｖ＋１

（９）

极化协方差矩阵行列式值的对数累积量在等效视图数

等参数估计等领域已经获得广泛应用，适当应用式（７）
可以对相干斑为Ｗｉｓｈａｒｔ分布的数据模型进行等效视图
数等准确的参数估计，这也是文献［９］所采用的方法．
从式（７）可以看出，如果对等效视图数进行估计，其估
计效果受到协方差矩阵真值估计精度和协方差矩阵行

列式值对数累积量的影响．其中协方差矩阵的真实值
可以由多个样本的均值估计，但此估计在小样本时存

在较大偏差，随着样本数的增加估计值渐进无偏．提高
协方差矩阵行列式值的估计精度无疑将会提高等效视

图数的估计精度．因此通过利用解析的方法求取矩阵
行列式值γ的概率密度函数，然后利用最大似然估计

的方法对行列式值的估计Υ^ 进行校正，将会提高行列

式值以及等效视图数的估计精度，也能为极化 ＳＡＲ图
像统计模型的准确建立提供理论依据．下面求取协方
差矩阵行列式值的概率密度函数．

已知随机变量η＝（２Ｌ）
ｄ
γ／Υ可以由ｄ个独立的服

从χ
２分布的随机变量的乘积组成，ｄ个χ

２分布随机变

量的自由度分别为２Ｌ，２（Ｌ－１），…，２（Ｌ－ｄ＋１）．易知
矩阵单位行列式值γ的概率密度函数为（附录）

ｆγ（γ）＝
ＬｄＧｄ００ｄ

Ｌｄγ
Υ

（Ｌ－１），…，（Ｌ－ｄ( )）
ΥΓ（Ｌ）…Γ（Ｌ－ｄ＋１）

（１０）

如果 ｄ＝１，那么信号强度的概率密度函数可以简化为

ｆγ（γ）＝
ＬＧ１００１

Ｌγ
Υ
（Ｌ－１( )）

ΥΓ（Ｌ）
＝ Ｌ
Γ（Ｌ）Υ

ｅｘｐ（－Ｌγ
Υ
）（
Ｌγ
Υ
）Ｌ－１

（１１）
可见其服从广义指数分布．如果 ｄ＝２，极化协方差矩阵
的行列式值的概率密度函数可以简化为

ｆγ（γ）＝
２Ｌ２Ｌ－１

Γ（Ｌ）Γ（Ｌ－１）Υ
γ( )
Υ

Ｌ－３２
Ｋ１（２Ｌ槡γΥ）

（１２）
其中 Ｋ１（·）是第二类变型贝塞尔函数．

５ 小样本等效视图数估计的最大似然修正
算法

等效视图数的估计可以利用 ｄ＝１，ｄ＝２和 ｄ＝３
时的不同阶子矩阵求解．一般而言高阶子矩阵的估计
精度要比低阶子矩阵的估计精度高，这是由于高阶子

矩阵充分利用了相关性的原因．但是低阶矩阵具有计
算简单和计算量相对较低的优点，因此基于低阶子矩

阵的估计方法也有一定的应用前景．对于不同阶子矩
阵，因其概率密度函数的不同，其行列式值的最大似然

估计方法也是不同的．ｄ＝１时其最大似然估计条件为

ｌｎｆγ（γ）
Υ

＝０，得到Υ^＝γ．可见在１维矩阵限制下，行列

式真值的最大似然估计值就是其观测值．ｄ＝２时可以

对式（１２）取对数求其最大似然估计，即
ｌｎｆγ（γ）
Υ

＝０，得

到

Ｋ０（２Ｌ槡γΥ）×２Ｌ槡γΥ ＝２（Ｌ－１）Ｋ１（２Ｌ槡γΥ）
（１３）

从式（１３）可以看出，在一定视图数下，最大似然估

计值与观测值是成正比例的，即γ
Υ^
＝ｒ，可以通过数值

方法求解．对于多样本多视图像而言，其行列式值估计
的总视图数可以看作 Ｎ×Ｌ，经数值求解可以得到其观
测值与最大似然估计值的比值和视图数的关系．

可知在视图数较小和较小样本的情况下，需要利

用最大似然估计比值对观测值进行校正，使行列式值

的估计为最大似然估计．在视图数较大和样本数较大
的情况下，其观测均值基本上等价于其最大似然估计．
在利用对数累积量估计参数的时候，为简化计算，我们

可以采用其名义视图数作为初值求其最大似然估计，

然后求其等效视图数；情况允许的情况下，可以再将已

有方法或者上述方法估计出的等效视图数作为初值带

入行列式最大似然估计值的求解，继续求解最优的等

效视图数，直到递推误差满足我们的设定条件．
通过仿真的方法对真实视图数为 １０的极化 ＳＡＲ

图像进行等效视图数的参数估计，可有效验证最大似

然估计修正算法的有效性．仿真方法采用 ＳＮＡｎｆｉｎｓｅｎ
所采纳的ｂｏｏｔｓｔｒａｐ方法（详见文献［９］），极化协方差矩
阵为３×３方阵，样本个数分别为［２４８１６３２６４］，仿真
次数为１００００次．图２和图 ３中 Ｄ２是二阶子矩阵的等
效视图数估计方法；Ｄ２Ｍ是二阶子矩阵等效视图数估
计方法的最大似然修正算法；Ｄ３是三阶全矩阵的等效
视图数估计方法；Ｄ３Ｍ是三阶全矩阵等效视图数估计
方法的最大似然修正算法．可以看出，其估计性能的优
劣顺序基本满足 Ｄ３Ｍ≥Ｄ２Ｍ≥Ｄ３≥Ｄ２，这也说明适当
的最大似然修正算法大大提高了等效视图数参数的估

计精度．同时，在相同样本数情形下，较小视图数的估
计偏差与估计方差要比较大视图数的估计偏差和估计

方差小很多，其原因应该在于视图数较小时视图数对

样本统计分布的影响较大，而样本统计分布变化随着

视图数的增加逐渐变得不再对视图数敏感．从图３可以
看出，随着名义视图数（仿真过程中可以看作真实视图
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数）的增加（分别为［４８１６３２６４］），等效视图数的估计
偏差和方差都逐渐增加；在大样本情形下，修正算法与

原方法估计效果完全相同，但是估计偏差和方差也是

随着名义视图数的增加而增加．

６ 结束语

本文研究了协方差矩阵行列式的物理内涵，将表

征目标散射极化散布程度的标准行列式值与表征目标

随机特性的极化熵、极化散度进行了比较，给出了它们

与平面极化度和方向极化度的数学关系，指出他们在

描述目标散射随机特性方面具有部分一致性，存在差

异的本质在于三个随机性描述参数对极化方向随机度

和平面极化度的加权方法的不同．然后研究了极化协
方差矩阵行列式值的统计分布特性，给出了极化协方

差矩阵行列式值的概率密度函数．针对样本数较少时
等效视图数参数估计误差较大的问题提出了最大似然

修正算法，提高了小样本数目时的等效视图数参数估

计精度．最后用仿真数据进行了验证，结果表明了理论
结果的正确性．极化协方差矩阵行列式值的统计特性
和目标散射随机性参数的研究为目标极化散射随机特

性、参数估计和目标检测等的研究提供了新方法．

附录 极化协方差矩阵行列式值的概率密度函数

从文献［１７］知道包含协方差矩阵行列式观测值、真
值和视图数三个参数的随机变量η＝（２Ｌ）

ｄ
γ／Υ可以由

ｄ个独立的自由度分别为 ２Ｌ，２（Ｌ－１），…，２（Ｌ－ｄ＋
１）的χ

２随机变量的乘积构成．对于乘积模型随机变量
的概率密度函数的求解可以通过梅林变换的方法．
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乘积模型随机变量的表达式可以表示为：

Ｘ＝Ｕ·Ｖ （Ａ１）
这里要求随机变量满足 Ｕ，Ｖ，ａｎｄＸ∈Ｒ＋．注意到梅林
变换满足

Ｘ（ｓ）＝φＵ（ｓ）·Ｖ（ｓ） （Ａ２）
以及χ

２（２ｎ）随机变量的梅林变换为

φχ
２
（ｎ）（ｓ）＝∫

＋∞

０

ｘｓ－１ １
２ｎΓ（ｎ）

ｘｎ－１ｅｘｐ（－ｘ２）ｄｘ

＝２
ｓ－１
Γ（ｓ＋ｎ－１）
Γ（ｎ）

（Ａ３）

因此随机变量η＝（２Ｌ）
ｄ
γ／Υ的梅林变换为

φη（ｓ）＝
２ｄ（ｓ－１）Γ（Ｌ＋ｓ－１）…Γ（（Ｌ－ｄ＋１）＋ｓ－１）

Γ（Ｌ）…Γ（Ｌ－ｄ＋１）
（Ａ４）

利用逆梅林变换公式，可以得到随机变量η＝（２Ｌ）
ｄ
γ／

Υ的概率密度函数为

ｆ
η
（η）＝

１
２πｊ∫

ｃ＋ｉ∞

ｃ－ｉ∞η
－ｓ
φη（ｓ）ｄｓ

＝１２πｊ∫
ｃ＋ｉ∞

ｃ－ｉ∞

２ｄ（ｓ－１）Γ（Ｌ＋ｓ－１）…Γ（（Ｌ－ｄ＋１）＋ｓ－１）
Γ（Ｌ）…Γ（Ｌ－ｄ＋１） η

－ｓｄｓ

（Ａ５）
等式（Ａ５）可以改写为

ｆ
η
（η）＝∫

１
２πｊ∫

ｃ＋ｉ∞

ｃ－ｉ∞
Γ（Ｌ＋ｓ－１）…Γ（（Ｌ－ｄ＋１）＋ｓ－１）η２( )ｄ －ｓ

ｄｓ

２ｄΓ（Ｌ）…ΓＬ－ｄ＋１）
（Ａ６）

利用ＭｅｉｊｅｒＧ函数的定义［１８］

Ｇｍｎｐｑ ｚ
ａ１，…，ａｐ
ｂ１，…，ｂ( )

ｑ
＝１２πｊ∫

ｃ＋ｉ∞

ｃ－ｉ∞

∏
ｍ

ｉ＝１
Γ（ｂｉ＋ｓ）∏

ｎ

ｉ＝１
Γ（１－ａｉ－ｓ）

∏
ｐ

ｉ＝ｎ＋１
Γ（ａｉ＋ｓ）∏

ｑ

ｉ＝ｍ＋１
Γ（１－ｂｉ－ｓ）

ｚ－ｓｄｓ （Ａ７）

记 作 Ｇｍｎｐｑ ｚ
ａ１，…，ａｐ
ｂ１，…，ｂ( )

ｑ
＝ ＭｅｉｊｅｒＧ

｛ａ１，…ａｎ｝，｛ａｎ＋１，…ａｐ{ }｝，
｛ｂ１，…，ｂｍ｝，
｛ｂｍ＋１，…ｂｑ{ }｝，[ ]ｚ， 等

式（Ａ６）简化为

ｆ
η
（η）＝

Ｇｄ００ｄ η２ｄ
（Ｌ－１），…，（Ｌ－ｄ( )）

２ｄΓ（Ｌ）…Γ（Ｌ－ｄ＋１）
（Ａ８）

因此得到极化协方差矩阵行列式值的概率密度函数如

下式（Ａ９）所示．

ｆγ（γ）＝
ＬｄＧｄ００ｄ

Ｌｄγ
Υ

（Ｌ－１），…，（Ｌ－ｄ( )）
ΥΓ（Ｌ）…Γ（Ｌ－ｄ＋１）

（Ａ９）
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