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摘 要： 在奇异值分解（ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）中提出了一种矩阵递推构造和分解算法，利用ＳＶＤ实现
了一种类似于小波包的信号分解方式，称之为多分辨ＳＶＤ包．推导了多分辨ＳＶＤ包的分解和重构算法，并提出一种用
二维数组来存储这种包的三维数据的方法，避免了对内存的浪费．实例结果表明，这种包对信号的微弱变化具有优良
的检测能力，其检测结果无幅值和相位失真，并能精确定位微弱变化的位置，这种包也能有效提取复杂信号中的弱故

障特征，在这两方面均明显优于小波包的处理结果．
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１ 引言

奇异值分解（Ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）近年
来在数据压缩［１］、数据挖掘［２］、信号处理［３，４］、语音编码

及特征提取［５，６］，机器人运动控制［７］、滤波算法设计［８，９］

等很多领域都得到了广泛的应用．如在对多维空气动力
数据进行压缩时，ＳＶＤ可以获得极大的压缩比，而且当
数据维数增大时，压缩比成指数增加［１］．在数据挖掘中
ＳＶＤ可以对隐私数据提供更好的保护［２］．而 Ａｌｊａｚｚａｒ等
将ＳＶＤ应用于 Ｌ型天线阵列信号互相关矩阵的处理，
实现了 Ｌ型天线阵列方位和高度的自动匹配［３］．ＳＶＤ还
能提高语音编码的量化效率［５］，并改善语音特征提取效

果［６］．其他在提高机器人运动控制精度［７］、增强滤波效
果方面［８，９］ＳＶＤ均有不俗的表现．诸如此类的研究还有
很多，此处不再枚举．所有这些研究反映了 ＳＶＤ在各个
领域的广泛和重要应用，但是从本质上来说，这些研究

都是利用ＳＶＤ本身的特性来解决某特定领域的问题，
对 ＳＶＤ方法本身并没有做多少改进和提高．本文通过
对 ＳＶＤ方法的思考，提出一种多分辨 ＳＶＤ包理论，即利
用 ＳＶＤ来实现一种类似于小波包的信号分解方式，这
与以往的 ＳＶＤ应用完全不同．ＳＶＤ和小波包分属两个
完全不同的领域，利用 ＳＶＤ来获得小波包的那种信号
分解方式似乎不可实现，本文解决了这个看起来不可能

的问题．通过构造合理的矩阵，同时采用恰当的信号形
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成方式，并与递推分解相结合，利用 ＳＶＤ实现了小波包
的那种信号分解方式．实例分析证实了多分辨 ＳＶＤ包
确实取得了与小波包极为相似的信号处理效果，并在

信号微弱变化检测和故障特征提取这两方面优于小波

包．

２ 多分辨ＳＶＤ包的提出及分解算法

ＳＶＤ是指：对于任一矩阵 Ｈ∈Ｒｍ×ｎ，总是存在正交
矩阵 Ｕ＝（ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ）∈Ｒｍ×ｍ和正交矩阵Ｖ＝（ｖ１，
ｖ２，…，ｖｎ）∈Ｒｎ×ｎ，使得：

Ｈ＝ＵＳＶＴ （１）
成立，式中 Ｓ＝（ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σｑ），Ｏ）或者其转置，这
取决于 ｍ≤ｎ还是ｍ＞ｎ，Ｓ∈Ｒｍ×ｎ，Ｏ代表零矩阵，ｑ
＝ｍｉｎ（ｍ，ｎ），且有σ１≥σ２≥…≥σｑ＞０，σｉ（ｉ＝１，２，…，
ｑ）称为矩阵 Ｈ的奇异值［１０］．
将 ＳＶＤ应用于信号处理时，首先必须利用信号构

造出矩阵 Ｈ，Ｈ的构造方式不同，则ＳＶＤ的信号处理效
果也有很大区别［１１］．为了利用 ＳＶＤ实现小波包的那种
信号分解效果，我们提出如下一种矩阵递推构造和分

解算法：对于任何信号 Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ），首先构造行
数为２的如下矩阵：

Ｈ＝
ｘ１ ｘ２ … ｘＮ－１
ｘ２ ｘ３ … ｘ( )

Ｎ

这样的矩阵经过 ＳＶＤ处理后，可以得到而且只能得到
两个奇异值，其中第一个奇异值较大，而第二个奇异值

较小，从这两个奇异值可以分别得到两个分量信号．我
们的思想是：对得到的每个分量信号分别再取行数为２
构造同样的矩阵，并进行 ＳＶＤ处理，这样，每个分量信
号又可被分解为两个子分量信号，……，如此逐次进

行，每分解一层，上一层的每个分量就会被进一步细

分，从而将原始信号分解为一系列分量信号，其中，第

一层得到２个信号，第二层得到４个信号，第三层得到
８个信号，……，第 Ｊ层得到２Ｊ个信号．这样的分解过
程与小波包的分解过程极为相似，故此称之为多分辨

ＳＶＤ包分解．
设对原始信号已进行了 ｊ－１层 ＳＶＤ包分解，在第

ｊ－１层得到 ２ｊ－１个信号，将它们记为 Ａｉｊ－１＝（ａｉｊ－１，１，
ａｉｊ－１，２，…，ａｉｊ－１，Ｎ），其中 Ｎ为信号长度，ｉ为分量信号的
序号，ｉ＝０，１，２，…，２ｊ－１－１，利用 Ａｉｊ－１构造第 ｊ层中待
分解的矩阵：

Ｈｉｊ＝
ａｉｊ－１，１ ａｉｊ－１，２ … ａｉｊ－１，Ｎ－１
ａｉｊ－１，２ ａｉｊ－１，３ … ａｉｊ－１，

( )
Ｎ

对此矩阵进行ＳＶＤ处理，得到：
Ｈｉｊ＝ＵｉｊＳｉｊ（Ｖｉｊ）Ｔ （２）

式中，Ｕｉｊ＝（ｕｉｊ１，ｕｉｊ２），Ｕｉｊ∈Ｒ２×２；

Ｖｉｊ＝（ｖｉｊ１，ｖｉｊ２，…，ｖｉｊ（Ｎ－１）），Ｖｉｊ∈Ｒ（Ｎ－１）×（Ｎ－１），
它们分别为在第 ｊ层对分量信号Ａｉｊ－１进行奇异值分解
时获得的左、右正交矩阵，而对角阵 Ｓｉｊ＝（ｄｉａｇ（σｉｊ１，σｉｊ２），
Ｏ），Ｓｉｊ∈Ｒ２×（Ｎ－１）．
为了得到 Ａｉｊ－１在第 ｊ层的分解结果，现将式（２）改

写成用列向量 ｕｉｊｋ和ｖｉｊｋ表示的形式：
Ｈｉｊ＝σｉｊ１ｕｉｊ１（ｖｉｊ１）Ｔ＋σｉｊ２ｕｉｊ２（ｖｉｊ２）Ｔ （３）

式中，ｕｉｊｋ∈Ｒ２×１，ｖｉｊｋ∈Ｒ（Ｎ－１）×１，ｋ＝１，２．令 Ｈｉｊ１＝σｉｊ１ｕｉｊ１
（ｖｉｊ１）Ｔ，则 Ｈｉｊ１∈Ｒ２×（Ｎ－１），它对应的是大奇异值，反映的
是信号 Ａｉｊ－１的主体概貌成分；令 Ｈｉｊ２＝σｉｊ２ｕｉｊ２（ｖｉｊ２）Ｔ，则
Ｈｉｊ２∈Ｒ２×（Ｎ－１），它对应的是小奇异值，反映的是信号
Ａｉｊ－１的细节成分．Ａｉｊ－１在第 ｊ层的分解结果就是根据这
两个矩阵获得的，所得到的两个分量信号在第 ｊ层中的
序号分别为２ｉ和２ｉ＋１，用 Ａ２ｉｊ和Ａ２ｉ＋１ｊ 来表示．现以 Ａ２ｉｊ
为例，来说明它的形成过程．矩阵 Ｈｉｊ１有两个行向量，分
别为σ

ｉ
ｊ１ｕｉｊ１，１（ｖｉｊ１）Ｔ和σｉｊ１ｕｉｊ１，２（ｖｉｊ１）Ｔ，其中 ｕｉｊ１，１、ｕｉｊ１，２为 ｕｉｊ１

的两个坐标．设 Ｌａ１和 Ｌａ２是这两个行向量的子向量，如
图１（ａ），显然 Ｌａ１和 Ｌａ２都代表着信号 Ａ２ｉｊ的数据ａ２ｉｊ，２，
ａ２ｉｊ，３，…，ａ２ｉｊ，Ｎ－１，但是 Ｌａ１和 Ｌａ２却并不会相等．例如 ａ２ｉｊ，２
在 Ｌａ１中的值为σｉｊ１ｕｉｊ１，１ｖｉｊ１，２，而在 Ｌａ２中的值却为σｉｊ１ｕｉｊ１，２
ｖｉｊ１，１，此二数值显然是不相等的．为了获得信息完整的
信号，我们先将 Ｈｉｊ１中代表 Ａ２ｉｊ同一个数据的所有元素
求平均，再利用这种均值作为 Ａ２ｉｊ的数据．根据这种思
想，参照图１（ａ），可将 Ａ２ｉｊ写为如下的向量形式：

Ａ２ｉｊ＝（ａ２ｉｊ，１，（Ｌａ１＋Ｌａ２）／２，ａ２ｉｊ．Ｎ） （４）
式中，ａ２ｉｊ，１、ａ２ｉｊ，Ｎ和子向量Ｌａ１、Ｌａ２的具体数值是通过对向
量σ

ｉ
ｊ１ｕｉｊ１，１（ｖｉｊ１）Ｔ和σｉｊ１ｕｉｊ１，２（ｖｉｊ１）Ｔ的计算而得到的，它们

在这两个向量中的位置如图１（ａ）所示．
同理，对于矩阵 Ｈｉｊ２，设其中与 Ｌａ１、Ｌａ２对应的两个

子向量分别为 Ｌｄ１和 Ｌｄ２，如图１（ｂ），则 Ａ２ｉ＋１ｊ 也可表示

为向量形式：

Ａ２ｉ＋１ｊ ＝（ａ２ｉ＋１ｊ，１ ，（Ｌｄ１＋Ｌｄ２）／２，ａ２ｉ＋１ｊ．Ｎ） （５）
式中，ａ２ｉ＋１ｊ，１ 、ａ２ｉ＋１ｊ，Ｎ和子向量Ｌｄ１、Ｌｄ２的具体数值是通过
对向量σ

ｉ
ｊ２ｕｉｊ２，１（ｖｉｊ２）Ｔ和σｉｊ２ｕｉｊ２，２（ｖｉｊ２）Ｔ的计算而得到的，

它们在这两个向量中的位置如图１（ｂ）所示．
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通过这种信号形成方式，就得到 Ａｉｊ－１在第 ｊ层的两
个分量信号 Ａ２ｉｊ和Ａ２ｉ＋１ｊ ，ｉ＝０，１，２，…，２ｊ－１－１．如果将
原始信号视为 Ａ００，按照这样的分解方式持续做下去，在
第一层可以获得２个分量信号，在第二层可获得４个分
量信号，在第三层可获得８个分量信号，…，在第 ｊ层可
获得２ｊ个分量信号，整个多分辨 ＳＶＤ包的分解结构如

图２所示．设最大的分解层数为 Ｊ，称 Ａ{ }ｉＪ ２
Ｊ－１
ｉ＝０为原始

信号的多分辨ＳＶＤ包分解结果．
来分析一下这样的

分解结构．对于第一层
的两个分量，Ａ０１对应的
是大奇异值，反映的是

原始信号的主体概貌，

而 Ａ１１对应的是小奇异
值，反映的是原始信号的细节．在第二层，概貌 Ａ０１又被
分解为下一层次的概貌信号 Ａ０２和细节 Ａ１２，而细节 Ａ１１
则又被进一步细分为下一层次的两个细节 Ａ２２和 Ａ３２．这
样依次下去，对于第 ｊ层的分解结果，显然，Ａ０ｊ反映的
是原始信号第ｊ层次的概貌，而其余２ｊ－１个信号则是对
原始信号细节成分的充分剖析和展现．不难想象，这样
的一种分解方式对信号中的微弱变化应该具有优良的

检测能力．

３ 多分辨ＳＶＤ包的重构算法

在解决了分解算法之后，还有一个重要问题是如

何利用分解结果实现信号的重构．如图 １，矩阵 Ｈｉｊ１和
Ｈｉｊ２的两个子行向量分别为 Ｌａｋ、Ｌｄｋ，ｋ＝１，２，设在 Ａｉｊ－１
构造的矩阵 Ｈｉｊ中，与之对应的两个子行向量分别为
Ｌｋ，ｋ＝１，２，则根据式（３）可得：

Ｌｋ＝Ｌａｋ＋Ｌｄｋ ｋ＝１，２
则有：

１
２∑

２

ｋ＝１
Ｌｋ＝

１
２∑

２

ｋ＝１
Ｌａｋ＋

１
２∑

２

ｋ＝１
Ｌｄｋ

但是对于矩阵 Ｈｉｊ而言，它是利用 Ａｉｊ－１的数据构造
而成的，因此其中代表信号同一数据的元素是相等的，

即 Ｌ１＝Ｌ２，故可得：

Ｌ１＝
１
２∑

２

ｋ＝１
Ｌａｋ＋

１
２∑

２

ｋ＝１
Ｌｄｋ

而对于各矩阵第一行的首元素和第二行的末元素，同

样由式（３）可得到：
ａｉｊ－１，１＝ａ２ｉｊ，１＋ａ２ｉ＋１ｊ，１

ａｉｊ－１，Ｎ＝ａ２ｉｊ，Ｎ＋ａ２ｉ＋１ｊ，
{

Ｎ

从 Ａｉｊ－１构造的矩阵 Ｈｉｊ可知，Ａｉｊ－１可写成如下向量形
式：

Ａｉｊ－１＝（ａｉｊ－１，１，Ｌ１，ａｉｊ－１，Ｎ）

再考虑到式（４）、式（５），则可以得到：
Ａｉｊ－１＝Ａ２ｉｊ＋Ａ２ｉ＋１ｊ （６）

这表明只要利用 Ａ２ｉｊ和Ａ２ｉ＋１ｊ 简单相加，就可重构出上

一层次的信号 Ａｉｊ－１．根据这种关系，容易得到原始信号
Ａ００的重构公式为：

Ａ００＝∑
２１－１

ｉ＝０
Ａｉ１＝∑

２２－１

ｉ＝０
Ａｉ２＝…＝∑

２Ｊ－１

ｉ＝０
ＡｉＪ （７）

式中 Ｊ是总的分解层数．
从式（６）还可以得到多分辨 ＳＶＤ包的细分结构，对

于第 ｊ层的一个分量Ａｉｊ，如果再对其向下分解 ｋ层（ｋ

≥１），则可将其进一步细分为２ｋ个分量信号，从式（６）
可得到 Ａｉｊ和这２ｋ个分量信号之间的关系为：

Ａｉｊ＝Ａ２
ｋｉ
ｊ＋ｋ＋Ａ２

ｋｉ＋１
ｊ＋ｋ ＋…＋Ａ２

ｋ
（ｉ＋１）－１
ｊ＋ｋ （８）

这清楚地表明了多分辨ＳＶＤ包的细分结构．

４ 多分辨ＳＶＤ包的数据存储结构

设原始信号长度为 Ｎ，经多分辨 ＳＶＤ包分解 Ｊ层，
第１层有２个分量，第２层４个分量，…，第 Ｊ层２Ｊ个分
量，每个分量的长度均为 Ｎ．对于这样的数据结构，在
编程计算时，一般都会采用一个三维数组 Ｓ［Ｊ］［２Ｊ］
［Ｎ］对分解结果进行储存，其中第１维为分解层数，第２
维为每层的分量数，第３维为分量的具体数据．例如对
长度为１０２４点的原始信号分解４层，每层得到的分量
数随层数的增加而加倍，在第４层的分量个数为１６，而
每层每个分量长度均为１０２４点，按照常规方法，应采用
一个三维数组 Ｓ［４］［１６］［１０２４］来存储各层的分解结
果，但是这种简单的存储法会造成计算机内存的极大

浪费．可以来分析一下这种浪费情况，第１层只有２个
分量，只利用了 Ｓ［０］［０］［１０２４］、Ｓ［０］［１］［１０２４］这两个
分配的内存空间，其余 Ｓ［０］［２］［１０２４］～Ｓ［０］［１５］
［１０２４］共１４个内存空间未曾利用，即容量为 １４ｋ的内
存全部浪费；第２层只有４个分量，只利用了 Ｓ［１］［０］
［１０２４］～Ｓ［１］［３］［１０２４］这４个内存空间，其余的 Ｓ［１］
［４］［１０２４］～Ｓ［１］［１５］［１０２４］共 １２个内存空间未曾利
用，即容量为１２ｋ的内存全部浪费；第三层只有８个分
量，只利用了 Ｓ［２］［０］［１０２４］～Ｓ［２］［７］［１０２４］这８个内
存空间，其余的 Ｓ［２］［８］［１０２４］～Ｓ［２］［１５］［１０２４］共８ｋ
的内存全部浪费；只有第 ４层利用了全部 Ｓ［３］［０］
［１０２４］～Ｓ［３］［１５］［１０２４］这１６个内存空间．更一般的，
对于三维数组 Ｓ［Ｊ］［２Ｊ］［Ｎ］而言，计算机共分配了 Ｊ·
２Ｊ个长度为Ｎ的内存空间，可以推知其中共有［２Ｊ（Ｊ－
２）＋２］个内存空间被浪费，请注意，如果用８个字节表
示一个实数的ｄｏｕｂｌｅ数据类型来编程，则浪费的内存空
间还将增大８倍．定义浪费率为：

η＝
２Ｊ（Ｊ－２）＋２

２ＪＪ
＝１－２Ｊ＋

１
２Ｊ－１Ｊ

（９）
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当 Ｊ＝４时，内存浪费率为５３１２５％，Ｊ＝５时，浪费率为
６１２５％，浪费的内存超过分配的内存容量一半还多，分
解层数越多，内存浪费率越大，显然这是一种极不经济

的储存方法．
为了避免内存的这种无谓浪费，我们提出一种用

二维数组来存储多分辨 ＳＶＤ包的三维数据的方法．不
失一般性，设对长度为 Ｎ的原始信号分解Ｊ层，则１～Ｊ
层的分量总数为２＋４＋８＋…＋２Ｊ＝２Ｊ＋１－２，因此可定
义一个大小为 Ｓ［２Ｊ＋１－２］［Ｎ］的二维数组，各层的数据
依次存放在此数组中，其存储结构如图３所示．在编程
计算时，为了从这个二维数组中正确读取各层分量的

数据，必须设置一个位置指针来对各层在二维数组中

的起始位置进行定位，第一层的位置指针 ｐ＝０，第二层
ｐ＝２，第三层 ｐ＝２＋４，第四层 ｐ＝２＋４＋８，…，第 Ｊ层
ｐ＝２＋４＋８＋…＋２Ｊ－１＝２Ｊ－２．对多分辨 ＳＶＤ包的第 ｉ
层分解结果来说，共有２ｉ个分量，利用位置指针，可确
定它们在此二维数组中的范围为 Ｓ［ｐ］［Ｎ］～Ｓ［ｐ＋２ｉ

－１］［Ｎ］，其中 ｉ＝１，２，…，Ｊ，ｐ＝２ｉ－２．采用这样的存
储方式，只需多计算一个位置指针，但不会造成内存的

任何浪费，显然比简单地采用三维数组合理得多．

５ 对信号微弱变化的检测

在分析多分辨 ＳＶＤ包的分解结构时指出，这样的
分解方式对信号中的微弱变化具有良好的检测能力．
设有一个信号如下：

ｆ（ｔ）＝
６ １≤ｔ≤５０
６．００５ ５０＜ｔ≤１００
６．００２ １００＜ｔ≤

{
１５０

（１０）

此信号在 ｔ＝５０ｓ处存在一个向上的微弱变化量０００５，
而在 ｔ＝１００ｓ处存在一个向下的微弱变化量 ０００３，以
采样周期 Ｔｓ＝１ｓ对此信号离散化采样得到的结果如图
４所示，信号中的两处变化是如此微小，在图 ４中几乎
看不出来，现利用多分辨 ＳＶＤ包对此信号分解２层，在
第２层得到４个分量信号 Ａ０２～Ａ３２，如图５所示，可见 Ａ０２
与原始信号几乎相同，反映的是原始信号的概貌，这验

证了前面对 Ａ０ｊ特性的分析，而信号的细微变化则在 Ａ１２
～Ａ３２中被充分展示出来了，此三个分量在原始信号发
生微弱变化的地方都产生了极其明显的脉冲，而其余

地方均为零．
令人鼓舞的不止于此，进一步的研究发现，这种脉

冲的零交叉点非常精确地反映了原信号中微弱变化的

发生位置．首先让我们来分析一下对 ｆ（ｔ）离散后信号
微变的准确位置，对于原 ｆ（ｔ）来说，以 Ｔｓ＝１ｓ对其离散
化采样后，在第 ５０ｓ到第 ５１ｓ这两点之间，信号发生微
变，从６向上变为６００５；而在第 １００ｓ到第１０１ｓ这两点
之间，信号从６００５向下微变为６００２．因此对于离散后
的数字信号而言，如果要准确地描述其发生微变的位

置，以 ｔ＝５０５ｓ和 ｔ＝１００５ｓ为准应该更为恰当．

更一般的，如果采样周期 Ｔｓ为任意值时，则 ｆ（ｔ）
离散后在 ｔ＝［５０／Ｔｓ］·Ｔｓｓ和 ｔ＝（［５０／Ｔｓ］＋１）·Ｔｓｓ这
两点之间从６向上微变为６００５，而在 ｔ＝［１００／Ｔｓ］·Ｔｓｓ
和 ｔ＝（［１００／Ｔｓ］＋１）·Ｔｓｓ这两点之间从６００５向下微
变为６００２，这里符号‘［］’表示取整，而两点的中点更
适合于用来描述微变发生的准确时刻，即准确的微变

点分别为（［５０／Ｔｓ］＋０５）·Ｔｓｓ和（［１００／Ｔｓ］＋０５）·Ｔｓ
ｓ．

为了清楚地显示多分辨 ＳＶＤ包检测到的信号微变
的具体位置，将 Ａ１２～Ａ３２位于区间［４６，５５］ｓ的局部波形
绘在一起，如图６所示，可以发现此例中 Ａ１２和 Ａ３２完全
相同，它们重合在一起，而 Ａ１２、Ａ２２和 Ａ３２存在一个共同
的零交叉点，这个零交叉点不偏不倚刚好发生在 ｔ＝
５０５ｓ处，Ａ１２～Ａ３２中的三个检测脉冲以此零交叉点为中
心呈准确的中心对称分布，且此三个检测脉冲的宽度
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完全相同．

这种检测结果不是偶然的，对大量不同微弱变化

信号的多分辨 ＳＶＤ包分解结果进行分析和总结，我们
发现了以下规律：（１）多分辨 ＳＶＤ包的分解结果在信号
的微变处将产生呈中心对称的脉冲，脉冲的中心零交

叉点（即对称中心）精确地对应着微变的发生位置．（２）
同一层上各个分量中指示微变位置的脉冲宽度完全相

同．（３）随着分解层数的增加，检测脉宽的变化成规律
性增加，如果采样周期为 Ｔｓ，则第一层的检测脉宽为
３Ｔｓ，以后每增加一层，检测脉宽将沿中心零交叉点对称
地增加２Ｔｓ，即第二层的检测脉宽为５Ｔｓ，第三层的检测
脉宽为７Ｔｓ．进一步的观察发现，这种２Ｔｓ的增加量是由
矩阵的行数２决定的，但难以解释其内在联系．（４）尽管
各层的检测脉宽不同，但是对信号微变的定位不随层

数的变化而产生任何偏移，各层检测脉冲的中心零交

叉点始终准确地对应着原始信号中的微变位置．
小波包也具有对信号微弱变化的检测能力，不妨

对比一下小波包的检测效果．小波包分解公式为：

ｘ２ｎ，ｊ＋１ｐ ＝ １
槡２∑ｋ∈Ｚｈ

（ｋ）·ｘｎ，ｊｐ－２ｊｋ

ｘ２ｎ＋１，ｊ＋１ｐ ＝ １
槡２∑ｋ∈Ｚｇ

（ｋ）·ｘｎ，ｊｐ－２ｊ
{

ｋ

（１１）

式中 ｈ（ｋ）、ｇ（ｋ）为小波镜像滤波器系数．这是一种基
于卷积小波包变换的分解算法，它的突出特点是不存

在传统小波包的隔二抽一采样，因而每一层的分解结

果保持了与原始信号相同的长度，而传统的小波包必

须经过重构运算才能达到这种卷积小波包直接分解所

获得的效果［１２］．
采用Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ２号小波系数，利用式（１１）对图 ４

的微变信号分解 ２层，在第二层也得到 ４个频道的信
号，如图７所示，用 Ｘｉｊ来表示小波包得到的分量信号，
其中 ｊ代表分解层数，而 ｉ代表分量信号的频道号．可
见这些信号与多分辨ＳＶＤ包的分解结果非常相似，第１
个信号同样反映了原始信号的基本概貌，而后３个信号
则反映了信号的细节变化，在信号的微变处这３个信号
也都产生了脉冲，这种检测效果看起来似乎也很不错．
但是仔细观察一下，就可以发现小波包的检测结果存

在以下三个问题：（１）指示信号微变位置的脉冲没有对
称性．（２）指示信号微变位置的脉冲宽度较大，同一层

上的脉宽又互不相同，不同层数上的脉宽变化也没有

规律．（３）更重要的是，这种脉冲不能准确地定位原始
信号中微变的发生位置．将后 ３个频道信号位于区间
［４０，６０］ｓ的波形绘在一起，如图８所示，它们反映了小
波包对原信号在 ｔ＝５０５ｓ处微变的检测结果，可见这
种检测脉冲极不规则，其零交叉点比较混乱，没有公共

的零交叉点，只能大致判断出微变信号发生在区间［４６，
５６］ｓ这一范围内，但无法确定原信号中准确的微变位
置．

６ 对轴承振动信号中冲击特征的提取

当滚动轴承的滚道损伤时，滚动体高速旋转经过

这些损伤处就会受到周期性的冲击，但当损伤比较轻

微时，滚动体受到的冲击并不明显，往往被淹没于轴承

的其它振动成分和噪声之中很难被识别和确认．对一
个型号为６２０８的轴承进行振动检测，测量时外圈不动，
径向加载４０Ｎ，内圈的旋转速度为１０００ｒｐｍ，采样频率为
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６２００Ｈｚ，共采集５１２点数据，得到振动速度
信号如图９（ａ）所示，其功率谱如图９（ｂ）．
由图９可见，在时域振动信号中可看到一
些尖峰，但不是很明显，从功率谱看，此信

号的频率成分十分复杂，整个频带上都存

在频率成分，这是信号中含有较多随机噪

声干扰的典型表现，因此难以确认时域信

号中的尖峰到底是随机脉冲干扰还是由

于滚道损伤所导致的冲击．
现在利用多分辨 ＳＶＤ包对此信号

分解三层，在第３层得到８个分量信号
Ａ０３～Ａ７３，如图１０（ａ）所示，其中 Ａ０３反映
的是原始信号的概貌，而 Ａ１３～Ａ７３反映
的是原始信号的细节特征．可以看到，除
Ａ４３反映的更像是随机脉冲干扰外，在
Ａ１３～Ａ３３、Ａ５３～Ａ７３这６个分量信号中，都
提取到了十分明显的周期性的冲击，其

时间间隔十分均匀，随机脉冲干扰不可

能如此均匀地出现，因而毫无疑问是滚

道损伤所产生的冲击．
作为对比，也给出小波包的特征提

取结果，采用 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ５号小波系数，
利用式（１１）对图 ９（ａ）的时域振动信号
分解３层，在第 ３层也得到 ８个频道的
信号，如图１０（ｂ）所示．容易看出，在这８
个分量中，只有 Ｘ３３和 Ｘ４３这两个分量获
得的冲击特征比较有规律，冲击发生的时间间隔与多

分辨ＳＶＤ包６个分量所反映的是一样的；而 Ｘ５３～Ｘ７３虽
然也存在一些冲击现象，但是这种冲击比较杂乱无序，

冲击的位置在不同分量中互不对应；而 Ｘ１３～Ｘ２３这两个
分量中则看不出冲击的存在，这样的效果显然不如多

分辨 ＳＶＤ包的特征提取结果理想．
多分辨ＳＶＤ包分解结果的另一个优点是它们真实

地反映了原始信号中冲击成分的大小．根据式（７）所反
映的叠加原理，图１０（ａ）中多分辨ＳＶＤ包的这８个分量
信号的简单相加就构成了原始信号，因此反过来可以

说，这每一个分量信号的获得就相当于是通过减法运

算从原始信号中被简单减去的．这种减法运算保证了
各分量中提取到的冲击成分既不会被放大也不会被缩

小，而是真实地反映了原始信号中的冲击大小．另外对
于相位来说，这种简单的减法运算也将保证分离出的

分量信号保持它们在原信号中的相位不变，因而不存

在相位滞后和失真，这种无幅值和相位失真的优点同

样也表现在对信号微弱变化的检测中．
但是小波包则不同于此，它的分解结果是通过卷

积运算而得到的，其实质是带通滤波，而一般小波滤波

器在通带内的幅频特性大于１，因而对所提取的冲击特
征的幅值有一定放大，而且小波滤波器在通带内也不

可能具有均匀的幅频特性，因而对于不同频率的信号，

其放大的程度还不一样，从而会导致一定的幅值失真．
另外多数小波（包括 Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ小波）都不具有线性相
位，因此除了相位滞后外，小波包的分解结果还有一定

的相位失真．
根据多分辨ＳＶＤ包提取到的冲击特征还可以进一

步对轴承的损伤情况做出准确诊断．在多分辨 ＳＶＤ包
的分解结果中，选择冲击特征提取效果较好的 Ａ２３来做
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进一步分析．利用 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换提取 Ａ２３的包络，如图１１
（ａ）所示，它准确地反映了冲击发生的大小和时刻，其
功率谱如图１１（ｂ）所示，其主要频率成分见表１．可见此
包络信号的基频为６０５４６９Ｈｚ，除此之外还存在一个准
确的二倍频１２１０９３８Ｈｚ，而其它两个高次谐波基本上是
３倍和５倍基频．

表１ 包络信号的主要频率及其幅值

频率 ｆ／Ｈｚ 幅值 Ａ／Ｖ
６０．５４６９ ０．０９０６
１２１．０９３８ ０．０４２３
１９３．７５００ ０．０２３８
３１４．８４３８ ０．０４１７

根据轴承振动理论，当内圈滚道存在损伤时，冲击

发生的基频由下式计算：

ｆｉ＝０５ｚ（１＋ｄｃｏｓα／Ｄ）·ｆｒ （１２）
而外圈滚道存在损伤时，冲击发生的基频为：

ｆｏ＝０５ｚ（１－ｄｃｏｓα／Ｄ）·ｆｒ （１３）
在上两式中，ｚ为滚动体个数，ｄ是滚动体直径，Ｄ是轴
承节径，α是接触角，ｆｒ为轴承转频．对于６２０８型轴承，
ｚ＝９，ｄ＝１２ｍｍ，Ｄ＝６０ｍｍ，α＝１５°，而检测时轴承转速
为１０００ｒｐｍ，根据这些数据可算得当内圈滚道损伤时，
冲击基频为 ８９４８８９Ｈｚ，而外圈滚道损伤时，冲击基频
为６０５１１１Ｈｚ．则由此可见，在误差允许的范围内，表 １
中的基频６０５４６９Ｈｚ就是外圈冲击的基频，因此可以非
常肯定地判定：此轴承属外圈损伤，另外根据二倍频

１２１０９３８Ｈｚ还可推断此轴承存在一定的内外圈不对中，
因为这会导致二倍频成分的出现；根据另外的两个高

次谐波还可以推知此轴承内外圈还存在一定松动，因

为此因素会导致高次谐波出现．

７ 结论

（１）提出了多分辨 ＳＶＤ包的概念，利用 ＳＶＤ实现了
对信号的一种类似于小波包的分解．

（２）推导了多分辨 ＳＶＤ包的分解和重构算法．对信
号采用多分辨ＳＶＤ包分解 ｊ层，在第 ｊ层可得到 ２ｊ个
分量信号，其中第一个分量信号反映了原始信号的概

貌，其余的信号则反映了原始信号的细节变化，而只要

将这２ｊ个分量信号简单相加又可恢复出原始信号．
（３）针对多分辨 ＳＶＤ包分解结果的数据结构特点，

提出一种利用二维数组来储存多分辨 ＳＶＤ包的三维数
据的方法，避免了内存的大量浪费．

（４）多分辨 ＳＶＤ包对信号的微弱变化具有优良的
检测效果，在信号发生微变的地方，会产生具有中心对

称的脉冲，同一层上的脉宽相等，每增加一层，脉冲将

增加２个采样周期的宽度，而脉冲的中心零交叉点始终
精确地反映了信号微变的发生位置，优于小波包的检

测结果．
（５）多分辨 ＳＶＤ包可提取隐藏于复杂背景信号中

的故障特征．在对轴承振动信号的处理中，它有效地提
取到了信号中隐藏的周期性冲击特征，其所得结果真

实地反映了原信号中的冲击大小，且无相位失真，优于

小波包的处理结果．
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