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摘 要： 相机标定是从二维图像获取三维信息的必要步骤，本文讨论了多视点图像中固定焦距的自标定问题．
在绝对对偶二次曲面的成像方程基础上，把固定焦距作为独立未知量纳入到目标函数中，构造了带约束的多项式极值

问题，其中约束条件既反映了绝对对偶二次曲面自身具有的代数性质，又包含了可成像的 Ｃｈｅｉｒａｌｉｔｙ约束．求解上述优
化问题时，传统的建立在梯度计算基础上的优化方法容易陷入局部最优值，本文则通过使用基于ＬＭＩ松弛的优化方法
获得了焦距的全局最优解．合成数据和真实图像实验均表明本文方法是可行的，具有计算时间快和鲁棒性好的优点．
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１ 引言

自定标是实现未定标图像三维度量重建的关键技

术之一，它在基于图像的建模、绘制［１］以及影视特效制

作［２］等领域得到广泛的应用．对理想的透视投影成像模
型，自定标需要标定焦距、主点、倾斜度和纵横比等５个
量，这些未知量与相机的外部参数交织在一起相互影

响，使得自定标算法存在较大的不稳定性和模糊性［３］．
为了提高自定标的实用性，往往只标定相机的焦距而把

其它参数设为已知的经验值，这些经验值往往与实际值

吻合较好，从而在不影响自定标结果精确性的情况下，

降低了问题求解的复杂度，例如 ＢｏｕｊｏｕＴＭ，ＡＣＴＳ［４］等相
机跟踪软件，从无序图像中计算相机的运动和场景结构

的软件 Ｂｕｎｄｌｅｒ［５］等都只把焦距作为未知量．当拍摄过
程中相机的内部参数保持不变时，需要标定的参数简化

为一个固定焦距量，本文研究如何应用当前的全局优化

方法从多视点中求解此焦距值．
根据两视点图像间的匹配点坐标可以得到焦距的

闭合形式解．Ｓｔｕｒｍ等［６］以 Ｋｒｕｐｐａ方程为基础推导出了
关于焦距的两个线性和一个二次方程，他建议求解二次

方程并根据线性方程选择合理的解．Ｚｈｏｕ等［７］使用文
献［６］中的方法得到焦距初始值，通过优化一个非线性
目标函数来减小焦距估值的误差．Ｋａｎａｔａｎｉ等［８］根据本
征矩阵的性质给出了关于焦距的多项式方程组，经过变

量替换后仍然转化为求解一个二次方程，最后使用原方

程组排除不可能的焦距值．Ｕｅｓｈｉｂａ等［９］通过对基本矩
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阵的旋转使对极点位于世界坐标系的水平轴上，从变

换后的基本矩阵中可获得一个关于焦距的不含一次项

的二次方程，舍去负根后即为所求焦距值．文献［６，９，
１０］同时对相机的退化运动进行了分析．

文献［１１］提出了从两视点中标定焦距所需最少匹
配点的问题，根据本征矩阵的性质得出计算焦距至少

需要６对非平面匹配点的结论，并推导出包含焦距等３
个变量的１０个多项式方程组，最后借助Ｇｒｂｎｅｒ基进行
求解．文献［１２，１３］分别从数值计算稳定性上对文献
［１１］进行了改进．求解多项式方程组往往得到多个焦距
值，Ｌｉ［１４］采用投票方式从多组 ６对匹配点估计的众多
焦距值中选出最可能者．

当存在多个视点，也就是图像数量大于两幅时，

Ｂｏｃｑｕｉｌｌｏｎ等［１５］根据绝对对偶二次曲面的投影成像等
式［１６］得到关于焦距和无穷远平面的约束方程，由于方

程的个数多于未知量的个数，所以他们通过最小二乘

拟合求解焦距的最优值．由于最小二乘中目标函数是
非线性的，为了避免陷入局部最优解，文献［１５］使用了
区间分析全局优化方法．区间法是一类确定性的全局
优化方法，它基于分支定界技术，把未知量的取值区间

细分成若干子区间，构造扩张函数来判断子区间内是

否包含全局最小值，如果不包含则舍弃，否则对子区间

进一步细分直至小于预定的区间长度阈值．从以上优
化过程可知区间分析法采用的是穷举策略，需要给定

一个初始区间和细分子区间长度的阈值，这给实际应

用带来不便．
本文受文献［１５，１７］的启发，进一步讨论了多视点

中固定焦距的全局最优求解问题，通过绝对对偶二次

曲面的两种参数化方式构造了对应的两个关于焦距的

约束极值问题，使用 ＬＭＩ（ＬｉｎｅａｒＭａｔｒｉｘＩｎｅｑｕａｌｉｔｙ）松弛优
化方法获得了焦距的全局最优解．

２ 背景知识

２１ 相机成像模型

这里采用中心透视投影模型表示理想情况下相机

的成像，其数学表示如下

珘ｘＰ珟Ｘ （１）
式中表示左右两端相差一个不等于０的比例因子，珟Ｘ
＝（Ｘ，１）Ｔ表示欧式空间中３Ｄ点 Ｘ＝（Ｘ，Ｙ，Ｚ）Ｔ的齐
次坐标，珘ｘ＝（ｘ，ｙ，１）Ｔ表示 Ｘ在像平面上投影点的齐
次坐标，Ｐ称为投影矩阵，它可分解为如下形式

Ｐ＝Ｋ［Ｒ｜ｔ］ （２）
其中

Ｋ＝
ｆ ｋ ｘ０
０ ｓｆ ｙ０









０ ０ １

（３）

式中的 Ｒ是３×３旋转矩阵，ｔ是３×１平移向量，Ｒ和ｔ
称为相机的外部参数或运动参数．Ｋ是相机的内部参
数矩阵，其中 ｆ表示以像素为单位的等效焦距（以下简
称焦距）；ｓ表示纵横比；ｋ表示像平面上两坐标轴之间
的倾斜因子；ｘ０和 ｙ０表示光轴与像平面的交点坐标，
即主点位置．
２２ 三维重建与自定标

三维重建指的是依据投影成像关系式（１），从图像
间匹配的二维点、线中计算对应的三维目标点、线．根
据目标重建后的形状与其真实形状之间的相似程度，

可分为射影重建、仿射重建以及度量重建等．
对未定标图像而言，在成像关系式（１）中，只知道

等式左端的匹配点，对右端的 Ｐ和Ｘ一无所知，使得对
任意可逆射影变换矩阵 Ｔ，总有珘ｘＰＴ－１Ｔ珟Ｘ．这意味着
从未定标图像的匹配点得到的三维重建结果中存在射

影变换不确定性，称此时的三维重建为射影重建，我们

用右上标 Ｐ指示，珘ｘＰＰ珟ＸＰ．
对标定的图像来说，在成像关系式（１）中，不仅知

道等式左端的匹配点坐标，还要求右端投影矩阵 Ｐ中
蕴含的相机内部参数矩阵的取值与标定值一致．因为
对任意的相似变换矩阵 Ｈ，总有珘ｘＫ［Ｒ｜ｔ］Ｈ－１Ｈ珟Ｘ
Ｋ［Ｒ′｜ｔ′］Ｈ珟Ｘ．这意味着从标定图像的匹配点得到的三
维重建结果中存在相似变换不确定性，称此时的三维

重建为度量重建，用右上标 Ｍ指示，珘ｘＰＭ珟ＸＭ．度量重
建点与实际的目标点之间相差一个相似变换，在没有

参考信息的情况下，度量重建是最接近欧式空间中真

实目标形状的重建形式．
自定标就是寻找可逆射影变换矩阵 Ｔ，将射影重

建转换为度量重建

ＰＭ＝ＰＰＴ－１

珟ＸＭ＝Ｔ珟ＸＰ
（４）

从而减少重建结果中的不确定性，还原重建目标的形

状．
２３ 基于绝对对偶二次曲面的自定标

自定标中的一个重要几何概念是绝对二次曲线，

它是位于无穷远平面上的虚二次曲线，其对偶形式是

三维空间中退化的二次曲面，称为绝对二次曲面［１６］或

绝对对偶二次曲面［１８］．因为绝对对偶二次曲面较绝对
二次曲线有更紧凑的代数表达式，所以得到广泛的应

用．
射影重建中的绝对对偶二次曲面 Ｑ∞具有如下成

像方程式［１６］

ω（ＰＰ）Ｑ∞（ＰＰ）Ｔ （５）
其中ω＝ＫＫＴ，为 Ｑ∞的像，它仅与相机的内部参数 Ｋ
有关；而 Ｑ∞Ｔ－１ｄｉａｇ（１，１，１，０）Ｔ－Ｔ，右端的 Ｔ即是式
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（４）中的射影变换矩阵，右上标Ｔ表示矩阵转置．以上式
（５）是自定标的基础，当拥有关于 Ｋ的一些先验知识
后，可以求得 Ｑ∞，进而分解出 Ｔ．

射影重建中的 Ｑ∞具有如下性质［１６，１８］：（１）它是４×
４秩为３的对称半正定（或负定）矩阵．（２）射影重建中
的无穷远平面π∞位于 Ｑ∞的零空间 ＮＵＬＬ（Ｑ∞）＝｛Ｘ

∈Ｒ４：Ｑ∞Ｘ＝０｝中，π∞的齐次坐标可从 Ｑ∞中直接得到

π∞＝π
１
∞，π

２
∞，π

３
∞，π

４[ ]∞ Ｔ （６）
其中π

ｉ
∞ ＝（－１）ｉｄｅｔ（Ｑ∞（ｉ）），ｄｅｔ表示矩阵的行列式，

Ｑ∞（ｉ）表示 Ｑ∞去掉第４行和第 ｉ列后的３×３子阵．在
下文求解固定焦距时将用到上述性质．
２４ Ｃｈｅｉｒａｌｉｔｙ约束

本节介绍 Ｃｈｅｉｒａｌｉｔｙ约束，其目的是为了在相机内
部参数的标定过程中嵌入可成像条件，获得有意义的

计算结果．所谓的 Ｃｈｅｉｒａｌｉｔｙ约束指的是在度量重建中
３Ｄ点必须位于像平面的前方，这是可成像的基本物理
条件，对应的代数表达式是３Ｄ点的投影深度大于０．射
影重建与度量重建相差一个射影变换（见式（４）），因此
在射影重建中 Ｃｈｅｉｒａｌｉｔｙ约束仍然成立，但通过 Ｔ的传
递其代数表达式将发生改变．

在射影重建中，当选择一个参考投影矩阵后，通过

改变３Ｄ点齐次坐标｛珟ＸＰｊ｝的符号可得到准仿射重建点
集合 珟Ｘｑａ{ }ｊ ［１８］，即珟Ｘｑａｊ＝珟ＸＰｊ或－珟ＸＰｊ．准仿射重建点的几
何含义是无穷远平面π∞不穿过包围这些点的凸包．在
准仿射重建点的基础上，通过改变投影矩阵｛ＰＰｉ｝的符
号可得到针对相机中心｛珟Ｃｉ｝的准仿射重建［１９］，意味着
π∞不穿过包围相机中心点的凸包．上述珟Ｃｉ按下式从变
号后的投影矩阵 Ｐｑａｉ中计算得到

珟Ｃｉ＝［珟Ｃ１ｉ，珟Ｃ２ｉ，珟Ｃ３ｉ，珟Ｃ４ｉ］Ｔ （７）
式中珟Ｃｊｉ＝（－１）ｊｄｅｔ（Ｐｑａｉ（ｊ）），Ｐｑａｉ（ｊ）表示去掉 Ｐｑａｉ 的第 ｊ
列后的３×３子阵．显然从射影重建到准仿射重建无需
任何的先验知识，因此仿射重建中的特性（例如平行线

仍保持平行）无法得到恢复，但包围 ３Ｄ点和相机光心
的凸包将不会被无穷远平面割裂，所以称之为准仿射

重建．
射影重建中的Ｃｈｅｉｒａｌｉｔｙ约束表述为｛珟Ｘｑａｊ｝和｛珟Ｃｉ｝必

须位于π∞的同侧或分别位于π∞的两侧
［１８］．在实际应

用中，往往可能出现个别错误重建点，造成 Ｃｈｅｉｒａｌｉｔｙ约
束不能完全满足，因此只要求｛珟Ｃｉ｝位于π∞的同侧会使
定标算法更鲁棒［１９］，即

π
Ｔ
∞珟Ｃｉ＞０或πＴ∞珟Ｃｉ＜０， 对所有的 ｉ （８）

３ 基于ＬＭＩ松弛的多项式优化

多项式优化问题具有如下形式

ｍｉｎ ｆ（ｘ）
ｓ．ｔ． ｇｉ（ｘ）≥０，ｉ＝１，…，ｍ

（９）

其中 ｆ（ｘ）和 ｇｉ（ｘ）是关于优化变量 ｘ∈Ｒｎ的多项式．
求解上述优化问题是 ＮＰ难的，因此需要采用逼近算
法．Ｌａｓｓｅｒｒｅ［２０］提出了 ＬＭＩ松弛技术，他通过提升约束条
件和优化变量，把原优化问题松弛为半定规划（Ｓｅｍｉｄｅｆ
ｉｎｉｔｅＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ），进而计算全局最优解．

令 ｖδ（ｘ）表示多项式的基，它是由 ｘ中的元素ｘｉ相
乘得到的次数不高于δ的所有单项式和常量１构成的
集合，例如，若 ｘ＝［ｘ１，ｘ２］，当δ＝２，对应 ｖ２（ｘ）＝［１，
ｘ１，ｘ２，ｘ２１，ｘ１ｘ２，ｘ２２］Ｔ．对式（９）问题进行δ阶ＬＭＩ松弛按
如下３步完成：

步骤１ 线性化目标函数：使用提升变量 ｙｋ１ｋ２…ｋｎ替

换目标函数ｆ（ｘ）中的单项式 ｘｋ１１ｘｋ２２…ｘｋｎｎ得到线性目标
函数ｇＴｙ，这里 ｙ表示由提升变量ｙｋ１ｋ２…ｋｎ组成的向量，ｇ
表示提升变量的系数．

步骤２ 线性化约束项：首先，把 ｇｉ（ｘ）≥０约束提
升为ＬＭＩ约束 ｇｉ（ｘ）ｖδ－１（ｘ）ｖδ－１（ｘ）

Ｔ０；然后，与步
骤１步相同，用提升变量替换 ＬＭＩ约束中的单项式，得
到关于 ｙ的约束Ｍδ－１（ｇｉ（ｙ））０．

步骤３ 增加矩量矩阵约束：首先，增加平凡约束

ｖδ（ｘ）ｖδ（ｘ）
Ｔ０；然后，使用提升变量替换其中的单项

式，得到矩量矩阵约束 Ｍδ（ｙ）０．
经过上述δ阶 ＬＭＩ松弛，原优化式（９）问题变为半

定规划

ｍｉｎ ｇＴｙ
ｓ．ｔ． Ｍδ－１（ｇｉ（ｙ））０，ｉ＝１，…，ｍ

Ｍδ（ｙ）０

（１０）

可以使用内点法高效求解上述优化问题．Ｌａｓｓｅｒｒｅ［２０］证
明了当原优化式（９）问题中的可行域是紧的并且附加
一些其它不严格的约束条件，随着阶数δ的增加，松弛

后的半定规划问题的最优解渐进收敛到原优化问题的

最优解．对许多实际优化问题，δ取较小的值（２，３或４）
即可得到较高精度的全局最优解．

Ｋａｈｌ等［２１］把 ＬＭＩ松弛优化方法引入到计算机视觉
中进行有关几何重建问题的求解，本文将采用此方法

计算固定焦距值．虽然蚁群算法、模拟退火、禁忌搜索
以及粒子群优化等是具有通用性的启发式全局优化算

法，但在实际应用中有许多参数需要调整，并且如果没

有针对性地设计算法，其收敛时间往往较长［２２］．而基于
ＬＭＩ松弛技术的优化方法是直接面向多项式优化问题，
较其他的确定性优化算法更能从理论上保证解的全局

最优性．

４ 多视点中固定焦距的自标定问题及求解

４１ 以往关于多视点自定标问题的研究
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第２３节介绍了基于绝对对偶二次曲面的自定标
原理．对相机焦距固定的情况，Ｔｒｉｇｇｓ［１６］通过式（５）两端
元素间的交叉相乘消掉未知比例因子，得到关于ω和

Ｑ∞的双线性定标方程，他采用拟线性或序贯二次规划
方法求解ω和 Ｑ∞，共计 １６个未知量．Ｐｏｌｌｅｆｅｙｓ等［２３］

提出了焦距可变的相机自定标方法，他们通过归一化

的矩阵 Ｆ范数消掉式（５）两端的比例因子得到优化变
量为 Ｑ∞和ωｉ的非线性目标函数，在假定ωｉ中某些
元素具有先验值的情况下，该目标函数存在有意义的

最优解．更进一步，文献［２３］观察到式（５）中ω的约束
可传递给 Ｑ∞，特别地如果ω中的某个元素为０，则自
然消掉了比例因子，从而可得到关于 Ｑ∞的线性定标方
程．此后，围绕线性方式求解 Ｑ∞，在计算稳定性、鲁棒
性等方面展开了更广泛的研究．虽然线性方法计算简
单，但有一个天生的不足之处：需要对得到的 Ｑ∞进行
秩３逼近以满足其性质要求．Ｃｈａｎｄｒａｋｅｒ等［１７］对文献
［２３］中的目标函数增加了 Ｑ∞秩为３的约束条件，构造
了关于 Ｑ∞的带多项式约束的线性最小二乘问题，他们
使用第３节中优化方法计算全局最优解．
４２ 本文问题的描述及求解

本文以绝对对偶二次曲面为桥梁计算多视点中固

定焦距值，这里假定除焦距外其余内部参数均已知，由

于求解未知量个数的减少，合理简化了文献［１６］中的目
标函数，使得将绝对对偶二次曲面的性质作为约束条

件加入优化问题中后仍能全局寻优．我们利用基于 ＬＭＩ
松弛的优化方法获得焦距的全局最优值，虽然与文献

［１７］采用相同的优化方法，但区别在于我们的目的是求
解焦距，Ｑ∞只是计算的副产品，因此目标函数不尽相
同．

假定已经完成射影重建，得到投影矩阵 ＰＰｉ和 ３Ｄ
重建点 ＸＰｊ，这里 ｉ＝１，…，ｍ，ｊ＝１，…，ｎ．因为只标定相
机内参数中的焦距，其余量均已知：ｋ＝０，ｓ＝１，ｘ０和 ｙ０
为常数，所以可使用上述参数值对投影矩阵进行规整

１
ｆ０

１ ０ －ｘ０
０ １ －ｙ０
０ ０ ｆ









０

ＰＰｉ→ＰＰｉ

这里 ｆ０是猜测的焦距值，用来对未知的焦距量做尺度
变换，提高数值计算的稳定性．规整后 ＰＰｉ对应的相机
内部参数矩阵变为Ｋ＝ｄｉａｇ（ｆ，ｆ，１），绝对对偶二次曲面
的成像等式（５）有如下简单形式

ｄｉａｇ（ｆ２，ｆ２，１）（ＰＰｉ）Ｑ∞（ＰＰｉ）Ｔ （１１）
为了把２４节的 Ｃｈｅｉｒａｌｉｔｙ约束应用在焦距的自标

定中，我们根据 ３Ｄ射影重建点调整 ＰＰｉ的符号得到
Ｐｑａｉ［１９］，这里 Ｐｑａｉ＝ＰＰｉ或 －ＰＰｉ，显然变号后的投影矩阵

并不对式（１１）造成影响，但其对应的相机光心位置却可
借助无穷远平面构成对 Ｑ∞的约束．

令ωｉ＝（Ｐｑａｉ）Ｑ∞（Ｐｑａｉ）Ｔ，γ＝ｆ２，则式（１１）可写成

γ ０ ０
０ γ ０







０ ０ １
ωｉ （１２）

用ω
ｊｋ

ｉ 表示矩阵ωｉ中位于 ｊ行和 ｋ列的元素，显然
欲使上式成立，则要求ω

１１
ｉ －γω３３ｉ ＝ω２２ｉ －γω３３ｉ ＝

０，ω１２ｉ ＝ω１３ｉ ＝ω２３ｉ ＝０，那么自定标对应如下优化问
题

Ｐ１：

ｍｉｎ
γ，Ｑ


∞

∑
ｍ

ｉ＝１
（ω

１２
ｉ ）

２＋（ω１３ｉ ）２＋（ω２３ｉ ）２

＋（ω１１ｉ －γω３３ｉ ）２＋（ω２２ｉ －γω３３ｉ ）２

ｓ．ｔ．γ ＞０

‖Ｑ∞‖２Ｆ ＝１，ｄｅｔ（Ｑ∞）＝０， Ｑ∞０

π
Ｔ
∞珟Ｃｉ＞０ ｏｒπＴ∞珟Ｃｉ＜０ ｆｏｒａｌｌｉ

式中‖·‖Ｆ表示矩阵的 Ｆ范数，π∞和珟Ｃｉ分别由式（６）
和式（７）计算得到．由于 Ｑ∞是对称矩阵，这里用 １０个
变量对其过参数化，关于半正定、秩３等其它需要满足
的性质则放在约束条件项中．显然 Ｐ１是多项式优化问
题，我们使用第３节的基于ＬＭＩ松弛的优化方法计算其
全局最优值．

如果设定射影重建中的某个投影矩阵为典范形式

［Ｉ｜０］，其中 Ｉ为单位矩阵，此时绝对对偶二次曲面可
参数化为

Ｑ∞＝

γ ０ ０ ｑ１
０ γ ０ ｑ２
０ ０ ｓ ｑ３
ｑ１ ｑ２ ｑ３ ｑ











４

其中γ＝ｆ２与式（１２）左端相同．这里 Ｑ∞的参数化形式
与文献［２３］中不同，我们没有通过设定 ｓ＝１来固定
Ｑ∞的尺度，而是通过设定其 Ｆ范数为常数来消掉尺度
自由度，实验证明此参数化形式在数值计算中表现得

更鲁棒．不失一般性令 Ｐｑａ１＝［Ｉ｜０］，自定标对应如下优
化问题

Ｐ２：

ｍｉｎ
Ｑ∞
∑
ｍ

ｉ＝２
（ω

１２
ｉ ）

２＋（ω１３ｉ ）２＋（ω２３ｉ ）２

＋（ω１１ｉ －γω３３ｉ ）２＋（ω２２ｉ －γω３３ｉ ）２

ｓ．ｔ． ‖Ｑ∞‖２Ｆ ＝１，ｄｅｔ（Ｑ∞）＝０，Ｑ∞０

π
Ｔ
∞珟Ｃｉ＞０ ｏｒπＴ∞珟Ｃｉ＜０ ｆｏｒａｌｌｉ

与 Ｐ１中有１１个优化变量相比，Ｐ２中优化变量减为 ６
个，使得在进行 ＬＭＩ松弛时提升变量的个数大大减少，
从而降低了计算复杂度．我们的实验同时表明 Ｐ２对优
化变量γ大小的敏感性远低于Ｐ１，即当γ≈１时二者都
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能得到全局最优值，如果γ与１差别较大，使用第３节
的优化方法往往无法对 Ｐ１正确求解．因此，为了正确
求解Ｐ１，要求猜测的焦距值与实际值比较接近．但 Ｐ１
中的 Ｑ∞采用的是无偏的参数化形式，对每个投影矩阵
同等对待，保证了焦距计算的无偏性．

在实际应用时，我们建议先求解优化问题 Ｐ２，然后
用得到的焦距值对投影矩阵重新规整，最后求解 Ｐ１得
到固定焦距值．在对以上两个优化问题进行 ＬＭＩ松弛
时，实验表明取松弛阶数δ＝２即可得全局最优解．

以上给出了多视点中固定焦距的自标定方法，具

体计算过程总结如下．

输入：投影矩阵 ＰＰｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ，３Ｄ重建点 ＸＰｊ，ｊ＝１，
…，ｎ，以及规整参数 ｆ０（相机内部参数矩阵 Ｋ中其它元
素取值为 ｋ＝０，ｓ＝１，ｘ０和 ｙ０一般取图像的中心位
置），执行下列步骤：

步骤１ 规整 ＰＰｉ（如果求解问题Ｐ２，还需把规整后
的 ＰＰ１变换成典范形式）

步骤２ 调整 ＰＰｉ的符号后，计算其对应的相机光
心位置珟Ｃｉ

步骤３ 求解优化问题Ｐ１（或Ｐ２）
步骤４ 对得到的最优焦距值 ｆ进行尺度反变换

ｆ０ｆ

输出：固定焦距值

５ 实验

为了检验本文提出的固定焦距值计算方法的实用

性，我们分别在合成数据和真实图像上进行了实验．在
标定焦距前需要对多视点图像中的匹配点进行射影重

建，这可有多种方式来完成［１８，２４］，下面的实验中采用的

是与文献［２５］类似的序贯方式．
５１ 合成数据

在合成数据实验中，测试在不同噪声水平影响下

标定的焦距值与真实值之间的偏差以及计算时间．实
验数据采用如下方式生成：３Ｄ点均匀分布在以原点为
中心，边长为２的立方体内；相机中心与原点之间的距
离取均值为２标准差为０１的随机数，主轴指向原点附
近；相机的内部参数矩阵为 Ｋ＝ｄｉａｇ（１，１，１）．按照上述
配置得到的像点散布在［－０５，０５］×［－０５，０５］区
域内，对它们的位置施加均值为０标准差为σ的高斯
噪声扰动，由于像点坐标的绝对值比较小，这里的σ从

０２％增加至３％．对每个σ的取值分别进行８０次实验，
每次实验随机产生９０个３Ｄ点和５幅图像，图１是相机
和３Ｄ点的配置示意图．

在每次实验中，首先进行射影重建，这里假定不存

在遮挡，９０个３Ｄ点在 ５幅图像中均可成像，重建后得
到投影矩阵 ＰＰｉ，ｉ＝１，…，５和３Ｄ点 ＸＰｊ，ｊ＝１，…，９０；然
后把其中的一个投影矩阵变换成典范形式，为保持投

影位置不变，同时对３Ｄ点进行逆变换，并从变换后的
投影矩阵和３Ｄ点中得到准仿射重建；最后求解问题 Ｐ２
获得标定的焦距值 ｆ，其中基于 ＬＭＩ松弛的全局优化方
法的实现部分来自ＧｌｏｐｔｉＰｏｌｙ工具箱［２６］．

我们从准确性和计算效率两方面将本文方法（ＬＭＩ
Ｐ２）与文献［１５］中的方法（ＩＡ）进行了比较，其中准确性
以自标定值与真实值之间偏差Δｆ＝｜ｆ－１｜的大小来衡
量，表１是在不同σ值下对８０次实验的统计结果．可以
看出，当σ取较小值（施加较小的噪声扰动）时，ＩＡ的平
均偏差要略低于ＬＭＩＰ２，但二者差别不明显．当σ的值
超过１％后，ＩＡ的平均偏差随σ上升较快，ＬＭＩＰ２则上
升缓慢，说明 ＬＭＩＰ２具有较高的鲁棒性．在计算时间
上，随着σ的变大二者均有增加，但ＩＡ增加的幅度远大
于ＬＭＩＰ２，特别是当σ＝３％时，二者相差达两个数量
级．上述比较实验在相同 ＰＣ机上完成（ＩｎｔｅｌＰｅｎｔｉｕｍＤ
ＣＰＵ＠３．２０ＧＨｚ，２ＧＢＲＡＭ），ＩＡ的实现代码由原文作者
提供．

表１ 本文焦距计算方法（ＬＭＩＰ２）与基于区间分析的
焦距计算方法（ＩＡ）的比较

算法
高斯噪声的标准差σ（％）

０．２ ０．５ １ １．５ ２ ２．５ ３
平均

偏差

ＬＭＩＰ２０．００５２０．０１２８０．０２６２０．０３４７０．０４３１ ０．０６９７０．０７２０
ＩＡ ０．００２２０．００９７０．０４４００．２１２４０．２６２５ ０．３５９５０．４７９６

平均耗

时（ｓ）
ＬＭＩＰ２ １．１４２８１．１４２３１．１７２０１．１２７４ １．１６０７ １．１６５２ １．１５８９
ＩＡ １８．６５０２７１．１９３２７３．０９９４９８．７６０７１０８．８２３９１８２．３１２９２１１．６４７４

５２ 真实图像
我们在常用的 Ｖａｌｂｏｎｎｅ教堂图像集［２８，２９］上对本文

计算固定焦距的方法进行了测试．该图像集共有１５幅图
像，这里使用了其中的５幅，图像尺寸为５１２×７６８，图２
给出了所用的３幅．我们用ＳＩＦＴ［２７］向量描述提取的特征
点，并根据描述量之间的欧式距离进行点匹配．在鲁棒
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估计匹配点之间的几何关系［１８］并剔除异常匹配点后，进

行射影重建．投影矩阵的规整参数设为 ｆ０＝１０００，主点位
置定在图像中心 ｘ０＝２５６，ｙ０＝３８４处．通过求解问题 Ｐ１
得到规整后焦距的全局最优值０６７９，用 ｆ０进行尺度反
变换后得到标定的固定焦距值６７９，表２给出了本文以
及其它文献的标定结果．

在表 ２所列的结果中，前两行的标定值是基于
Ｋｒｕｐｐａ方程的方法得到，标定的参数为５个，后两行采用
的是基于绝对对偶二次曲面方法得到的标定值，标定的

参数为１个焦距量．分析表２，我们有如下观察：在自定
标时，如果假定主点是未知的，则不同自定标方法标定

的主点位置差别较大，说明了主点的敏感性；除焦距外，

当允许其它４个量设为先验值时，对焦距的标定结果与
同时标定５个量时的结果差别不大，表明对固定内部参
数的相机只估计焦距是可行的．

表２ 不同方法对Ｖａｌｂｏｎｎｅ教堂图像的焦距标定结果

ｆ ｓ ｘ０ ｙ０ ｋ

Ｈａｂｅｄｅｔａｌ．［２８］ ６６７ １．０３９ ２４１ ３８９ ———

雷成等［２９］（ＧＡ） ６６４ １．００３ ２５５ ３４７ －０．８５

Ｂｏｃｑｕｉｌｌｏｎｅｔａｌ．［１５］ ６８７ １ ２５６ ３８４ ０
本文方法（ＬＭＩＰ１） ６７９ １ ２５６ ３８４ ０

由于原始图像集中并未给出相机拍摄时的内部参

数真实值，我们难以计算标定值与真实值之间的偏差，

下面通过三维重建的方式，间接说明使用本文方法标定

的相机内部参数是可靠的．我们根据所标定的相机内部
参数值对图像中的Ｖａｌｂｏｎｎｅ教堂进行三维度量重建，图
３给出了重建结果．其中图３（ａ）和（ｂ）是从稀疏匹配点
中重建的３Ｄ点，从俯视图３（ｂ）中可看出，墙壁表面的
３Ｄ点在空间的分布有显著的垂直特征，这与实际相符．
为了定量评估重建的结构特征，我们手工提取了图像中

一些线段并对其重建，图３（ｃ）是重建的线结构，计算了
具有明显平行或垂直关系的３Ｄ线段之间的夹角，其中
平行线段之间的夹角在０２３４°至１５６７°之间，垂直线段
之间的夹角在８８９０４°到９１１８３°之间．以上结果说明重建
的３Ｄ结构与目标的实际结构差别较小，考虑到特征手
工提取时的误差也会对重建造成影响，那么在此情况

下，标定的相机参数仍然可满足实际要求．图３（ｄ）是我
们重建的带纹理信息的３Ｄ点云模型．

６ 结论

本文研究了多视点图像中固定焦距的自标定问题，通

过对绝对对偶二次曲面进行两种形式的参数化，给出了各

自对应的计算固定焦距的约束优化问题并分析了二者的

优缺点，使用基于ＬＭＩ松弛的多项式优化方法获得了全局
最优解．我们在合成数据和真实图像上分别进行了对比实
验，结果表明本文方法具有计算时间少和鲁棒性好，焦距

值准确度高的优点，可满足实际应用的要求．
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