
基于 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的弱正弦信号检测方法研究
刘海波，吴德伟，戴传金，毛 虎
（空军工程大学信息与导航学院，陕西西安 ７１００７７）

摘 要： 数值仿真发现，通过设置Ｄｕｆｆｉｎｇ振子初值和参考信号初相使其满足一定关系，Ｄｕｆｆｉｎｇ振子从大周期态
向混沌态的转变（正向相变），比较其从混沌态向大周期态的转变（逆向相变），对周期策动力的幅值体现出了更稳健的

敏感性．据此，提出了一种利用Ｄｕｆｆｉｎｇ振子逆向相变实现弱正弦信号检测的方法，分析了其可行性，并通过仿真与传
统的检测方法进行了对比．数据表明，相同条件下，所提检测方法具有更高的检测精度．此外，根据相空间分布特点，提
出了一种相轨迹运动状态的判别方法．该判别方法计算量小，并具有较好的实时性，通过仿真验证了该方法的正确性．
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１ 引言

近年来，混沌检测的应用探索研究已经逐步深入到

医学、生态学、保密通信、地震学、电子对抗、信号检测等

许多领域［１，２］．Ｄｕｆｆｉｎｇ振子是一种典型的混沌振子，对周
期信号极其敏感，而对噪声具有一定的免疫力，因此被

广泛研究用于微弱信号检测［３］．Ｄｕｆｆｉｎｇ振子弱信号检测
是一项崭新的技术，主要存在以下两个问题［４］：第一，受

过渡带的影响，当系统处于临界状态时，如果检测时间

不够长，很容易出现误判．而检测时间过长，则无法满足
检测的实时性要求．第二，如何判决系统输出的相轨迹
运动状态是实现弱信号检测的关键．

传统Ｄｕｆｆｉｎｇ振子弱信号检测方法是利用其相轨迹
从混沌态向大周期态的相变（以下简称正向相变）实现

检测［５，６］，笔者尚无发现研究利用 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子从大周期

态向混沌态相变（以下简称逆向相变）实现弱信号检测

的文献．仿真发现，通过设置 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子初值和强参考
信号初相，使其满足一定关系，Ｄｕｆｆｉｎｇ振子逆向相变比
较其正向相变，对弱正弦信号表现出了更为稳健的敏感

性，进而提出了一种基于 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子逆向相变的弱正
弦信号检测方法．在测试所提方法时，根据 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子
临界状态相轨迹分布的特点，提出了一种相轨迹运动状

态判别方法，该方法计算量小，实时性好，适合于工程实

现．

２ Ｄｕｆｆｉｎｇ振子弱信号检测原理

改进的Ｈｏｌｍｅｓ型Ｄｕｆｆｉｎｇ状态方程为［４］：
ｘ′＝ω１·ｙ

ｙ′＝ω１（ｘ３－ｘ５－ｋｙ＋γｃｏｓ（ω１ｔ＋φ１）＋εｒ（ｔ
{ ））

（１）
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式中，ｋ为阻尼比，ｘ３－ｘ５为非线性恢复力，γｃｏｓ（ω１ｔ＋

φ１）＋εｒ（ｔ）为系统策动力，γｃｏｓ（ω１ｔ＋φ１）为参考信号，
ｒ（ｔ）为待检测信号，ε为系统对待测信号的加权因子，
该因子可将待测信号控制在一定功率水平．

Ｄｕｆｆｉｎｇ振子有如下特点：固定 ｋ值，γ从０逐渐增
加到临界值γ１时，相轨迹由周期内轨运动转变为混沌

运动，并在较大范围内保持混沌状态．当γ继续增加到
大于临界值γ２时，相轨迹转变为大周期运动．现有的
Ｄｕｆｆｉｎｇ振子检测方法是将参考信号幅度设为γ２，然后
加入待测信号，通过判断有无相变实现噪声中弱正弦

信号的检测［７］．
问题是，虽然 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子相轨迹状态对噪声具有

免疫力，但这是从统计意义上得到的结论［８］．而检测时
间有限，因此只能以某段时间内系统的相变情况来确

定γ２．在临界状态时，在混沌吸引子和噪声的共同作用
下，相变时间出现了较大的随机性，给系统状态判断带

来困难．

３ Ｄｕｆｆｉｎｇ振子临界特性仿真分析

由于Ｄｕｆｆｉｎｇ方程为非线性方程，它不存在精确的
解析解，故只能依靠计算机仿真来求出它的数值解［９］．
仿真中采用定步长四阶龙格库塔方法对 Ｄｕｆｆｉｎｇ方程
进行计算．
３１ Ｄｕｆｆｉｎｇ振子相轨迹特点

仿真条件１：设定 ｋ＝０５，ω１＝２π１０３ｒａｄ／ｓ，积分
步长 ｈ＝０９ｅ６ｓ，并将 ｒ（ｔ）设为高斯白噪声作为微扰．
调整参考信号幅度γ在临界值附近，得到系统相轨迹

点分布如图１所示．通过对仿真数据分析得到相轨迹分
布具有如下几个特点：

（１）大周期状态下，相轨迹以原点为中心对称，且

旋转周期与参考信号周期相同．
（２）混沌状态下，相轨迹点的分布被约束在一定范

围，且在此范围内具有遍历性．
（３）大周期运动相轨迹点分布在宽度很窄的闭合

环状分布域内，在＝０和＝π附近与混沌相态分布
域相连．ｋ值固定时，该环状域稳定，不随参考信号频率
变化．

（４）在相轨迹图左右两侧，两种相态分布域之间有
一段狭长的相点曲线分布密度极小的“隔离带”．相轨
迹发生状态转换时，相点曲线只在隔离带逗留少数参

考信号周期便会偏向一侧．因此在“隔离带”最宽的部
分，也即相轨迹线分布最稀疏部分判断相变应是最佳

选择．
３２ 参考信号相位和系统初值对相轨迹的影响

仿真发现，大周期运动相轨迹周期与系统策动力

周期相同，且沿顺时针方向，相轨迹相位＝０对应策
动力的相位φ＝０．文献［１０］已经证明，系统策动力的初
相对相变阈值没有影响，但如果在设定系统初值时，使

其满足与策动力初相位的对应关系，则会减小相轨迹

回到大周期态的时间．
为证明上述结论，按照仿真条件１进行仿真．为方

便观察，将系统初值设置在大周期轨道＝０处，为（０，
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０９），γ＝０７２１３２７，仿真时长 Ｔ＝４５ｓ．设置φ１＝０，

π／５０，π／４０，系统输出如图２（ａ）（ｂ）（ｃ）所示．可见，当系
统初值和参考信号初相满足对应关系时，相轨迹能够

在较少的周期内稳定到大周期状态，随着两者差距的

加大，转变所需时间增多．当对应关系差别到一定程度
时，如图（ｃ）所示，系统在较长一段时间内无法回到大
周期态．因此，通过设定参考信号初相，使其主导策动
力初始相位与系统相轨迹初始相位尽量保持一致，有

利于尽快稳定系统的相态．
下面仿真分析系统初值对相轨迹的影响．设定参

考信号相位φ１＝０，其它条件不变．设系统初值为（０，
ｙｉ），ｙｉ分别取０８，０８５，１０，系统输出如图２（ｄ）（ｅ）（ｆ）
所示．可以看出，随着系统初值不断靠近大周期轨道，
相点曲线稳定到大周期状态所需的周期减少．而若系
统初值偏离大周期轨道至一定距离，如图（ｄ）所示，系
统较长时间内无法回到大周期态．因此，利用系统逆向
相变检测弱信号，系统初值的选取除考虑与参考信号

初相对应外，还应尽量使其靠近大周期轨道．

４ 一种基于 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子逆向相变的弱正弦
信号检测方法

４１ 可行性分析

当待检测信号中含有正弦小信号时，设待检测信

号为：

ｒ（ｔ）＝Ａｃｏｓ（ω０ｔ＋φ０）＋ｎ（ｔ） （２）
其中，Ａ为小正弦信号幅值，ｎ（ｔ）为零均值噪声．当

参考信号的频率和相位与待测信号接近时，设ω０＝ω１＋
Δω，φ０＝φ１＋Δφ，得到Ｄｕｆｆｉｎｇ检测系统的总策动力为：

Ｆ（Δω，Δφ，ｔ）＝ρ（ｔ）ｃｏｓ（ω１ｔ＋φ１＋θ（ｔ）） （３）
总策动力的幅值：

ρ（ｔ）＝ γ
２＋ε２Ａ２＋２γεＡｃｏｓ（Δωｔ＋Δφ槡 ） （４）

总策动力的相位值：

φ＝φ１＋θ（ｔ）＝φ１＋ａｒｃｔａｎ
εＡｓｉｎ（Δωｔ＋Δφ）
γ＋εＡｃｏｓ（Δωｔ＋Δφ）

（５）

由于γ２＞＞εＡ，θ（ｔ）变化范围很小，对总策动力相
位的影响可以忽略．以上结论在文献［７］中已有详述．
但还可以延伸得到以下结论：

（１）系统总策动力的相位由参考信号的相位主导，
两者相位误差不超过｜θ（ｔ）｜ｍａｘ，可以通过设定参考信
号相位将总策动力的相位约束在一定范围，以此减小

过渡带的影响．
（２）由式（４），将系统首先设在大周期态临界，当待

测信号中含有弱正弦信号且相位与参考信号不同而使

总策动力幅值降低，系统就会从大周期态转到混沌态，

即利用系统逆向相变也可以检测弱正弦信号的存在．

４２ 基本步骤

用曲线拟合的方法，得到大周期环上的点 Ｐ＝（ｘＰ，
ｙＰ）＝（１１８，１１２）附近为隔离带最宽的部分．用直线 ｙ
＝ｋｐｘ，ｋｐ＝ｙｐ／ｘｐ上的两个点 Ｐ１（ｘ１，ｙ１）和点 Ｐ２（ｘ２，
ｙ２）（ｘ１＜ｘ２）描述隔离带所在位置．在检测精度要求下，
预先利用两端夹逼的方法，得到点 Ｐ１和 Ｐ２的坐标，使
两点之间的相轨迹线最为稀疏．

设定 ｋ＝０５，φ１＝０，系统初值（０，１０４），一次检测
时长为 Ｔ．基于 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子逆向相变的弱正弦信号检
测步骤如下：

（１）调整ε，使输入信号（纯噪声）稳定在一定功率
上．

（２）取点 Ｐ１和点 Ｐ２的中点 Ｐ３（ｘ３，ｙ３）作为两种运
动状态分布域的分界点．对系统输出（ｘｉ，ｙｉ），利用以下
判据判断系统相态：

（ａ）若｜｜ｘｉ｜－ｘ３｜＜２ω１ｈｙ３，ｘｉｙｉ＞０且｜ｘｉ｜－ｘ３＞
０，｜ｙｉ｜－ｙ３＞０，则系统为大周期状态；

（ｂ）若｜｜ｘｉ｜－ｘ３｜＜２ω１ｈｙ３，ｘｉｙｉ＞０且｜ｘｉ｜－ｘ３＜
０，｜ｙｉ｜－ｙ３＜０，则系统为混沌状态；

（ｃ）不满足以上条件，输出延用上一次判断的结
果．

这样，每经过半个参考信号周期系统将进行一次

判断．系统在大周期或临界状态下，每次判断时满足条
件１或条件２的点数将至少为１，至多为２．一旦系统发
生相变，半个参考信号周期内就能够检测到．

（３）根据（２）调整参考信号幅度，得到检测时长为 Ｔ
时的系统逆向转变阈值γ

′
２；

（４）加入待测信号，使其输入功率与纯噪声相同．
若系统发生相变，则说明待测信号中含有弱正弦信号．
４３ 检测方法性能仿真

仿真条件２：设定 ｋ＝０５，ω１＝２π１０３ｒａｄ／ｓ，φ１＝
０，系统初值（０，１０４），积分步长 ｈ＝０９ｅ６ｓ，ｒ（ｔ）为
０ｄＢＷ的高斯白噪声．调整ε＝３ｅ４，使输入噪声功率稳
定在－７０ｄＢＷ左右．

实验１：首先验证４２中系统相态判断方法的有效
性．

用两端夹逼的方法得到 Ｐ３（１１１４，１０５９）．设定参
考信号幅值γ＝０７２５（１＋００１５ｃｏｓ２πｔ），得到系统输出
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的相轨迹时域波形如图３所示．其中的方波为利用４２
（２）中的方法对系统相态（“０”表示混沌状态，“１”表示大
周期状态）判断的结果．

图３中可以看出，系统处于间歇混沌运动状态，所
提状态判断方法能够正确地指示系统相点曲线所处的

运动状态，实时性较好．
实验２：检验文中所提的逆向相变检测方法的检测

精度．
为了体现所提方法的优越性，将传统的正向相变

检测方法与其进行对比实验，并通过观测引起相变时

参考信号最小分辨率来反应检测方法的检测能力．
将正向转变系统初值设为（０，０）［８］，其它参数与逆

向检测系统相同．调整参考信号幅值，得到参考信号频
率 ｆ１＝１ｋＨｚ、１２ｋＨｚ时，十次的系统相变情况统计，如
表１至表４所示．其中“０ｘ”、“１ｘ”分别表示系统处于
混沌状态和大周期运动状态，“０／１ｘ”、“１／０ｘ”分别表
示系统发生了正向、逆向相变，而 ｘ为统计的相应状态
发生次数．

从表１至表４的数据可以看出，参考频率 ｆ１＝１ｋＨｚ
时，正相相变检测系统的参考信号幅度分辨率在 ３ｅ５
～３５ｅ５之间，而逆向检测系统的参考信号幅度分辨
率在７５ｅ７～８ｅ７之间；ｆ１＝１２ｋＨｚ时，正相相变检测
的参考信号幅度分辨率在 ４５ｅ５～５ｅ５之间，而逆向
检测系统的参考信号幅度分辨率在７ｅ７～８ｅ７之间．

表１ ｆ１＝１０００Ｈｚ时，正向相变检测系统输出

参考信号幅值 系统状态 参考信号幅值 系统状态

０．７３３２３０ ０／１１０ ０．７３３１９０ ０／１４，０６
０．７３３２２０ ０／１１０ ０．７３３１８５ ０／１１，０９
０．７３３２１０ ０／１１０ ０．７３３１８０ ０／１１，０９
０．７３３２０５ ０／１９，０１ ０．７３３１７５ ０１０
０．７３３２００ ０／１６，０４ ０．７３３１７０ ０１０
０．７３３１９５ ０／１６，０４ ０．７３３１６０ ０１０

表２ ｆ１＝１０００Ｈｚ时，逆向相变检测系统输出

参考信号幅值 系统状态 参考信号幅值 系统状态

０．７１４５１８６０ １１０ ０．７１４５１７９０ １５，１／０５
０．７１４５１８５０ １１０ ０．７１４５１７７０ １３，１／０７
０．７１４５１８４０ １１０ ０．７１４５１７６５ １２，１／０８
０．７１４５１８３５ １９，１／０１ ０．７１４５１７６０ １／０１０
０．７１４５１８３０ １８，１／０２ ０．７１４５１７５５ １／０１０
０．７１４５１８２０ １５，１／０５ ０．７１４５１７５０ １／０１０

表３ ｆ１＝１２００Ｈｚ时，正向相变检测系统输出

参考信号幅值 系统状态 参考信号幅值 系统状态

０．７３３２４０ ０／１１０ ０．７３３１９０ ０／１３，０７
０．７３３２３０ ０／１１０ ０．７３３１８０ ０／１１，０９
０．７３３２２０ ０／１１０ ０．７３３１７５ ０／１４，０６
０．７３３２１５ ０／１８，０２ ０．７３３１７０ ０１０
０．７３３２１０ ０／１９，０１ ０．７３３１６５ ０１０
０．７３３２００ ０／１６，０４ ０．７３３１６０ ０１０

表４ ｆ１＝１２００Ｈｚ时，逆向相变检测系统输出

参考信号幅值 系统状态 参考信号幅值 系统状态

０．７１４５１９００ １１０ ０．７１４５１８４０ １５，１／０５
０．７１４５１８９０ １１０ ０．７１４５１８３０ １２，１／０８
０．７１４５１８８０ １９，１／０１ ０．７１４５１８２０ １２，１／０８
０．７１４５１８７０ １５，１／０５ ０．７１４５１８１０ １／０１０
０．７１４５１８６０ １７，１／０３ ０．７１４５１８００ １／０１０
０．７１４５１８５０ １７，１／０３ ０．７１４５１７９０ １／０１０

由以上数据可以看出，在检测时间 Ｔ＝５ｓ情况下，
所提的逆向相变检测方法在两个频率上对参考信号幅

度变化都具有更好的分辨率，因此具有更好的检测能

力．通过大量的仿真数据得到，上述结论具有普遍性．

５ 结论

本文利用数值仿真方法对 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子检测技术进
行研究，所做工作如下：

（１）提出了一种Ｄｕｆｆｉｎｇ振子相态的判别方法，该方
法计算量小，并具有较好的实时性；

（２）用数值仿真的方法证明，Ｄｕｆｆｉｎｇ振子逆向变换
比正向变换具有更稳健的敏感性，在此基础上提出了

基于Ｄｕｆｆｉｎｇ振子逆向相变的弱正弦信号检测方法，分
析了其可行性，并用仿真数据验证了该方法的优越性．
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