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摘 要： 本文提出基于感知字典的迭代硬阈值（ＳＤＩＨＴ）算法，以此协同构造压缩感知中测量矩阵与重建算法．将
成对测量矩阵与感知字典分别用于压缩投影和构造重建算法，重建迭代至残差为零，从而精确恢复原始稀疏信号．本
文证明了ＳＤＩＨＴ算法精确恢复原始稀疏信号的充分条件．ＳＤＩＨＴ算法的优点是重建精度高和计算复杂度低．仿真实验
表明，当信号稀疏度或测量次数相同时，相比ＩＨＴ、ＯＭＰ和ＢＩＨＴ算法，ＳＤＩＨＴ算法重建０１稀疏信号和二维图像效果更
好、算法效率更高．
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１ 引言

压缩感知［１］（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）是基于信号稀
疏性的一套信号采样理论．运用线性变换将稀疏信号投
影到一个低维（相对 Ｎｙｑｕｉｓｔ比率）空间上，随机线性投
影包含信号的大部分信息，利用非线性解码方法（或重

建算法）可精确恢复原始信号．信号稀疏性是压缩感知
的前提条件，本文均假设原始信号是稀疏的．

测量矩阵在压缩投影过程中将稀疏信号投影成低

维测量信号．为保证投影前后能够保持信号的大部分能
量，测量矩阵需满足有限紧致特性（ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙ
Ｐｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ）［２］．已经证实，高斯随机矩阵［３，４］可在统计
意义下以较高概率满足ＲＩＰ，但此类随机矩阵的存储和
传输给系统带来了很大的难度．利用确定性测量矩阵取

代随机矩阵受到了很大关注，目前压缩感知中确定性测

量矩阵从构造方法可分为下述几类：基于有限域的确定

性测量矩阵，如多项式矩阵［５］；基于特定编码的确定性

测量矩阵，如离散Ｃｈｉｒｐ及二阶ＲｅｅｄＭｕｌｌｅｒ编码矩阵［６］；
训练优化算法构造的矩阵［７～９］．已证明，上述矩阵满足
ＲＩＰ或相关性条件［１０，１１］，故可用于压缩感知理论．

压缩感知稀疏信号重建算法主要分为两类［１２］：一

类是基于最小化 ｌ１范数的方法，包括基追踪算法（Ｂａｓｉｓ
Ｐｕｒｓｕｉｔ，ＢＰ）［１３］，线性规划算法（ＬｉｎｅａｒＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＬＰ）［４］

等，此类算法有最优的重建性能，但高计算复杂性限制

其在实际中应用．另一类算法是基于最小化 ｌ０范数的
贪婪算法，包括正交匹配追踪算法（ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇ
Ｐｕｒｓｕｉｔ，ＯＭＰ）［１４］，子空间追踪算法（ＳｕｂｓｐａｃｅＰｕｒｓｕｉｔ，
ＳＰ）［１５］，压缩采样匹配追踪算法（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳａｍｐｌｉｎｇ
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ＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＣｏＳａＭＰ）［１６］，迭代硬阈值算法（Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ＨａｒｄＴｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ，ＩＨＴ）［１７］及其衍生的基于回溯的迭代
硬阈值算法（ＢａｃｋｔｒａｃｋｉｎｇｂａｓｅｄＩｔｅｒａｔｉｖｅＨａｒｄＴｈｒｅｓｈｏｌｄ
ｉｎｇ，ＢＩＨＴ）［１８］等，此类算法目的是寻找原始稀疏信号的
支撑集，通过迭代更新当前估计来优化信号恢复情况，

此类算法与 ＢＰ算法一样可保证收敛性，但计算复杂度
明显降低．

测量矩阵和重建算法都会影响信号重建的效

果［１９，２０］．以往研究均分别优化上述两部分，实际上构造
有关联的测量矩阵与重建算法可充分发挥两者的性

能，提高稀疏信号重建精度．本文提出一种协同构造测
量矩阵与重建算法方法，一方面可实现测量矩阵确定

化，冲破随机矩阵给系统带来的束缚，便于硬件的实

现；另一方面设计出的新重建算法，利用两者内在联

系，在重建过程中可经较少次迭代精确恢复原始信号．
本文在感知字典理论基础上协同构造测量矩阵与

重建算法．根据测量矩阵构造对应的感知字典并设计
出新的 ＳＤＩＨＴ算法．通过理论分析得到上述算法精确
重建原始稀疏信号的充分条件．在 ＳＤＩＨＴ算法中，事先
构造并存储测量矩阵和感知字典可降低计算复杂度；

感知字典与测量矩阵的低交叉相关性可改善重建算法

性能．重建０１稀疏信号与二维灰度图像的仿真实验表
明，ＳＤＩＨＴ算法相比 ＩＨＴ、ＯＭＰ和 ＢＩＨＴ算法有更高重建
精度和更低计算复杂度．

２ 压缩感知基本理论

对信号 ｘ∈ＲＮ，若只有 Ｋ（ＫＮ）个非零系数，则
称此信号为 Ｋ稀疏信号．压缩投影获取测量信号 ｙ＝
Φｘ，其中Φ∈ＲＭ×Ｎ（ＭＮ）为测量矩阵，Ｍ称为测量
次数．根据测量信号 ｙ与测量矩阵Φ，利用重建算法可
得重建信号 ｘ^，其过程见图１．

由于信号 ｘ是稀疏的且信号
恢复为病态求逆过程，信号重建

可视为从所有可能解中找出非零

系数最少的解，即下述 ｌ０或 ｌ１范
数最小化问题的解

ｘ^＝ｍｉｎ‖ｘ‖０ ｓ．ｔ．ｙ＝Φｘ （１）

ｘ^＝ｍｉｎ‖ｘ‖１ ｓ．ｔ．ｙ＝Φｘ （２）

测量矩阵的有限紧致特性（ＲＩＰ）和相关性为上述信
号重建问题提供了理论保证．

定义１ 测量矩阵Φ满足参数（Ｋ，δＫ），δＫ∈（０，１）
的有限紧致特性，如果对所有 Ｋ稀疏信号ｘ，式（３）成
立：

（１－δＫ）‖ｘ‖２≤‖Φｘ‖２≤（１＋δＫ）‖ｘ‖２ （３）

定义２ 测量矩阵Φ的相关性参数与累积相关性

函数定义如下［１０］

μ ＝
ｄｅｆ
ｍａｘ
ｊ≠ｋ
〈ｊ，ｋ〉 （４）

μ１（ｍ）＝ ｍａｘ
Λ ＝ｍ

ｍａｘ
１≤ｉ，ｊ≤Ｎ，ｉΛ，ｊ∈Λ∑Λ 〈ｉ，ｊ〉 （５）

其中ｉ为测量矩阵Φ 的第ｉ列，ｍ为正整数，Λ为｛１，
…，Ｎ｝中任意子集．

实值 Ｍ×Ｎ大小矩阵的相关性参数有下确界，即
Ｗｅｌｃｈ界

μｗ＝ （Ｎ－Ｍ）（Ｎ－１）－１Ｍ槡 －１ （６）

３ 基于感知字典的迭代硬阈值算法

３１ 感知字典理论

文献［２１］提出一种感知字典Ψ 构造算法，并定义
了如下累积交叉相关性函数．

定义３ 感知字典Ψ与测量矩阵Φ的累积交叉相

关性函数定义为

μ

１（ｍ）＝ｍａｘ

｜Λ｜＝ｍ
ｍａｘ

１≤ｉ，ｊ≤Ｎ，ｉΛ，ｊ∈Λ∑Λ 〈ψｉ，ｊ〉 （７）

其中ψｉ、ｊ分别为感知字典Ψ 的第ｉ列和测量矩阵Φ
的第ｊ列．

文献［２１］证明低交叉相关性可提高贪婪算法重建
性能，即类Ｇｒａｍ矩阵 Ｇ＝ΨＴΦ 的对角线元素保持 １，
非对角线元素绝对值尽可能小，其中Ψ

Ｔ为Ψ 的转置

矩阵．文献［２２］提出一种感知字典和测量矩阵同时构造
算法，可构造交叉相关性更低的成对感知字典和测量

矩阵，该算法记为感知字典（ＳｅｎｓｉｎｇＤｉｃｔｉｏｎａｒｙ，ＳＤ）算
法，记ＳＤ算法构造的测量矩阵为测量矩阵（ＳＤ算法）．
３２ 基于感知字典的迭代硬阈值算法

迭代硬阈值（ＩＨＴ）算法以其简单和低复杂性受到
了很多的关注，其迭代过程如下：假设 ｘ０＝０，迭代

ｘｎ＋１＝ＨＫ（ｘｎ＋ΦＴ（ｙ－Φｘｎ）） （８）
其中 ＨＫ（α）是一个非线性算子，保留α中绝对值最大
的Ｋ个分量，其余分量均设为零，ｘｎ是第ｎ次迭代估
计．文献［１７］为 ＩＨＴ算法用于压缩感知重建提供了一系
列理论保证，但它的缺陷是收敛速度慢，局部收敛以及

对测量矩阵敏感．
文献［２１］指出若测量矩阵相关性太强，则可用与测

量矩阵交互相关性很低的感知字典来优化原子选取．
受此启发，本文将感知字典Ψ 引入 ＩＨＴ算法来提高重
建性能，称此算法为基于感知字典的迭代硬阈值（Ｓｅｎｓ
ｉｎｇＤｉｃｔｉｏｎａｒｙｂａｓｅｄＩｔｅｒａｔｉｖｅＨａｒｄＴｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ，ＳＤＩＨＴ）算
法．其迭代过程如下：假设 ｘ０＝０，迭代

ｘｎ＋１＝ＨＫ（ｘｎ＋ΨＴ（ｙ－Φｘｎ）） （９）
若选取Ψ＝Φ，则上述算法变为传统的 ＩＨＴ算法．

下面着重介绍如何基于感知字典来协同构造测量
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矩阵与重建算法．首先在类Ｇｒａｍ矩阵集合 Ｇ和理想矩
阵集合Ｈ间通过交互投影构造交叉相关性很低的测量
矩阵Φ与感知字典Ψ，然后将两者分别用于压缩投影

和构造重建算法（９），最后通过迭代重建信号．设计重
建算法所需的感知字典和测量矩阵是成对存在的，两

者之间的内在联系实现了协同构造测量矩阵与重建算

法．具体步骤见算法１．
分别定义类 Ｇｒａｍ矩阵集合 Ｇ和理想矩阵集合Ｈ

如下：

Ｇ＝ Ｇ＝ΨＴΦ；Φ，Ψ∈ＲＭ×{ }Ｎ （１０）
Ｈ＝｛Ｈ∈ＲＮ×Ｎ：Ｈ＝ＨＴ，Ｈ（ｉ，ｉ）＝１，
｜Ｈ（ｉ，ｊ）｜≤μｗ，１≤ｉ，ｊ≤Ｎ｝ （１１）

算法１ 基于感知字典的迭代硬阈值（ＳＤＩＨＴ）算法

输入：列单位化高斯随机矩阵Φ；理想矩阵集合 Ｈ；终止变量ε１．

初始化：Ｇｒａｍ矩阵 Ｇ＝ΦＴΦ
迭代：第 ｋ（ｋ≥１）次循环
（１）Ｈ＝ｍｉｎ

Ｈｗ
‖Ｈｗ－Ｇ‖Ｆ ｓ．ｔ．Ｈｗ∈Ｈ

（２）Ψ＝ｍｉｎ
Ψｗ
‖ΨＴｗΦ－Ｈ‖Ｆ ｓ．ｔ．Ψｗ∈ＲＭ×Ｎ，ΨＴｗΦ∈Ｇ

（３）Φ＝ｍｉｎ
Φｗ
‖ΨＴΦｗ－Ｈ‖Ｆ ｓ．ｔ．Φｗ∈ＲＭ×Ｎ，ΨＴΦｗ∈Ｇ

（４）Ｇ＝ΨＴΦ，ｒｋ＝‖Ｈ－Ｇ‖Ｆ

（５）若 ｋ≥２且 ｒｋ－ｒｋ－１≤ε１，退出迭代；否则转向（１），且令 ｋ＝ｋ＋１；

退出迭代输出：测量矩阵Φ和感知字典Ψ．
输入：测量信号 ｙ＝Φｘ；测量矩阵Φ；感知字典Ψ；
初始化：ｘ０＝０，ｎ＝０
迭代：第 ｎ次循环

１）ｘｎ＋１＝ＨＫ（ｘｎ＋ΨＴ（ｙ－Φｘｎ））

２）若‖ｙ－Φｘｎ＋１‖２＜ε２，退出迭代；否则转向１），且令 ｎ＝ｎ＋１；

退出迭代输出：重建信号 ｘ^＝ｘｎ＋１．

３３ 算法收敛性证明

ＳＤＩＨＴ算法精确恢复原始稀疏信号的充分条件可
由下述定理表述．

定理１（稀疏信号的精确恢复） 设原始信号 ｘ∈
ＲＮ是Ｋ稀疏的，测量信号为 ｙ＝Φｘ．若测量矩阵Φ 与
对应感知字典Ψ满足２‖ΨＴΦ－Ｉ‖２＜１，其中 Ｉ为单
位矩阵，则ＳＤＩＨＴ算法经有限次迭代可精确重建 ｘ．

证明 令αｎ＋１＝ｘｎ＋ΨＴ（ｙ－Φｘｎ）及残差 ｒｎ＝ｘ
－ｘｎ，则有

‖ｒｎ＋１‖２＝‖ｘｎ＋１－ｘ‖２
＝‖ｘｎ＋１＋αｎ＋１－αｎ＋１－ｘ‖２
≤‖ｘｎ＋１－αｎ＋１‖２＋‖αｎ＋１－ｘ‖２ （１２）

由 ＨＫ（·）定义及 ｘｎ＋１＝ＨＫ（αｎ＋１）可知，ｘｎ＋１是距
离αｎ＋１最近的 Ｋ稀疏信号，即 ｘｎ＋１－αｎ＋１的范数是最
小的，则对任意 Ｋ稀疏信号β，都有‖ｘｎ＋１－αｎ＋１‖２≤
‖β－αｎ＋１‖２，故式（１３）成立

［１７］

‖ｘｎ＋１－αｎ＋１‖２≤‖αｎ＋１－ｘ‖２ （１３）
因此

‖ｒｎ＋１‖２≤２‖αｎ＋１－ｘ‖２
＝２‖ｘｎ＋ΨＴΦ（ｘ－ｘｎ）－ｘ‖２
＝２‖（ΨＴΦ－Ｉ）（ｘ－ｘｎ）‖２
≤２‖ΨＴΦ－Ｉ‖２‖（ｘ－ｘｎ）‖２
＝２‖ΨＴΦ－Ｉ‖２‖ｒｎ‖２ （１４）

由２范数的相容性可得上述第二个不等式．由式
（１４）可知，若测量矩阵Φ和对应的感知字典Ψ满足

２‖ΨＴΦ－Ｉ‖２＜１ （１５）
则 ＳＤＩＨＴ算法收敛，即对任意 ｎ

‖ｒｎ＋１‖２＜‖ｒｎ‖２ （１６）
记‖ΨＴΦ－Ｉ‖２＝ρ

－１，其中ρ＞２，则有下式成立

‖ｒｎ‖２＜２ｎρ
－ｎ‖ｒ０‖２＝２ｎρ

－ｎ‖ｘ‖２ （１７）
给定重建误差ε，只需迭代次数 ｎ满足

（ρ／２）
ｎ≥‖ｘ‖２／ε （１８）

则可精确重建 ｘ，证毕．
式（１５）为ＳＤＩＨＴ算法收敛的充分条件，等价于

Ｇ＝ΨＴΦ≈Ｉ （１９）
ＳＤ算法可构造交互相关性很低的测量矩阵Φ 与

感知字典Ψ，即以最小化‖ΨＴΦ －Ｉ‖２为目的．本文
ＳＤＩＨＴ算法的主要特点为：（１）在每一次迭代估计中都
通过与测量矩阵相关性很低的感知字典来优化估计信

号的收敛情况，可实现较高的重建精度；（２）分别用于
压缩投影和设计重建算法的测量矩阵和感知字典可事

先构造存储，故可保持原始 ＩＨＴ算法的低计算复杂性．

４ 仿真实验

４１ 相关性

此实验比较高斯随机矩阵、测量矩阵（ＳＤ算法）的
相关性，Ｓｃｈｎａｓｓ［２１］和 ＳＤ算法的构造结果也参与比较．
取 Ｎ＝２５６，以１０为步长从９０到２２０改变测量次数 Ｍ，
得相关性参数对比图（如图２所示）．取 Ｍ＝１２８和 Ｎ＝
２５６，改变定义２和定义３中支撑集大小 ｍ，得累计（交
叉）相关性对比图（如图３所示）．由图２和图３可知，测
量矩阵（ＳＤ算法）的相关性低于高斯随机矩阵，即ＳＤ算
法具备优化测量矩阵的特点．下文记测量矩阵（ＳＤ算
法）为优化矩阵．相比上述矩阵，Ｓｃｈｎａｓｓ算法构造结果
的相关性降低了很多，ＳＤ算法构造的感知字典和测量
矩阵明显优于上述三种情况．因此 ＳＤ算法在相关性意
义下是最优的．
４２ 一维信号重建

本节通过重建一维０１稀疏信号来比较本文算法
的优劣，评价指标为信号重建概率．参与比较的重建算
法为 ＩＨＴ、ＯＭＰ、ＢＩＨＴ以及本文算法．
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令算法１中终止变量ε１＝１０－５．重建算法迭代终止
条件均为迭代次数 ｎ超过１００或者重建结果满足下式

‖ｙ－Φｘ^‖２＜ε２＝１０－５ （２０）
采用长度 Ｎ＝２５６的０１稀疏信号 ｘ，测量矩阵为

高斯矩阵和优化矩阵，分别从下述角度验证算法的性

能：（１）以３为步长从２到６０改变信号稀疏度 Ｋ，测量
矩阵大小为１２８×２５６；（２）以５为步长从７０到１８０改变
测量次数 Ｍ，信号稀疏度 Ｋ＝３０．首先进行压缩投影获
得测量信号 ｙ，然后进行信号重建，最后重复仿真实验
５００次．若重建结果满足下式

‖ｘ－ｘ^‖２
‖ｘ‖２

＜１０－４ （２１）

则重建实验成功，否则记为失败．统计不同稀疏度或不
同测量次数（Ｘ轴）成功重建的次数可得信号精确重建
概率（Ｙ轴），如图４和图５所示．

从图４和图５可知，优化矩阵的性能与高斯矩阵相
当，ＩＨＴ和 ＢＩＨＴ算法结合两种矩阵的重建结果相同．图
４中，在测量次数 Ｍ不变的情况下，随着稀疏度 Ｋ变
大，本文算法重建性能衰减最慢，优于其他算法．当稀
疏度 Ｋ接近３０时，本文算法仍能以１００％的概率精确
重建原始稀疏信号．图５中，在信号稀疏度 Ｋ不变的情
况下，随着测量次数 Ｍ的增加，本文算法劣于 ＢＩＨＴ算
法，优于 ＯＭＰ和 ＩＨＴ算法．由算法步骤可知，ＢＩＨＴ和

ＯＭＰ算法在每次迭代过程中均有伪逆运算，此过程能
够保证更快地逼近原始稀疏信号，但不可避免地增加

了重建过程的计算量．利用事先构造存储测量矩阵和
感知字典，本文算法可保持 ＩＨＴ算法的低计算复杂特
性．

当原始信号为高斯随机稀疏信号时，采用相同策

略统计重建概率，ＢＩＨＴ算法重建效果最好，ＯＭＰ算法和
本文算法的重建情况相当，ＩＨＴ算法最不稳定．此实验
体现了伪逆运算逼近原始信号的优越性．
４３ 二维图像重建

本节重建的原始二维图像是像素大小２５６×２５６的
Ｌｅｎａ灰度图像，测量矩阵为 ＳＤ算法输出的大小为 １９０
×２５６的测量矩阵Φ．用 Ｍａｔｌａｂ进行仿真实验，实验在
ＣＰＵ为 ＩｎｔｅｌＥ７５００（双核 ２９３ＧＨｚ），内存为４００ＧＢｄ的
联想机上运行．利用离散小波变换对原始图像进行稀
疏化处理，原始图像与稀疏图像如图６所示．压缩投影
获取测量信号，利用不同算法进行重建，结果如图７所
示．

用重建误差来度量重建结果，定义如下：
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ＥＲ＝
‖ＩＲ－Ｉ‖２
‖Ｉ‖２

（２２）

其中 Ｉ和ＩＲ分别为原始图像和重建图像．若 ＥＲ＞１００，
则定义重建实验失败．由于 ＩＨＴ在此实验中失败，故不
参与比较．表１比较了不同算法重建原始图像的误差与
时间．

从表１可知，在重建时间上ＯＭＰ算法是最快的，本
文算法次之，ＢＩＨＴ算法最慢．而在重建误差方面，本文
算法优于其他两种算法．这验证了本文提出的 ＳＤＩＨＴ
算法是一种高效的压缩感知重建算法．

表１ 重建误差与时间比较

重建算法 重建误差 重建时间（ｓ）

ＯＭＰ算法 ０．０１６３ ８．８０００

ＢＩＨＴ算法 ０．０１５８ ２５．１５０４

本文算法 ０．０１２１ １４．２４９９

下面探索测量次数 Ｍ对重建结果的影响．用峰值
信噪比（ＰＳＮＲ）衡量重建结果，定义如下

ＰＳＮＲ＝１０×ｌｏｇ１０
２５５×２５５

１
ｍ×ｎ∑

ｍ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１
Ｘ（ｉ，ｊ）－ＸＲ（ｉ，ｊ）








２

（２３）
其中 ｍ，ｎ分别为图像的行数和列数，Ｘ与ＸＲ分别为
原始图像与重建图像．以１０为步长从１４０到 ２２０改变
Ｍ，不同算法重建结果（即ＰＳＮＲ值）如图８所示．

从图８可知，ＯＭＰ与 ＢＩＨＴ算法相当，均明显劣于
本文算法．但当测量次数 Ｍ≤１３０时，本文算法重建原

始图像失败，原因可归纳如下：

（１）感知字典与测量矩阵的交叉相关性不够低．此
原因可从本文算法重建性能优劣得知．

（２）迭代过程中缺少伪逆运算这样的优化过程．此
原因可从ＢＩＨＴ和ＯＭＰ算法步骤得知．

（３）重建高斯随机或者幅值衰减信号本身有缺陷．
此原因可从重建高斯随机稀疏信号实验得知．

５ 结论

本文提出了一种基于感知字典的迭代硬阈值（ＳＤＩ
ＨＴ）算法，实现协同构造测量矩阵和重建算法，打破了
以往单独构造测量矩阵和重建算法的束缚．理论证明
了 ＳＤＩＨＴ算法精确恢复信号的充分条件．在测量次数
或信号稀疏度相同的前提下，恢复一维０－１信号和二
维图像的仿真实验显示该算法在保持低计算复杂度的

同时可高精度恢复原始信号，对于精度和实时性要求

较高的场合具有实际意义．本文的研究工作还有许多
有待改进的地方，例如如何构造交互相关性更低的测

量矩阵和感知字典，如何将感知字典及伪逆运算应用

到其他重建算法中以及如何进一步研究构造重建精度

更高的算法等问题．
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