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摘 要： 按均匀性将波导沿纵向划分为不同子结构，视ＰＭＬ为其中一个子结构．采用有限元方法对波导各个子
结构横截面进行离散，沿纵向运用精细积分算法求出各子结构的出口刚度阵，进而做子结构拼装以求解波导不连续性

问题．算例的数值结果表明本文方法能够有效地分析波导不连续性问题，克服了人工边界距离波导不均匀部分必须足
够远的缺点，可以求得距离波导不均匀部分较近区域处的场．
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１ 引言

波导不连续性问题是波导的基本问题及热点问题．
确定不连续波导的入射波与反射波的能量分配，对波导

不连续性问题的分析研究有非常重要的意义［１～５］．有限
元方法能够有效地对波导不均匀区域进行离散，因此很

适合应用于波导不连续性问题的分析中．由于通常认为
波导沿传播方向是无限长的，在采用有限元方法求解波

导不连续性问题的过程中，必须用人工边界对无限空间

进行截断．相较于其他吸收边界条件，ＰＭＬ（Ｐｅｒｆｅｃｔｌｙ
ＭａｔｃｈｅｄＬａｙｅｒ，完全匹配层）吸收边界条件从理论上能够
使得无论什么频率和角度的电磁波都被完全吸收，从而

没有反射波反射回计算区域．利用 ＰＭＬ吸收边界条件
可以对求解区域进行有效的截断，保证了数值结果的精

确性．
文献［１］中，采用常规有限元方法求解波导不连续

性问题，由于人工边界必须设置在距离不均匀部分足够

远的地方，导致计算量与内存消耗比较大．文献［２］中，
结合 ＰＭＬ吸收边界条件，利用常规有限元方法分析波
导不连续性问题，虽然可以将人工边界设在距离不均匀

部分较近的地方，节省了计算空间，但是由于仍需进行

三维有限元离散，网格数较多，计算复杂．文献［３，４］中，
在辛体系下利用精细积分求解波导不连续性问题，由于

运用了精细积分算法，即使人工边界设置在距离不均匀

部分较远处也不会增加计算的工作量，但是当人工边界

设置在距离不均匀部分较近处时，计算精度并不高．
本文采用ＰＭＬ吸收边界条件，并将其视为一个子

结构，利用精细积分算法求解波导不连续性问题．将波
导按纵向均匀性划分为若干子结构，ＰＭＬ是其中一个
子结构．采用有限元方法对波导各个子结构横截面进行
离散，沿纵向运用精细积分算法求出各子结构的出口刚

度阵，进而做子结构拼装以对整个问题求解．包括 ＰＭＬ
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子结构在内，由于只需对子结构的横截面进行离散，计

算工作量大大地减少．与文献［３，４］的区别在于，本文利
用ＰＭＬ边界条件，并将其视为一个子结构对波导不连
续性问题进行了求解．运用本文算法分别分析计算了
介质不连续波导与结构不连续波导的两个算例，并将

结果与参考文献的计算结果进行比较，验证了本文方

法的有效性．同时，通过研究 ＰＭＬ前的子结构长度（即
人工边界与不均匀部分的距离）与入射能量损耗的关

系，对其适用性进行了分析．结果表明，本文方法克服
了求解波导不连续性问题时人工边界必须远离波导不

均匀部分的缺点，具有较大的适用性．

２ 基本算法与原理

如图１所示，矩形波导内部填充有一长方体障碍
物．考虑波导是无限长的，设置两个虚构面 Ｓ１、Ｓ２将其截
断成有限空间．其中，Ｓ１面距离障碍物足够远，由障碍物
激励的高次模在到达 Ｓ１面前已经衰减消失，其边界条
件见文献［１］；Ｓ２面处采用ＰＭＬ吸收边界条件，即放置完
全匹配层来截断计算区域．按均匀性将波导沿纵向划分
为４个区段，即 Ｓ１面到不均匀部分、含障碍物的不均匀
部分、不均匀部分到 Ｓ２面以及完全匹配层４个子结构．
考察其中一个区段，其横截面为Ω，纵向长度为有限，两

个虚构面的 ｚ轴坐标分别为 ｚａ、ｚｂ，考虑齐次边界条件，
与矢量波动方程相应的单变量变分原理为［３］

Π（Ｅ）

＝１２∫
ｚｂ

ｚａΩ

１
μｒ
（×Ｅ）·（×Ｅ）－ｋ０２εｒＥ·[ ]Ｅ ｄΩｄｚ，

δΠ（Ｅ）＝０ （１）
其中，Ｅ为电场强度，μｒ和εｒ分别表示介质的磁导率和
相对介电常数，ｋ０为自由空间波数．将式（１）中的变量
Ｅ拆分为横向分量Ｅｔ与纵向分量Ｅｚ，只对区段的横截
面进行离散，同时消去其纵向分量 Ｅｚ，便可以得到用横
向变量 Ｅｔ表示的波导区段电磁势能．波导的区段势能
应该是两端切向电场向量的二次型函数，可表示为

Π（Ｅｔａ，Ｅｔｂ）＝ＥＴｔａＫａａＥｔａ／２＋ＥＴｔｂＫｂａＥｔａ＋ＥＴｔｂＫｂｂＥｔｂ／２
（２）

其中，Ｅｔａ、Ｅｔｂ分别是给定波导两端的切向电场向量，矩
阵 Ｋａａ、Ｋｂａ、Ｋｂｂ为波导区段的出口刚度矩阵．只要求出
各个子结构的出口刚度矩阵，就可以做子结构拼装来

求解整个问题．
为了求出子结构的出口刚度矩阵 Ｋａａ、Ｋｂａ、Ｋｂｂ，引

入对偶变量

ｑ＝Ｅｔ ｐ＝Πｑ
（３）

可得到相应的变分原理

Ｓ＝∫
ｚｂ

ｚａ
［ｐＴｐ－Ｈ（ｑ，ｐ）］ｄｚ，δＳ＝０ （４）

其中 Ｈ（ｑ，ｐ）＝ｐΤＤｐ／２＋ｐΤＡｐ＋ｑΤＢｑ／２ （５）
Ｈ（ｑ，ｐ）为哈密顿函数，也可以称为波导区段的混合能
密度，Ａ、Ｂ、Ｄ为相应系数矩阵．只要求得哈密顿函数，
即可得到相应的系数矩阵 Ａ、Ｂ、Ｄ的值．

通过对区段势能的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变换引入波导的区段
的混合能［４，６］，可知区段混合能同样是二次型函数，可

表达为

Π（ｑａ，ｐｂ）＝－ｑＴａＱｑａ／２＋ｐＴｂＦｑａ＋ｐＴｂＧｐｂ／２ （６）
其中，Ｑ、Ｆ、Ｇ为混合能的系数矩阵．矩阵 Ｋａａ、Ｋｂａ、Ｋｂｂ
与Ｑ、Ｆ、Ｇ是可以相互转化的，关系如下

Ｋａａ＝Ｑ＋ＦＴＧ－１Ｆ，Ｋｂａ＝－Ｇ－１Ｆ，Ｋｂｂ＝Ｇ－１

Ｑ＝Ｋａａ－ＫＴｂａＫ－１ｂｂＫｂａ，Ｆ＝－Ｋ－１ｂｂＫｂａ，Ｇ＝Ｋ－１ｂｂ
（７）

区段混合能可由哈密顿函数积分得到，即区段混合能

系数矩阵 Ｑ、Ｆ、Ｇ可由区段混合能密度矩阵Ａ、Ｂ、Ｄ
积分得到，其关系满足联立Ｒｉｃｃａｔｉ微分方程

ｄＦ／ｄη＝（Ａ－ＧＢ）Ｆ＝Ｆ（Ａ－ＤＱ）
ｄＧ／ｄη＝Ｄ＋ＡＧ＋ＧＡ

Ｔ－ＧＢＧ＝ＦＤＦＴ

ｄＱ／ｄη＝Ｆ
ＴＢＦ＝Ｂ＋ＡＴＱ＋ＱＡ－

{
ＱＤＱ

（８）

其中，η为波导的区段长度．求解方程式（８）时采用 Ｒｉｃ
ｃａｔｉ微分方程的精细积分算法，将积分步长η细分为２

Ｎ

段，再进行幂级数展开和区段合并消元，从而得到η步

长相应的矩阵Ｑ、Ｆ、Ｇ．精细积分算法的精度可以超过
现有计算机字长所决定的精度范围，即可认为得到的

是计算机上的解析解．在得到 Ｑ、Ｆ、Ｇ后由式（７）就可
求出子结构的出口刚度矩阵 Ｋａａ、Ｋｂａ、Ｋｂｂ，将求出的各
子结构出口刚度矩阵进行有限元拼装便可对整个问题

求解，进而求出反射系数和透射系数．
在ＰＭＬ子结构中，ｘ，ｙ，ｚ方向的介电常数张量和

磁导率张量可以表示为

ε＝ε０
ξε ０ ０
０ ζε ０
０ ０ ζ










ε

（９）

μ＝μ０
ξμ ０ ０
０ ζμ ０
０ ０ ζ











μ

（１０）
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其中，ξμ＝ξε＝ξ，ζμ＝ζε＝ζ，ζμ＝ζε＝ζ，且要求满足ξ
＝ζ＝１／ζ，Ｉｍ（ξ）＜０．本文中ＰＭＬ参数取ξ＝ζ＝１／ζ＝
１５ｉ［２，７］．

３ 数值算例

根据上述理论，对介质不连续以及结构不连续矩

形波导问题进行计算分析，验证本文方法的有效性，同

时分析其适用性．
例１ 分析计算如图１所示的介质不连续矩形波

导问题．取文献中的数据，其中 ａ＝２ｂ，介质块尺寸 ｃ＝
０．８８８ｂ，ｄ＝０．３９９ｂ，ｌ＝０．８ｂ，介质块的相对介电常数
为εｒ＝６，相对磁导率为μｒ＝１．

将整个求解区域沿纵轴按均匀性划分为４个子结
构，如图 １所示．子结构的长度分别取为 ０８ｂ，０８ｂ，
０８ｂ，３０ｂ，其中ＰＭＬ的厚度为３．０ｂ．图２给出了文献
［１］、文献［３］以及本文算法在相同条件下反射系数随
ｋ０ｂ变化的曲线．可以看出，三种算法的结果吻合得很
好，证明了本文方法在处理波导介质不连续问题时的

有效性．计算中三维矢量棱单元法共划分单元数１６×８
×１６个，节点数 ２６０１个，而本文方法只需对子结构横
截面进行离散，本例中各子结构的横截面离散为８×４
个单元，节点数共计２２５个，未知量的个数大大减少，保
证了本文算法的计算效率．表１给出了两种算法在相同
精度下计算时间和内存消耗的比较，明显看出本文方

法的计算效率大大提高．
表１ 两种方法计算时间和内存消耗的比较（相同精度）

精细积分算法＋ＰＭＬ 三维矢量棱单元

ｋ０ｂ 计算时间／ｓ 内存消耗／Ｍｂ 计算时间／ｓ 内存消耗／Ｍｂ
１．８ ２．４２ ８５２ １９．６４ １３１８
２．０ ２．３９ ８４６ ２０．０９ １３１９
２．２ ２．４０ ８２４ １９．４１ １２８３

下面分析其适用性．保持 Ｓ１面位置及 ＰＭＬ厚度不
变，改变ＰＭＬ前的子结构长度，即 Ｓ２面的位置随着该
子结构长度的改变而改变．考虑入射能量的损耗，根据
能量守恒定律，在无损耗介质中，根据能量守恒，应该

有

Δ＝１－（｜Ｒ｜２＋｜Ｔ｜２）＝０ （１１）
式（１１）是一种理想情况，在计算中由于各种误差的存
在，Δ总是一个很小的非零数值，故能量损耗Δ（即计

算误差）可以作为判断算法数值精度的一个指标［１，４］，Δ
越小，数值结果越精确．Ｒ和Ｔ分别是反射系数和透射
系数，在求解出电磁场的分布后即可根据公式求出．

图３给出了文献［３］算法与本文算法得到的 ＰＭＬ
前的子结构长度与能量损耗比率之间的关系曲线，此

时 ｋ０ｂ取值２．４．可以看出，即使 ＰＭＬ前的子结构长度
取很短，运用本文算法得出的结果也非常精确，其精度

远远高于文献［３］算法的精度．也就是说，本文算法可
以不要求人工边界距离介质块必须足够远，Ｓ２面的位
置距离不均匀部分很近也能保证数值结果的精确性，

克服了求解波导不连续性问题时人工边界必须远离波

导不均匀部分的缺点．而且，当改变子结构长度时，利
用本文算法得到的能量损耗比率Δ变化非常小，说明

了此算法结果的稳定性．

例２ 以如图４所示脊波导为例分析计算结构不
连续波导问题．图中脊波导横截面尺寸为 ａ＝
１９０５ｍｍ、ｂ＝９５２４ｍｍ，脊的尺寸为 ｃ＝１０１６ｍｍ，ｄ＝
７６１９ｍｍ，ｌ＝５０８ｍｍ．

将整个求解区域沿纵轴按均匀性分为４个子结构，
子结构的长度分别取为：１０１６ｍｍ，５０８ｍｍ，１０１６ｍｍ，
５０８ｍｍ，其中 ＰＭＬ的厚度为 ５０８ｍｍ．含脊的子结构横
截面被划分为１４４个单元，其余不含脊的子结构横截面
均为１６０个单元．如图５所示，给出了文献［１］、文献［３］
算法以及本文算法在相同条件下透射系数随频率变化
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的曲线．可以看出，三种算法的结果吻合得很好．图６给
出了脊波导ＰＭＬ前的子结构长度与能量损耗的关系曲
线，从图中可以得到与例１相同的结论．

算例表明，无论是处理波导的介质不连续问题还

是结构不连续问题，本文方法都是有效的，而且人工边

界设置在距离波导不均匀部分较近处时，也能保证计

算的精度．

４ 结论

本文视ＰＭＬ为波导的一个子结构，利用精细积分
算法及子结构有限元拼装求解波导不连续性问题．由
于只需对子结构的横截面进行离散，可有效减少计算

量．算例表明该方法能有效地处理波导不连续性问题．
同时，当人工边界取在距离波导不均匀部分较近处时，

本文方法仍能保证数值结果的精确性，从而可以求出

距离波导不均匀部分较近区域处的场，克服了人工边

界必须距离波导不均匀部分足够远的缺点，为求解波

导不连续性问题提供了一种高效稳定的算法．
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