
一种最小长度约束的 ＥＭＤ包络拟合方法

朱伟芳，赵鹤鸣，陈小平
（苏州大学电子信息学院，江苏苏州 ２１５００６）

摘 要： 经典经验模态分解（ＥｍｐｉｒｉｃａｌＭｏｄｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＥＭＤ）采用三次样条插值方法进行包络拟和，存在较严
重的“过冲”现象。在研究该问题已有方法基础上，提出了一种基于最小长度约束的包络拟合方法，以包络曲线长度最

小为目标函数，采用Ｌａｇｒａｎｇｅ求极小值法优化极值点处的导数值，然后采用分段三次 Ｈｅｒｍｉｔｅ函数插值方法进行包络
拟合，得到平滑包络线．实验表明该方法能有效地克服三次样条插值法的“过冲”现象和分段抛物线插值法的人为弯折
现象，能拟合出更平滑的包络线，使得ＥＭＤ分解更准确，有效改善模态混淆问题．
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１ 引言

ＥＭＤ是一种新的、自适应信号分解方法 ，适用于分
析非线性、非平稳信号［１］．该方法通过“筛选（ｓｉｆｔｉｎｇ）”，
将复杂信号分解成若干个被称之为内蕴模式函数（Ｉｎ
ｔｒｉｎｓｉｃＭｏｄｅＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＩＭＦ）的简单分量．ＥＭＤ方法得到广
泛的应用［２～５］，但也存在很多待完善之处［６］．包络拟和
是 ＥＭＤ分解“筛选”过程的一个重要步骤．经典 ＥＭＤ采
用三次样条插值（ＣｕｂｉｃＳｐｌｉｎｅＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ，ＣＳＩ）方法根据
信号的极值点序列拟合包络线．实验表明，ＣＳＩ方法拟
合的包络线经常会出现“过冲”现象．因此，包络拟合方
法还需要进一步的研究与改进．

目前，已经提出了多种包络拟合改进方法，包括 Ｂ
样条插值法［６］、分段抛物线插值（ＰｉｅｃｅｗｉｓｅＰａｒａｂｏｌａＩｎｔｅｒ
ｐｏｌａｔｉｏｎ，ＰＰＩ）方法［７］、分段幂函数插值法［８］等等．这些方
法对包络拟合以及 ＥＭＤ分解都有一定的改进，但又存

在各自的问题．Ｂ样条插值法是为了便于对 ＥＭＤ分解
进行理论分析而引入的一种替代方法，拟合特性并没有

明显提高．分段抛物线法能较好地克服“过冲”现象，但
分段包络线在连接处形成人为弯折，不够平滑．分段幂
函数插值法的实验说明幂指数β＝２５时，包络线同时
具备较好的光滑性和伸缩性．

本文针对ＥＭＤ的包络拟合问题，从分段三次 Ｈｅｒ
ｍｉｔｅ插值（ＰｉｅｃｅｗｉｓｅＣｕｂｉｃＨｅｒｍｉｔｅＩｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ，ＰＣＨＩ）方法
的优化着手，提出了一种基于最小长度约束的包络拟合

方法，通过仿真和实际信号的分析，验证了该方法能有

效地克服“过冲”现象和人为弯折现象，能有效改善

ＥＭＤ分解的模态混淆问题．

２ 问题的描述

ＣＳＩ方法采用分段多项式作为插值函数，要求插值
点处的一阶、二阶导数存在，以保持曲线光滑．但是，ＣＳＩ
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由于不够灵活，在插值点数据发生较大跳变时，会出现

较严重的“过冲”现象．另外，ＣＳＩ方法是整体曲线的插
值，插值点中的一个数据发生变化会引起整体曲线的

变化．
ＰＣＨＩ方法具有保持曲线的单调性和形状的特点，

计算复杂度低于 ＣＳＩ方法，是一种有效的局部插值方
法，适用于提取信号的局部信息．ＰＣＨＩ函数是插值点处
一阶导数的函数簇，导数不同，插值函数不同．可以认
为合理的插值曲线应该是光滑曲线簇中长度最小的曲

线．如何优化插值点处的导数值，使得插值曲线成为长
度最小的平滑曲线，是本文方法的出发点与理论依据，

也是一个最优化问题．

３ 基于最小长度约束的ＥＭＤ包络拟合

最小长度约束的包络拟合方法的基本思路为：首

先任意设置极值点处的导数初值，根据这些导数值计

算ＰＣＨＩ曲线的长度；再根据 Ｌａｇｒａｎｇｅ求极小值法优化
这些导数值，将导数优化值代入插值函数，即可得到长

度最小的平滑包络线．
下面以上包络线为例，给出最小长度约束的包络

拟合方法．
设某次筛选过程中，得到信号的 ｍ个极大值点

（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２），…，（ｘｍ，ｙｍ），假设极大值点处的导数
值为 ｙ′ｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ），利用ＰＣＨＩ方法得
Ｈｉ（ｘ）＝ｓｉ（ｘ）ｙｉ＋ｓｉ＋１（ｘ）ｙｉ＋１＋ｔｉ（ｘ）ｙ′ｉ＋ｔｉ＋１（ｘ）ｙ′ｉ＋１

（１）
其中，ｘｉ≤ｘ≤ｘｉ＋１，ｉ＝１，２，…，ｍ－１，ｓｉ（ｘ）＝［１＋２（ｘ
－ｘｉ）／（ｘｉ＋１－ｘｉ）］（ｘ－ｘｉ＋１）２／（ｘｉ－ｘｉ＋１）２，ｔｉ（ｘ）＝（ｘ
－ｘｉ）（ｘ－ｘｉ＋１）２／（ｘｉ＋１－ｘｉ）２，ｔｉ＋１（ｘ）＝（ｘ－ｘｉ＋１）（ｘ－
ｘｉ）２／（ｘｉ＋１－ｘｉ）２．
拟合得到的上包络曲线可以表示为

Ｅｕｐ（ｘ）＝∑
ｍ－１

ｉ＝１
Ｈｉ（ｘ） （２）

显然 Ｈｉ（ｘ）的一阶导数 Ｈ′ｉ（ｘ）也是 ｙ′ｉ，ｙ′ｉ＋１的函数，即
Ｈ′ｉ（ｘ）＝Ｈ′ｉ（ｘ，ｙ′ｉ，ｙ′ｉ＋１）．
所以，曲线在相邻两个极大值点 ｘｉ、ｘｉ＋１之间的长

度为

Ｌｉ（ｙ′ｉ，ｙ′ｉ＋１）＝∫
ｘｉ＋１

ｘｉ
１＋［Ｈ′ｉ（ｘ，ｙ′ｉ，ｙ′ｉ＋１）］槡 ２ｄｘ（３）

上包络曲线的总长度为

Ｌ＝∑
ｍ－１

ｉ＝１
Ｌｉ＝Ｌ（ｙ′１，ｙ′２，…，ｙ′ｍ） （４）

当

Ｌ
ｙ′ｉ
＝０，ｉ＝１，２，…，ｍ （５）

时，上包络曲线的总长度最小．方程组（５）是一个非线
性方程组，设置零初值，采用非线性最小二乘法求得数

值解，得到一组优化的可行解 ｙ′ｏｐｔ，ｉ，ｉ＝１，２，…，ｍ．将这
组解代入式（１）、式（２），即可得到长度最小的平滑上包
络曲线 Ｅｏｐｔ，ｕｐ（ｘ）．

同理可以拟合出长度最小的平滑下包络曲线

Ｅｏｐｔ，ｌｏｗ（ｘ）．

４ 实验分析

４．１ 确定性信号

为了验证本文方法的有效性，先采用了以下确定

性的仿真信号进行实验分析：

ｓ（ｔ）＝ｃｏｓ（２πｔ）＋２．０ｃｏｓ（４πｔ）＋１２ｓｉｎ（１０πｔ），ｔ∈［０，１］
（６）

原始波形如图１中的粗实线所示．由图１可见，ＣＳＩ方法
拟合得到的包络线在 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ处存在明显的“过冲”
现象；而ＰＰＩ法拟合得到的包络线在Ｂ、Ｃ处以及第一个
极小值点和最后一个极小值点附近存在明显的不自然

弯折；本文方法拟合得到的上、下包络线比较平滑，且

较好地克服了“过冲”现象．

为了结果的可比性，在比较多种 ＥＭＤ的端点处理
方法后［９，１０］，采用了效果较好的镜像延拓法［１１］；采用文

献［１］定义的停止条件，ＳＤ＝００５．图２中 ｃｉ（ｔ）（ｉ＝１，
２）表示 ＥＭＤ分解得到的第 ｉ个 ＩＭＦ，ｒｅｓ．表示剩余项．
由图可见，图２（ｃ）的本文方法与图２（ａ）的 ＣＳＩ方法的
结果更接近原始信号的对应组成分量．图 ２（ｂ）所示的
ＰＰＩ方法分解得到的 ｃ２（ｔ）在 ｔ＝０１～０５ｓ之间出现较
明显的波形失真，这主要是由ＰＰＩ方法拟合得到包络存
在不自然弯曲所造成的．同时，这三种方法仍存在端点
问题．

采用式（７）的正交性（ＩｎｄｅｘｏｆＯｒｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙ，ＩＯ）［１］指
标和式（８）的能量保存度（ＩｎｄｅｘｏｆＥｎｅｒｇｙＣｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎ，
ＩＥＣ）［６］指标，来比较三种分解的性能．

ＩＯ＝∑
ｔ
∑
Ｍ＋１

ｉ，ｊ＝１，ｉ≠ｊ
ｃｉ（ｔ）ｃｊ（ｔ）∑

ｔ
ｓ２（ｔ） （７）
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ＩＥＣ＝∑
ｔ
∑
Ｍ

ｉ＝１
ｃ２ｉ（ｔ）∑

ｔ
［ｓ（ｔ）－ｒＭ（ｔ）］２ （８）

其中，ｓ（ｔ）表示信号，ｃｉ（ｔ）表示ＥＭＤ分解得到的第 ｉ个
ＩＭＦ，ｒＭ（ｔ）表示剩余项．式（７）中将剩余项 ｒＭ（ｔ）作为第
Ｍ＋１个 ＩＭＦ来处理．ＩＯ指标越接近于０，说明 ＥＭＤ分
解得到的各个内蕴模式函数之间越接近于正交．ＩＥＣ指
标表征了除去剩余项外，信号在 ＥＭＤ分解前后能量的

一个对比度，ＩＥＣ指标越接近于 １，说明 ＥＭＤ分解越接
近无损．由表１可见，不论是 ＩＯ指标，还是 ＩＥＣ指标，本
文方法是三种方法中最好的．
表１ 三种插值方法对仿真信号进行ＥＭＤ分解的ＩＯ与ＩＥＣ指标比较

ＣＳＩ方法 ＰＰＩ方法 本文方法

ＩＯ ０．０９９５１ ０．０６９５６ ０．０４５８７
ＩＥＣ ０．８５８４９ ０．８７４３７ ０．９３４７５

４．２ 实际信号

心电图（Ｅｌｅｃｔｒｏｃａｒｄｉｏｇｒａｍ，ＥＣＧ）信号是一种微弱的生
物电信号，是一种典型的非平稳随机信号．图３中最上
面的信号 ｓ（ｔ）为一段ＥＣＧ信号，来源于ＭＩＴＢＩＨＡｒｒｈｙｔｈ
ｍｉａＤａｔａｂａｓｅ［１２］，伴有高频噪声干扰和电平整体偏置．

从图３中可以看出，三种方法得到的 ｃ１（ｔ）均主要
为高频噪声，剩余项主要为整体偏置电平．由图３（ａ）可
见，ＣＳＩ方法分解得到的 ｃ２（ｔ）主要为高频噪声，但在 ｔ
＝０２５～０３５ｓ间包含心电信号的高频分量，两者未能
实现较好分离，说明存在第一种形式的模态混淆问题

———不同频率分量被分解在同一 ＩＭＦ中［１３］．由图３（ｂ）
可见，ＰＰＩ方法分解得到的 ｃ２（ｔ）、ｃ３（ｔ）也出现了信号与
高频噪声并存现象，说明存在第一种形式的模态混淆

问题；ｃ４（ｔ）、ｃ５（ｔ）、ｃ６（ｔ）在 ｔ＝０３５～０４５ｓ和 ｔ＝０９～
１０ｓ间波形相似，说明存在第二种形式的模态混淆问
题———同一频率分量被分解到了不同的 ＩＭＦ分量
中［１３］．而由图３（ｃ）可见，本文方法分解得到的 ｃ２（ｔ）主
要包含了心电信号信息，同时也伴随一些高频噪声，但

是噪声幅度较小，可以忽略不计，说明模态混淆问题不

严重．
由表２可见，不论是 ＩＯ指标，还是 ＩＥＣ指标，本文

方法仍是三种方法中最好的．
表２ 三种插值方法对ＥＣＧ信号进行ＥＭＤ分解的ＩＯ与ＩＥＣ指标比较

ＣＳＩ方法 ＰＰＩ方法 本文方法

ＩＯ ０．０９１３０ ０．１５５５８ ０．０６２６９

ＩＥＣ ０．８２７１７ ０．６００８４ ０．９１４０３
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５ 结论

本文在对插值方法研究基础上，提出了一种基于

最小长度约束的 ＥＭＤ包络拟合方法，对分段三次 Ｈｅｒ
ｍｉｔｅ插值法插值点处的导数值进行优化，拟合得到长度
最小的平滑包络曲线．仿真信号和实际信号的分析结
果表明，该方法能有效地克服ＣＳＩ方法的“过冲”现象以
及ＰＰＩ方法的人为弯折现象，进而使得 ＥＭＤ分解结果
更准确，有效改善模态混淆问题．但是，对于较长的复
杂数据，由于极值点数较多，对应较高元数的非线性方

程组求解需要较长时间，会导致 ＥＭＤ分解所需时间较
长．如何提高最小长度约束包络拟合方法的效率是后
续工作的一个重点．
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