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摘 要： 提出了一种基于薄膜振动模型的仿射不变曲线描述子．本文针对两种类型的曲线匹配进行研究：若尔
当曲线和开曲线．对于若尔当曲线，首先将若尔当曲线进行标准化，消除仿射畸变对曲线匹配的影响，然后应用有限元
方法在标准化曲线的区域内求解Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程的本征值构造曲线描述子；对于开曲线，首先应用欧氏距离变换对开
曲线建立窄带模型形成封闭区域，然后提取窄带的若尔当曲线代替原开曲线，最后利用若尔当曲线匹配的方法提取曲

线描述子，实现开曲线的匹配．用图像库中的图像和真实图像进行实验，结果表明本文方法要优于现有的傅里叶形状
描述方法和Ｚｅｒｎｉｋｅ矩描述方法．
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１ 引言

形状匹配是计算机视觉中的重要问题，在目标识

别、图像检索、医学图像分析和军事侦察等领域有着广

泛的应用前景［１，２］．在形状匹配中，最基本的问题是形
状特征的提取与描述，形状描述子对形状区分能力的强

弱将直接影响形状匹配的结果．现有的形状曲线描述方
法可以分为基于轮廓曲线的方法和基于区域的方法两

大类［３］，前者描述目标的形状考虑的是轮廓曲线上的像

素点，而后者则从目标形状的整个区域来提取形状的特

征．
基于轮廓曲线的方法有曲率尺度空间、傅里叶变换

等经典方法．曲率尺度空间（ＣｕｒｖａｔｕｒｅＳｃａｌｅＳｐａｃｅ，ＣＳＳ）
的方法常用于描述平面曲线，当曲线复杂时该算法的收

敛速度很慢［４］．傅里叶描述子被广泛应用于描述物体的
轮廓曲线［５］．文献［６］通过大量实验证明了傅里叶变换
的方法要优于ＣＳＳ方法．文献［７］提出了一种具有仿射
不变性的傅里叶描述子，并将其用于图像检索．上述方
法的有效性依赖于目标轮廓曲线的成功提取，没有考虑

形状区域的内部信息．与上述方法相比，基于区域的形
状描述方法能够反映目标区域内部的形状信息．文献
［８］提出了一种基于傅里叶变换的区域形状描述子，该
方法保留了傅里叶系数中的相位信息，但只适合于相似

变换．文献［９］利用仿射不变矩识别仿射变形的物体，取
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得了较好的识别效果．Ｚｅｒｎｉｋｅ矩［１０］可以构建任意高阶
的独立矩不变量，受到很多学者的关注．ＺｅｎＣｈｅｎ等［１１］

提出了一种基于相位的 Ｚｅｒｎｉｋｅ矩，取得了较好的图像
匹配效果，但该方法需要先估计待匹配区域的旋转角

度，因而增加了计算复杂度．ＬｅｎａＧｏｒｅｌｉｃｋ等提出用定
义在形状区域上的泊松方程解进行形状表示的方

法［１２］．该方法利用泊松方程的解构造出有效描述形状
的特征函数，再用几何矩将特征函数整体化得到泊松

方程—几何矩描述子，将它应用在图像检索和分类中

取得了很好的效果，但这种方法也仅局限于相似变换．
１９６６年数学家ＭＫａｃ发表了一篇题为“Ｃａｎｏｎｅｈｅａｒ

ｔｈｅｓｈａｐｅｏｆａｄｒｕｍ？”的论文［１３］，文中提出这样一种思
想：人们能否根据鼓的振动模式来猜想出鼓的几何形

状．Ｋａｃ提出的问题与提取曲线描述子实现曲线匹配有
着相同的特点．若将鼓的振动模式与曲线的描述子之
间建立某种对应关系，则不失为一种好的曲线匹配思

想．ＭＺｕｌｉａｎｉ等正是基于此，提出利用 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程边
值问题的本征值来描述物体的形状特征［１４］．该方法的
基本思想是，将形状区域看成是一面鼓的薄膜，通过有

限差分方法求解 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程的本征值来建立形状曲
线的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ描述子．该方法将图像的灰度信息与膜
的密度建立一种对应关系，使得获取的曲线描述子具

有深刻的物理意义．他们将该描述子应用于形状匹配
中取得了较好的匹配效果．但该方法也存在着一定的
局限性，具体表现为：用有限差分方法求解形状复杂的

区域时，计算变得繁琐，并且解的精度受差分网格密集

程度的限制；在曲线匹配中，该方法只能提取闭曲线的

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ描述子；该描述子是描述物体形状的全局特
征量，当物体形状局部遮挡和部分缺损时，匹配效果会

受到很大的影响．
为了解决文献［１４］存在的问题，提高 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ描

述子对曲线形状的描述精度，拓展该描述子的适用范

围，本文在 ＭＺｕｌｉａｎｉ等人的基础上，做了一些新的工
作．本文的主要贡献在于：提出了一种新的仿射不变描
述子—ＣＨＤ（ＨｅｌｍｈｏｌｔｚＤｅｓｃｒｉｐｔｏｒｗｉｔｈＣａｎｏｎｉｃａｌｆｏｒｍ，
ＣＨＤ），该描述子既能描述曲线的几何形状，又能反应形
状区域的内部信息；对开曲线提出并建立了窄带模型，

窄带的形状能反映开曲线的几何形状，描述开曲线的

细节信息；窄带模型的建立，拓宽了本文描述子的适用

范围，使得目标的局部遮挡问题也能得到解决．

２ 相关理论

２１ 若尔当曲线定理

定义１ 一条封闭但自身不相交的简单曲线称为

若尔当曲线．
定理１（若尔当定理［１５］） 任一简单闭曲线 Ｃ将平

面Ｒ ２惟一地分成 Ｃ、Ｉ（Ｃ）及 Ｅ（Ｃ）三个点集（图 １所
示），它们具有如下性质：（１）彼此不交；（２）Ｉ（Ｃ）是一个
有界区域（称为 Ｃ的内部）；（３）Ｅ（Ｃ）是一个无界区域
（称为 Ｃ的外部）；（４）若简单折线 Ｐ的一个端点属于
Ｉ（Ｃ），另一个端点属于 Ｅ（Ｃ），则 Ｐ必与Ｃ有交点．

若一条曲线满足定义１中的条件，则可以将该曲线
视为若尔当曲线．事实上很多物体的轮廓曲线都可以
看成是若尔当曲线．由定理１可知，若尔当曲线把平面
分成一个“内部”区域和一个“外部”区域．在后面的讨
论中，我们将满足定义１和定理１的曲线统称为若尔当
曲线，同时只考虑若尔当曲线形成的“内部”区域．
２２ 若尔当曲线表示

在二维图像坐标平面，物体的轮廓曲线是由有限

个点组成的，我们采用如下向量来表示物体轮廓的若

尔当曲线：ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝，ｘｉ＝（ｘｉ，ｙｉ）Ｔ表示若尔
当曲线上第 ｉ个点的位置坐标．这样若尔当曲线的形状
就可以用一个２×ｎ的矩阵表示．对于两条若尔当曲线

Γ１和Γ２，如果它们满足如下关系

Γ２＝｛ｙ∈Ｒ ２：ｘ∈Γ１，使得 ｙ＝Ａｘ＋ｔ｝
成立，则称若尔当曲线Γ１和Γ２仿射对应．其中，Ａ∈
Ｒ２×２是非奇异矩阵，ｔ∈Ｒ ２是平移向量．
２３ 膜振动方程模型

假设在二维平面Ｒ ２内有一个封闭的区域Ω，其边

界Γ＝Ω是一条若尔当曲线．我们可以将区域Ω视为
一面鼓的薄膜，薄膜在外力的作用下会发生振动．考虑
膜的振动时我们作以下几个基本假设［１６］：

（１）膜的厚度很小，从而可以视为一张曲面．膜是
均匀的，它的面密度ρ是常数；

（２）膜的平衡位置在一平面内，膜上各点在垂直方
向上作微小振动，膜所受到的外力均与该平面垂直；

（３）膜是柔软的，薄膜形变产生的张力符合振动的
基本要求．

以 ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）记膜在（ｘ，ｙ）处在时刻 ｔ偏离平衡位
置的位移，则膜的振动方程可以表述为［１６］：

２ｕ
ｔ２
＝ａ２（

２ｕ
ｘ２

＋
２ｕ
ｙ２
）＋ｆ， （１）

其中，ａ＝ Ｔ／槡 ρ，Ｔ表示膜的张力，ρ表示膜的面密度，
ｆ为方程的自由项．当 ｆ＝０时，方程为

２ｕ
ｔ２
＝ａ２（

２ｕ
ｘ２

＋
２ｕ
ｙ２
）， （２）
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称为膜的自由振动方程．
２４ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程及其与图像的内在关系

对式（２）用分离变量法分离其空间和时间部分，
ｕ（ｘ，ｙ，ｔ）＝φ（ｘ，ｙ）ｈ（ｔ）．对分离出的空间部分可以得
到一个Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程

２φ
ｘ２

＋
２
φ
ｙ２

＋λφ＝０， （３）

该方程的第一类边界条件是Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件：

－（
２
φ
ｘ２

＋
２
φ
ｙ２
）＝λφ （ｘ，ｙ）∈Ω

φ（ｘ，ｙ）＝０ （ｘ，ｙ）∈
{

Γ

（４）

其中λ是方程的本征值，它能描述薄膜的振动问题．
我们知道不同形状的薄膜，它在振动时频率是不

同的．根据这种思想，可以在薄膜振动模式与曲线描述
子之间建立一种映射关系，从而达到曲线匹配的目的．
由于薄膜是均匀的，面密度ρ是常数，所以我们所处理

的图像区域应为二值图像，目标区域的灰度值为１．这
使得图像的灰度信息与薄膜的密度建立了对应关系．

３ 若尔当曲线匹配算法

若尔当曲线匹配算法整体思路为：首先对图像进

行预处理，提取模型与目标图像的轮廓曲线，将轮廓曲

线的坐标按照逆时针的顺序排列；其次将提取的轮廓

曲线标准化，消除仿射畸变对轮廓曲线的影响；然后利

用有限元方法在标准化曲线围成的区域内计算

Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程的本征值，构造曲线的仿射不变描述子；
最后利用加权欧氏距离进行差异性度量，实现曲线匹

配．
３１ 若尔当曲线获取

匹配的曲线包括模型曲线与目标曲线，本文采用

经典的 ｃａｎｎｙ边缘检测算法获取若尔当曲线．但是由于
噪声的影响，用ｃａｎｎｙ算子提取的图像边缘常会出现间
断点．因此先对模型和目标图像进行高斯平滑，以消除
间断点，再进行边缘检测，以得到较好的轮廓曲线．

为了叙述的方便和论文前后的连贯性，我们先讨

论Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程本征值的求解以及曲线描述子的构
造，然后再讨论轮廓曲线的标准化过程．
３２ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程本征值求解

文献［１４］用有限差分方法来计算 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ方程的
特征值．该方法将求解域划分为差分网格，用有限个网
格节点代替连续的求解域．文献［１７］指出该方法适合处
理规则区域（如矩形区域）的边值问题，如果区域Ω是

一般的二维区域，边界Γ是分段光滑曲线，此时用差分

法求解边值问题比矩形区域的情形复杂得多，且解的

精度不高．
有限元方法也常用于求解偏微分方程的数值解．

该方法的基础是变分原理和加权余量法，其基本求解

思想是把求解域划分为有限个互不重叠的单元，然后

再构造基函数形成有限元微分方程，借助于变分原理

和加权余量法，将微分方程离散求解．有限元方法适合
处理复杂区域，精度可选．有限元方法在求解不规则区
域的边值问题时与差分方法相比更有优势．由于本文
实验所处理的区域都是复杂区域（不规则区域），所以

经过权衡，本文采用有限元三角形剖分的方法对复杂

区域进行数值求解．图２所示为区域的三角形剖分，三
角形的剖分越细，求解的本征值就越精确，具体的求解

算法见文献［１８］．

３３ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ描述子及其不变性
利用有限元方法求解式（４）会得到一系列的本征

值λ，它们都是正的实数值，按从小到大的顺序排列为：

０＜λ１≤λ２≤…≤λｋ≤…，当 ｋ→∞，λｋ→∞．对于一个
薄膜来说，不同的本征值λ对应于不同的振动模式（如

图３所示）．本文利用本征值λ构造曲线Γ的仿射不变
描述子，实现曲线匹配．薄膜振动模式与曲线描述子之
间的映射关系正是由膜振动方程的本征值来决定的．

３３１ Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ描述子
定义２ 若Γ是一条若尔当曲线，Ω 是由Γ所围

成的封闭区域，（λ１，λ２，…，λｋ＋１）为求解式（４）得到的前
ｋ＋１个本征值，则称 Ｄ（Γ）为曲线Γ的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ描述
子（ＨｅｌｍｈｏｌｔｚＤｅｓｃｒｉｐｔｏｒ，ＨＤ）：

Ｄ（Γ）＝（
λ１
λ２
，
λ２
λ３
，…，

λｋ
λｋ＋１

）∈Ｒｋ （５）

显然，Ｄ（Γ）的每一个元素都在（０，１］的范围内．由
于不同的曲线对应不同的薄膜区域，而每个区域都有
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其特定的振动方程和边界条件，所以对每个区域求解

的本征值向量都有其独特性．我们用有限元方法对每
个区域进行三角形剖分时，利用了区域的内部点集，所

以式（５）中构造的曲线描述子，既反映了轮廓曲线的形
状特征，又反映了区域的内部信息，具有较好的可区分

性．这样就得到了薄膜振动模式与曲线描述子之间的
映射关系．
３３２ 旋转、尺度和平移不变性

利用式（５）构造的描述子具有旋转、尺度和平移不
变性，因为同一薄膜的旋转、平移并不会改变薄膜的振

动频率，薄膜的尺度变换只会使薄膜的振动幅度发生

变化．下面给出该描述子对旋转、尺度和平移（ＲＳＴ）不
变性的理论说明．

定理２ 给定两条若尔当曲线Γ１和Γ２，它们满足

ＲＳＴ变换

Γ２＝｛ｙ∈Ｒ ２：ｘ∈Γ１，使得 ｙ＝ｓＲｘ＋ｔ｝，

Ω１和Ω２分别是Γ１和Γ２对应的区域，则 Ｄ（Γ１）＝
Ｄ（Γ２）．其中 ｓ∈Ｒ 是尺度因子，Ｒ∈ＳＯ（２）是正交旋转
矩阵，ｔ∈Ｒ ２是平移向量．

证明：在区域Ω１和Ω２中令 ｘ＝（ｘ１，ｙ１），ｙ＝（ｘ２，
ｙ２），则膜振动函数的空间部分φ１（ｘ）和φ２（ｙ）的拉普
拉斯算子分别为

Δφ１＝
２φ１
ｘ２１

＋
２
φ１

ｙ２１
，Δφ２＝

２φ２
ｘ２２

＋
２
φ２

ｙ２２
在区域Ω１中，对应的边界问题为

－Δφ１（ｘ）＝λφ１（ｘ） ｘ∈Ω１

φ１（ｘ）＝０ ｘ∈Γ{
１

因为Δφ２＝ｓ
２（
２φ１
ｘ２１

＋
２
φ１

ｙ２１
），所以Δφ２＝ｓ

２
Δφ１，所以

－Δφ２（ｙ）＝（ｓ
２
λ）φ１（ｙ）＝（ｓ

２
λ）φ２（ｓＲｘ＋ｔ）＝

（ｓ２λ）φ２（ｙ）．则在区域Ω２中，对应的边界问题为

－Δφ２（ｙ）＝（ｓ
２
λ）φ２（ｙ） ｙ∈Ω２

φ２（ｙ）＝０ ｙ∈Γ{
２

由此可知，曲线Γ２和Γ１的本征值λ
和λ满足λ ＝

ｓ２λ．由于曲线Γ２和Γ１的描述子的分量为

ｄｉ＝
λｉ
λｉ＋１

，ｄｉ＝
λｉ

λｉ＋１
＝
ｓ２λｉ
ｓ２λｉ＋１

＝ｄｉ， ｉ＝１，…，ｋ．

所以对于ｄｉ∈Ｄ（Γ１），ｄｉ∈Ｄ（Γ２）都有 ｄｉ＝ｄｉ，从而
Ｄ（Γ１）＝Ｄ（Γ２），也即 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ描述子具有旋转、尺度
和平移不变性．
３４ 实现Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ描述子的仿射不变性

由定理２可知，曲线Γ的ＨＤ描述子具有ＲＳＴ不变
性．然而，在大多数情况下由同一相机在不同视点获取
的图像不仅仅是简单的 ＲＳＴ变换，而是存在着图像畸

变，如仿射变换等．这时构造仿射不变曲线描述子，对
于曲线的匹配尤为重要．为了叙述方便，特给定下面一
些符号的含义．

（１）Ｃ（Γ）：Ｃ（Γ）＝
１
ｎ∑

ｎ

ｉ＝１
ｘｉ，曲线Γ的形心；

（２）Σ （Γ）：Σ （Γ） ＝
１
ｎ－１∑

ｎ

ｉ＝１
［ｘｉ －

Ｃ（Γ）］［ｘｉ－Ｃ（Γ）］Ｔ，曲线Γ的协方差矩阵；
（３）丘拉斯基分解：Σ（Γ）＝Ｆ（Γ）ＦＴ（Γ），其中 Ｆ

为下三角矩阵．
３４１ 曲线标准化

定义３ 给定一条若尔当曲线Γ，Ω是曲线Γ围成

的有限封闭区域，则由Γ确定的新曲线

Γ′＝｛ｘ′∈Ｒ ２：ｘ′＝Ｆ－１（Γ）［ｘ－Ｃ（Γ）］，ｘ∈Γ｝（６）
称为曲线Γ的标准化曲线．

定理３ 给定两条若尔当曲线Γ１和Γ２，它们满足

仿射变换对应关系：

Γ２＝｛ｙ∈Ｒ ２：ｘ∈Γ１，使得 ｙ＝Ａｘ＋ｔ｝，
那么，曲线Γ１和Γ２的标准化曲线的形状是几何全等

的，即Γ′２＝Ｒ·Γ′１．式中 Ａ∈Ｒ ２×２是非奇异矩阵，ｔ∈Ｒ
２是平移向量，Ｒ∈Ｒ ２×２是旋转矩阵．

证明：令若尔当曲线Γ１和Γ２形成的有限封闭区

域分别为Ω１和Ω２，即Γ１＝Ω１，Γ２＝Ω２．则由定义３
可知，曲线Γ１和Γ２的标准化曲线为

Γ′１＝｛ｘ′∈Ｒ ２：ｘ′＝Ｆ－１（Γ１）［ｘ－Ｃ（Γ１）］，ｘ∈Γ１｝

Γ′２＝｛ｙ′∈Ｒ ２：ｙ′＝Ｆ－１（Γ２）［ｙ－Ｃ（Γ２）］，ｙ∈Γ２
{ ｝

．

对于曲线Γ′１和Γ′２，易知：
ｘ－Ｃ（Γ１）＝Ｆ（Γ１）ｘ′，ｙ′＝Ｆ－１（Γ２）［ｙ－Ｃ（Γ２）］．

因为 ｙ－Ｃ（Γ２）＝Ａ（ｘ－Ｃ（Γ１）），所以
ｙ′＝Ｆ－１（Γ２）ＡＦ（Γ１）ｘ′，即

Ｆ（Γ２）ｙ′＝ＡＦ（Γ１）ｘ′， （７）
构造二次型：

Ｆ（Γ２）ｙ′［Ｆ（Γ２）ｙ′］Ｔ＝ＡＦ（Γ１）ｘ′［ＡＦ（Γ１）ｘ′］Ｔ，显然
ｙ′ｙ′Ｔ＝ｘ′ｘ′Ｔ＝Ｉ，所以二次型可以化为 Ｆ（Γ２）ＦＴ（Γ２）
＝ＡＦ（Γ１）（ＡＦ（Γ１））Ｔ．由高等代数的知识可知，对于任
意的方阵 Ｐ和Ｑ，若 ＰＰＴ＝ＱＱＴ，则有结论 Ｐ＝ＱＲ成
立，其中 Ｒ是一个正交旋转矩阵．于是我们有 Ｆ（Γ２）＝
ＡＦ（Γ１）Ｒ，所以

Ａ＝Ｆ（Γ２）ＲＦ－１（Γ１）， （８）
将式（８）代入到式（７）得 ｙ′＝Ｒｘ′．所以，对于ｘ′∈Γ′１
存在 ｙ′∈Γ′２使得 ｙ′＝Ｒｘ′成立，所以Γ′２＝Ｒ·Γ′１，即

Γ′１与Γ′２是几何全等的．
３４２ 仿射不变描述子

由３．３．２节可知，曲线描述子 ＨＤ具有 ＲＳＴ不变
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性．对于存在仿射变换关系的两条若尔当曲线Γ１和Γ２
来说，它们的标准化曲线Γ′１和Γ′２只存在旋转变换关
系．我们计算Γ′１和Γ′２的ＨＤ描述子即可得到曲线Γ１
和Γ２的仿射不变描述子—ＣＨＤ，从而达到曲线Γ１和

Γ２匹配的目的．如图４所示，图４（ａ）和４（ｂ）表示两条
仿射对应的曲线Γ１和Γ２，图４（ｃ）表示Γ１和Γ２的标
准化曲线，它们是几何全等的．

３５ 度量方法

本文采用加权欧氏距离对曲线描述子进行差异性

度量，度量公式如下：

ｄ（Ｄ（Γ１），Ｄ（Γ２））＝‖Ｄ（Γ１）－Ｄ（Γ２）‖·Ｗ

＝ ∑
ｋ

ｉ＝１
ｗｋ·［Ｄｉ（Γ１）－Ｄｉ（Γ２）］槡 ２

（９）

公式中的权值定义为 ｗｉ＝ｅｘｐ（
ｉ－１
ｋｌｏｇρ）．参数ρ表示

描述子的第ｉ个分量与第ｉ－１个分量的权重比例．在实
验中，我们选择ρ＝０７５．

４ 开曲线匹配算法

４１ 窄带模型假设

由前面的讨论可知，若尔当曲线形成的区域可以

看成是一个薄膜．然而对于一条开曲线来说，这种假设
不成立．我们考虑能否找到某一封闭区域来表示开曲
线，通过提取区域的特征近似地描述开曲线的特征．基
于这种考虑，本文采用二维的窄带来表示开曲线，窄带

形成的区域就是一个封闭的区域．用窄带描述开曲线
时需要满足以下四个约束条件：

（１）窄带的形状必须能充分刻画开曲线的几何形
状，具有描述开曲线形状特征的独立性；

（２）窄带的轮廓曲线符合若尔当曲线定理；
（３）成仿射对应的两条开曲线，其对应的窄带也应

满足相同的仿射对应关系；

（４）窄带的宽度应保持在一定的范围区间内．
鉴于此，本文采用距离变换的方法建立窄带模型．

获取开曲线的窄带区域后，利用若尔当曲线的匹配算

法，提取窄带的仿射不变特征—ＣＨＤ，实现开曲线匹配．
４２ 距离变换

自从Ｒｏｓｅｎｆｅｌｄ和 Ｐｆａｌｔｚ［１８］于１９６６年首次提出距离

变换以来，该方法就被广泛地应用于图像处理和模式

识别领域．距离变换可看作以区域 Ｓ作为扩散源在区
域的补集Ｓｃ中以相同速度向各个方向传播的距离波，
距离波同一时刻到达的像素构成等值线，所有等值线

构成距离变换图．如图５所示为一幅二值图像及其欧氏
距离变换图，图５（ａ）表示一幅二值图像，图５（ｂ）表示
由各条不同的等值线构成的距离变换图．

４３ 建立窄带模型

本文对开曲线进行欧氏距离变换，形成一系列的

等值线，这些等值线构成一系列封闭区域，且它们的形

状依赖于开曲线的形状．这为开曲线的匹配做好了准
备．如图６所示，（ａ）和（ｂ）是两条仿射对应的开曲线，
（ｃ）和（ｄ）是由等值线构成的距离变换图．显然，开曲线
的距离变换图符合窄带模型的前两个条件．

假设 ｌ１，ｌ２分别为两条开曲线ｐ１ｐ

)

２、ｐ′１ｐ′

)

２的弦长，

ｈ１，ｈ２为开曲线ｐ１ｐ

)

２、ｐ′１ｐ′

)

２的最大弦高．当图像发生尺
度变换时，图像的面积会发生变化．由于仿射变换后两
个封闭区域的面积之比是仿射不变量，即 Ｓｐ′１ｐ′２／Ｓｐ１ｐ２＝
ｌ２ｈ２／ｌ１ｈ１＝ｄｅｔ（Ａ），其中 ｄｅｔ（Ａ）表示仿射矩阵 Ａ的行

列式的绝对值，Ｓｐ′１ｐ′２、Ｓｐ１ｐ２分别为开曲线ｐ′１ｐ′

)

２、ｐ１ｐ

)

２对

应的最大包络矩形的面积．若开曲线是一条直线段，则
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可将直线的长度看成是直线的面积，即 Ｓ＝ｌ．根据用窄
带描述开曲线时需满足４．１节约束条件（３）可知，两条
成仿射对应的开曲线，其对应窄带的欧氏距离变换参

数比例应为 ｌ２ｈ２／ｌ１ｈ１＝ｄｅｔ（Ａ）．对于一条开曲线，若其
弦长为 ｌ，最大弦高为 ｈ，则其距离变换参数 ｄ＝ｋｈｌ，其
中 ｋ为比例因子，其目的是使距离变换后的窄带宽度
在合适的范围区间内，即满足用窄带描述开曲线需满

足４．１节的约束条件（４）．

据此可以得到建立窄带模型的算法步骤：

步骤１ 输入图像 Ｉ，计算开曲线的弦长 ｌ，最大弦
高 ｈ，距离变换参数 ｄ＝ｋｈｌ；

步骤２ 对开曲线进行欧氏距离变换，形成距离变

换图像 Ｊ；
步骤３ 若距离图像 Ｊ中像素点的灰度值Ｊ（ｉ，ｊ）

≤ｄ则令Ｊ（ｉ，ｊ）＝０，否则令 Ｊ（ｉ，ｊ）＝１，结束．
这样就得到一幅二值图像，其中灰度值为０的像素

点形成窄带模型．

以开曲线ｐ１ｐ

)

２和ｐ′１ｐ′

)

２为例，分别以距离变换参数

ｄ１＝ｋｈ１ｌ１
ｄ２＝ｋｈ２ｌ{

２
（０＜ｋ＜１）， （１０）

为阈值将距离图像转换为二值图像，形成图 ６（ｅ）和 ６
（ｆ）所示的窄带模型．

在建立窄带模型时，我们先给定模型图像中开曲

线的距离变换参数 ｄ１，由于每段模型开曲线的弦长 ｌ
和最大弦高ｈ是已知的，所以由公式（１０）可以计算出 ｋ
的值，进而得到目标开曲线的距离变换参数 ｄ２．简而言
之，就是参数 ｄ２的取值由参数 ｄ１来决定，ｋ只是ｄ１与

ｄ２之间的传递参数．在实验中，我们根据不同的开曲线
选择参数 ｄ１，ｄ２的取值，其匹配程度只与参数 ｄ１，ｄ２的
取值有关．大量实验表明，当参数 ｄ１，ｄ２∈［５，１５］时，由
等值线形成的窄带区域可以近似满足仿射变换关系，

两条开曲线的匹配度最佳．为了验证窄带模型的有效
性，我们做了多组实验．下面给出一组实验说明用窄带
模型表示开曲线的有效性．

图７（ａ）和７（ｂ）表示两条仿射对应的开曲线，曲线
ｐ的弦长ｌ１＝１５９，最大弦高 ｈ１＝９０８，开曲线 ｑ的弦长
ｌ２＝１３７８，最大弦高 ｈ２＝８１８．我们按照公式（１０）计算
的距离值对开曲线 ｐ和ｑ建立窄带模型，每次都提取曲
线的４７个特征值．图 ７（ｃ）－７（ｆ）表示在不同的 ｄ１，ｄ２
取值下，两条开曲线４７个特征值绘成的曲线图．当 ｄ１，
ｄ２∈［５，１５］时，两条曲线特征值差的绝对值始终保持在
零附近，而当 ｄ１和 ｄ２的取值超过１５时，两条曲线特征
值差的绝对值偏差稍大．这是由于当窄带的宽度超过
最佳宽度范围时，窄带模型丢失了开曲线的细节信息．

５ 实验结果与讨论

本文实验共分为三部分．首先用标准图像库的图
像生成测试集对本文的描述子进行性能评价；然后用

自然场景中的真实图像进行图像匹配实验；最后将提

出的窄带模型应用于部分遮挡目标的匹配．
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５１ 描述子的性能评价

如图 ８（ａ）所示，在实验中本文选取 ＭＰＥＧ７－ＣＥ
Ｓｈａｐｅ１－Ｐａｒｔ－Ｂ标准图像库中的５０种不同类型的图像
作为模型图像．我们对每类模型图像进行随机的仿射
变换形成９幅仿射图像，加上原图像每种类型共有 １０
幅图像．５０种类型共５００幅图像作为我们的测试集．在
图８（ｂ）中，本文仅给出５种图像的仿射变形图像，它们
分别是ｂａｔ（蝙蝠）、ｃａｍｅｌ（骆驼）、ｂｅｌｌ（钟）、ｊａｒ（罐子）和
ｃｈｉｌｄｒｅｎ（儿童）．

本文采用文献［１４］中计算查全率与查准率的方法
评估曲线描述子的性能．我们将本文提出的 ＣＨＤ描述
子与 Ｚｅｒｎｉｋｅ矩形状描述子［１９］（ＺｅｒｎｉｋｅＭｏｍｅｎｔＤｅｓｃｒｉｐ
ｔｏｒ，ＺＭＤ）、仿射傅里叶描述子［７］（ＦｏｕｒｉｅｒＤｅｓｃｒｉｐｔｏｒｂａｓｅｄ
ｏｎｍｏｍｅｎｔＮｏｒｍａｌｉｚａｔｉｏｎ，ＦＤＮ）和文献［１４］中的描述子进
行比较．图９给出了四种方法在测试集中的查全率和查
准率曲线．从图９中可以看出，本文方法在各个查全率
下的查准率，比其他三种方法都要高．实验结果表明本
文方法比其他三种方法具有更强的形状描述能力．
５２ 真实图像实验

本组实验选取香港地区卫星图像进行实验．如图
１０所示为从不同视点获取的香港地区的卫星图像，我
们对两幅图像标记了１０对不同的区域．

表１给出了本文算法与其它三种算法对卫星图像
的匹配结果，从该表中可以看出本文算法和 ＦＤＮ算法
使得标记的１０对区域全部匹配，并且没有出现误匹配．
表２给出了四种算法对室内场景图像的匹配结果，ＦＤＮ
算法在描述轮廓曲线时，仅利用了边界点和相邻两点

与形心点的角度信息，并没有考虑区域的内部点集信

息．文献［１４］用差分方法提取曲线的描述子时会产生累
积误差，从而影响形状匹配效果．Ｚｅｒｎｉｋｅ矩不具备完全
的仿射不变性，因而对形变严重的图像，匹配效果较

差．而本文算法在提取形状特征时，既利用了轮廓曲线
的边界条件，又利用了区域内部点的信息．从整体来
说，本文算法具有较强的形状匹配能力．

表１ 四种算法对卫星图实验的匹配结果

配匹
实验＆算法

正确匹配 误匹配 未匹配 匹配率／％

卫星

图像

实验

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩 ８ ０ ２ ８０
文献［１４］ ９ １ ０ ９０
ＦＤＮ算法 １０ ０ ０ １００
本文算法 １０ ０ ０ １００

５３ 局部遮挡图实验

为了验证窄带模型的有效性，我们选取局部遮挡

图像进行实验．当目标图像存在局部遮挡时，其标准化
后的形状与原图像标准化后的形状不存在几何全等关

系．这时我们需要对轮廓曲线进行分段处理，利用提出
的窄带模型实现开曲线的匹配．如图１１所示，图１１（ａ）
是模型图像，图１１（ｂ）是模型图像提取角点后的轮廓曲
线，图１１（ｃ）是模型轮廓分段图，图１１（ｄ）是模型图像在
局部遮挡时，经过仿射变换得到的目标图像，图１１（ｅ）
是目标图像提取角点后的轮廓曲线，图１１（ｆ）是目标轮
廓曲线的分段图．我们对分段后形成的每一条开曲线
按照第４节的方法形成封闭的窄带，然后提取每条窄带
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的仿射不变特征量．

表２ 本文算法对模型图像与目标图像的差异度

目 标 图 像

模

型

图

像

Ｄｉｆ Ｔ１ Ｔ２ Ｔ３ Ｔ４ Ｔ５ Ｔ６ Ｔ７
Ｓ１ ０．０５９ ０．４０４ ０．３５８ ０．２４４ ０．３１５ ０．４８５ ０．２５２
Ｓ２ ０．４８４ ０．１６３ ０．２７７ ０．５３２ ０．２９７ ０．２７８ ０．３６７
Ｓ３ ０．３４７ ０．２２０ ０．１１０ ０．３５６ ０．２２５ ０．２２２ ０．２４８
Ｓ４ ０．２６６ ０．４７４ ０．３９８ ０．０９９ ０．３４９ ０．５１９ ０．２９２
Ｓ５ ０．３５３ ０．２００ ０．２３２ ０．３５２ ０．１２３ ０．２４４ ０．２０６
Ｓ６ ０．３９９ ０．２３１ ０．２２８ ０．４０６ ０．２８７ ０．２５０ ０．２３９
Ｓ７ ０．２２２ ０．３０２ ０．２６９ ０．２５７ ０．２２５ ０．３５５ ０．１４１

表３ 四种算法对遮挡图实验的匹配结果

配匹
实验＆算法

正确匹配 误匹配 未匹配 匹配率／％

遮挡

实验

Ｚｅｒｎｉｋｅ矩 ４ ２ ０ ６６．６７
文献［１４］ ５ １ ０ ８３．３３
ＦＤＮ算法 ５ ０ １ ８３．３３
本文算法 ６ ０ ０ １００

表２给出了本文算法对各条窄带计算的差异度数
值．在理想情况下，总共有６对曲线段是匹配的，从表２
中可知，除了第６段遮挡的曲线段没有匹配外，其余的
曲线段全部匹配．我们对形成的每条窄带分别提取其
它三种描述子，并与本文描述子进行实验对比，实验结

果见表３．从该表中的数据可知，本文算法实现了 ６段
开曲线的匹配，与其它算法相比，匹配效果最好．

６ 结论

本文提出了一种新的基于薄膜振动模型的曲线描

述子—ＣＨＤ．该描述子由膜振动方程的本征值来确定，
既能描述轮廓曲线的形状特征，又能反映区域的内部

信息．薄膜密度与图像灰度信息之间的对应关系，薄膜
的振动模式与曲线特征向量之间的映射关系，使得该

描述子具有深刻的物理意义．
我们将两条仿射对应的若尔当曲线进行标准化，

使曲线的仿射变换问题降低为旋转变换问题，有利于

若尔当曲线的匹配．引用欧氏距离变换思想对开曲线
建立窄带模型，通过提取窄带轮廓曲线的不变特征来

描述开曲线，使得局部遮挡目标的匹配问题得到了有

效解决．用测试集中的图像做了多次实验，同时与
Ｚｅｒｎｉｋｅ矩描述子，仿射傅里叶描述子和文献［１４］中的
算法进行实验对比，结果表明本文的方法要优于这三

种方法．真实图像实验也表明本文的算法取得了较好
的匹配效果．

本文算法主要在以下两方面存在不足．首先，对于
形状复杂的开曲线，本文算法匹配效果不够理想．其主
要原因是：用欧氏距离变换形成的窄带与原开曲线相

比会变得比较平滑，窄带模型会丢失复杂开曲线的细

节信息．其次，本文算法尚不能应用于具有拓扑空洞的
形状匹配．其原因在于，本文算法要求提取的轮廓曲线
必须符合若尔当曲线定理，即要求形状区域是单连通

区域．而拓扑空洞的形状区域至少具有内外两条轮廓
曲线，它们不符合若尔当曲线定理．现阶段一种研究思
路是对拓扑空洞进行填充，先处理形状的外轮廓，然后

再匹配内轮廓，这正是我们下一步研究的方向．
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