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摘 要： 为解决传统粒子群优化算法易出现早熟的不足，提出了精英反向学习策略，引入精英粒子，采用反向学

习生成其反向解，扩大搜索区域的范围，可增强算法的全局勘探能力．同时，为避免最优粒子陷入局部最优而导致整个
群体出现搜索停滞，提出了差分演化变异策略，采用差分演化算法搜索最优粒子的邻域空间，可增强算法的局部开采

能力．在１４个测试函数上将本文算法与多种知名的ＰＳＯ算法进行对比，实验结果表明本文算法在解的精度与收敛速
度上更优．
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１ 引言

粒子群优化算法（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）是
由Ｋｅｎｎｅｄｙ和Ｅｂｅｒｈａｒｔ等人提出的一种群体智能优化技
术［１］．ＰＳＯ概念简单、易于实现，已吸引了众多研究人员
的兴趣，并在多个科学与工程领域中得到了成功应用．
虽然ＰＳＯ已表现出了良好的性能，但在解决一些较复
杂的优化问题时，容易陷入局部最优且收敛速度较慢．

在ＰＳＯ中，粒子的飞行轨迹主要受自身极值（ｐｂｅｓｔ）
与全局极值（ｇｂｅｓｔ）的影响，这在很大程度上决定了算法
的收敛速度与解的质量．因而，如何从这两类极值中挖

掘出更多的有效信息，来指导粒子“飞入”更好的搜索区

域是增强ＰＳＯ性能的关键．本文提出了一种精英反向
学习的 ＰＳＯ算法（ＥｌｉｔｅＯｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄＰＳＯ，ＥＯＰＳＯ），采
用精英反向学习策略（ＥｌｉｔｅＯｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄＬｅａｒｎｉｎｇ，
ＥＯＢＬ）来生成精英粒子的反向解，构造与当前群体对应
的反向群体，该策略有助于搜索更多的有效区域来提高

群体的多样性，增强算法的全局勘探能力．同时，提出了
一种新的变异策略，采用差分演化算法搜索最优粒子的

邻域空间，避免最优粒子陷入局部最优而导致整个群体

出现搜索停滞，增强算法的局部开采能力．在１４个典型
的测试函数上进行数值实验，将本文算法与多种知名
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ＰＳＯ算法对比，实验结果表明本文算法在大部分测试函
数上更优，有效地提高了ＰＳＯ的性能．

２ ＰＳＯ算法

ＰＳＯ是一种群体随机搜索算法，对一个 Ｄ维的优
化问题而言，群体中的每个粒子表征一个可行解，具有

速度与位置两个属性．在算法的演化过程中，粒子的自
身极值（ｐｂｅｓｔ）与群体的全局极值（ｇｂｅｓｔ）均被保存，用于
更新粒子的速度与位置．设当前群体 Ｐ（ｔ）中包含了
ＮＰ个粒子，第 ｉ个粒子Ｘｉ＝（ｘｉ，１，ｘｉ，２，…，ｘｉ，Ｄ）的第 ｊ
维速度分量ｖｉ，ｊ和位置分量ｘｉ，ｊ，可分别用如下公式（１）
和（２）来更新．

ｖｉ，ｊ（ｔ＋１）＝ωｖｉ，ｊ（ｔ）＋ｃ１ｒ１（ｐｂｅｓｔｉ，ｊ－ｘｉ，ｊ（ｔ））
＋ｃ２ｒ２（ｇｂｅｓｔｊ－ｘｉ，ｊ（ｔ）） （１）

ｘｉ，ｊ（ｔ＋１）＝ｘｉ，ｊ（ｔ）＋ｖｉ，ｊ（ｔ＋１） （２）
其中，ｉ＝１，２，…，ＮＰ；ｊ＝１，２，…，Ｄ；ω是惯性权值，ω
∈［０，１］．ｃ１和 ｃ２是学习因子，ｃ１，ｃ２∈［０，２］．ｒ１和 ｒ２是
［０，１］区间上的均匀分布随机数．

３ 精英反向学习的ＰＳＯ算法

３１ 精英反向学习策略

反向学习策略（ＯｐｐｏｓｉｔｉｏｎｂａｓｅｄＬｅａｒｎｉｎｇ，ＯＢＬ）是近
年来计算智能领域内出现的一种新技术［４］，已应用到

了多种优化算法中［５～８］，它的主要思想是：对一个可行

解，同时计算并评估其反向解，从中选择较优的解作为

下一代个体．下面给出反向点（可视为反向解）的定义．
定义 １ 反向点（ＯｐｐｏｓｉｔｅＰｏｉｎｔ）［７］．设 Ｘｉ＝（ｘｉ，１，

ｘｉ，２，…，ｘｉ，Ｄ）是 Ｄ维空间中的一个点（可视为可行解），
ｘｊ∈［ａｊ，ｂｊ］，其对应的反向点

(ｘｉ＝（

(ｘ１，

(ｘ２，…，

(ｘＤ）可定
义为

(ｘｊ＝ａｊ＋ｂｊ－ｘｊ （３）
在速度更新公式

（１）中，粒子的飞行
轨迹由 ３项决定：
Ｖｉ，ｐｂｅｓｔｉ和 ｇｂｅｓｔ．
但对一个给定的粒

子 ｉ，Ｖｉ为已知，则
其飞行轨迹是由

ｐｂｅｓｔｉ和ｇｂｅｓｔ共同决定．图１描述了粒子的飞行过程，

从中可看出 ｐｂｅｓｔｉ和 ｇｂｅｓｔ作为搜索空间中的关键点，
引导着粒子飞向新的位置．

因而，若用ＯＢＬ策略生成ｐｂｅｓｔｉ和 ｇｂｅｓｔ的反向解，
它们是否比粒子自身的反向解更好呢？为此，进行初

步实验，结果证实了 ｐｂｅｓｔｉ和 ｇｂｅｓｔ的反向解通常比粒
子自身的反向解更优．为突出 ｐｂｅｓｔｉ和 ｇｂｅｓｔ的重要作

用，与群体中的粒子（即普通粒子）区分开，将其定义为

精英粒子．下面以优化二维 Ｒａｓｔｒｉｇｒｉｎ函数为例来进一
步说明这一现象．

图２（ａ）～（ｄ）是用基本 ＰＳＯ优化二维 Ｒａｓｔｒｉｇｒｉｎ函
数，在算法的第１，１０，３０和８０代时，精英粒子与普通粒
子的反向解在搜索区域的位置分布，群体规模为１０．图
中“＋”，“Ｏ”，“”分别表示普通粒子的反向解，全局最
优解，精英粒子的反向解．可看出，在算法的演化过程
中粒子群的活动区域不断变化，逐步向最优解靠拢．值
得注意的是，大多数精英粒子的反向解比普通粒子的

反向解更靠近最优解．因而，若在搜索过程中引入这些
精英粒子的反向解，则可拓宽群体的活动区域，提高多

样性，有利于避免算法陷入局部最优．下面给出精英反
向解的定义．

定义２ 精英反向解（ＥｌｉｔｅＯｐｐｏｓｉｔｅＳｏｌｕｔｉｏｎ）．设 Ｘｉ
＝（ｘｉ，１，ｘｉ，２，…，ｘｉ，Ｄ）是一普通粒子，对应的自身极值
即为精英粒子 Ｘｅｉ＝（ｘｅｉ，１，ｘｅｉ，２，…，ｘｅｉ，Ｄ），则精英反向解

(ｘｅｉ＝（

(ｘｅｉ，１，

(ｘｅｉ，２，…，

(ｘｅｉ，Ｄ）可定义为

(ｘｅｉ，ｊ＝ｋ·（ｄａｊ＋ｄｂｊ）－ｘｅｉ，ｊ （４）
其中 ｘｅｉ，ｊ∈［ａｊ，ｂｊ］，ｋ∈Ｕ（０，１）为一般化系数，［ｄａｊ，ｄｂｊ］
为第 ｊ维搜索空间的动态边界，可按如下公式（５）计算
得到．

ｄａｊ＝ｍｉｎ（ｘｉ，ｊ）， ｄｂｊ＝ｍａｘ（ｘｉ，ｊ） （５）
用搜索空间的动态边界代替固定边界，有利于保

存搜索经验，使得生成的反向解能够位于逐步缩小的

搜索空间中．此外，反向解可能会跳出边界［ａｊ，ｂｊ］成为
非可行解，对其采用随机生成的方法来重置，如公式

（６）所示．

(ｘｅｉ，ｊ＝ｒａｎｄ（ａｊ，ｂｊ） ｉｆ(ｘｅｉ，ｊ＜ａｊｏｒｂｊ＞

(ｘｅｉ，ｊ （６）
其中，ｒａｎｄ（·）是区间［ａｊ，ｂｊ］上的一个随机数．
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３２ 差分演化变异策略

在ＰＳＯ中，群体的最优粒子ｇｂｅｓｔ有重要作用，引导
着群体向最优解前进．但若ｇｂｅｓｔ陷入局部最优，则易导
致群体出现搜索停滞，可对其进行变异操作，搜索邻域

空间，增加跳出局部最优的概率．Ｗａｎｇ等人在文献［７，
８］中，提出了一种柯西变异策略（ＣａｕｃｈｙＭｕｔａｔｉｏｎ，ＣＭ），
采用如下公式（７）对ｇｂｅｓｔ进行变异．

ｇｂｅｓｔｊ＝ｇｂｅｓｔｊ＋ｃａｕｃｈｙ（） （７）
其中，ｇｂｅｓｔｊ是最优粒子在第ｊ维分量，ｃａｕｃｈｙ（）是服从
标准柯西分布的随机数，ｇｂｅｓｔｊ为变异后的值．该策略
在一些测试函数上效果良好，如：Ｓｃｈｗｅｆｅｌ函数，但对另
外一些函数却作用不大．

本文提出了一种差分演化变异策略（Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＭｕｔａｔｉｏｎ，ＤＥＭ）．该策略采用差分演化算法
对ｇｂｅｓｔ进行扰动．在差分演化算法中，有多种试验向量
生成策略及参数设置［９］．而在ＤＥＭ策略中，需要试验向
量生成策略能够使得搜索集中在 ｇｂｅｓｔ的邻域空间．为
此，采用“ｂｅｓｔ／２／ｂｉｎ”作为变异策略，如公式（８）所示．
ｍｊ＝ｇｂｅｓｔｊ＋Ｆ·（Ｘｒ１，ｊ－Ｘｒ２，ｊ）＋Ｆ·（Ｘｒ３，ｊ－Ｘｒ４，ｊ） （８）

其中，Ｆ是尺度系数，ｒ１，ｒ２ｒ３和 ｒ４是区间［１，ＮＰ］上
互不相同的随机整数，代表不同粒子的下标，ｊ为维度．
ｍｊ是扰动后的值．然后，采用如下二项式交叉操作生成
试验向量 ｇｂｅｓｔ．

ｇｂｅｓｔｊ＝
ｍｊ， ｉｆｒａｎｄ≤ＣＲｏｒｊｒａｎｄ＝ｊ
ｇｂｅｓｔｊ，{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（９）

其中，ｒａｎｄ是［０，１］间的均匀分布随机数，对每一维都需
重新生成．ＣＲ为交叉概率，ｊｒａｎｄ是区间［１，Ｄ］上随机生
成的一整数，保证 ｇｂｅｓｔ至少有一维不同于 ｇｂｅｓｔ．实验
中，参数 Ｆ，ＣＲ分别设为１和０１．
３３ ＥＯＰＳＯ

在ＥＯＢＬ策略中，还需解决如何从当前群体与反向群
体中选择出 ＮＰ个解作为下一代个体．本文采用群体选择
机制，将当前群体与反向群体的个体按适应值排序，选择

最好的 ＮＰ个进入下一代．算法１用伪代码描述了ＥＯＰＳＯ
的基本步骤，Ｐ为当前群体，ｒａｎｄ是服从 Ｕ（０，１）的随机
数，ＪＲ是使用ＥＯＢＬ策略的概率，ＯＰ为反向群体．

算法１ ＥＯＰＳＯ算法的基本步骤．
ＲａｎｄｏｍｌｙｉｎｉｔｉａｌｉｚｅＮＰｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｎｔｈｅｓｗａｒｍＰ；
ｗｈｉｌｅｓｔｏｐｐｉｎｇｃｒｉｔｅｒｉｏｎｉｓｎｏｔｍｅｅｔｄｏ
ｉｆｒａｎｄ≤ＪＲｔｈｅｎ
Ｕｐｄａｔｅ［ｄａｊ，ｄｂｊ］ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＥｑ．（５）；

ＧｅｎｅｒａｔｅｔｈｅｏｐｐｏｓｉｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｅａｃｈＸｅｉｉｎｔｈｅｃｕｒｒｅｎｔｓｗａｒｍＰ
ｔｏｃｏｎｓｔｒｕｃｔＯＰｂｙＥｑ．（４）；
ＳｅｌｅｃｔｔｈｅＮＰｂｅｓｔｆｉｔｔｅｓｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｒｏｍＰ∪ＯＰａｓｔｈｅｎｅｘｔ

ｓｗａｒｍｂｙｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｂａｓｅｄｓｅｌｅｃｔｉｏｎｍｅｃｈａｎｉｓｍ；
ｅｎｄ
ｅｌｓｅ
ＥｘｅｃｕｔｅｔｈｅｃａｎｏｎｉｃａｌＰＳＯａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＥｑｓ．（１）ａｎｄ（２）；
ｅｎｄ
ＥｘｅｃｕｔｅｔｈｅＤＥＭｓｔｒａｔｅｇｙｏｎｇｂｅｓｔｂｙＥｑｓ．（８）ａｎｄ（９）；

ｅｎｄ

４ 数值实验及分析

４１ 测试函数

实验中采用表１中所列的１４个测试函数，按其属
性分为三类：单峰及简单的多峰函数（ｆ１～ｆ２），非旋转
的多峰函数（ｆ３～ｆ８），带旋转的多峰函数（ｆ９～ｆ１４），这些
函数的全局最优值均为０，维度 Ｄ＝３０．表中，Ｘ∈Ｒｎ为
定义域，“Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ”为解的精度阈值，用于判断算法是
否运行成功．

表１ 数值实验使用的１４个测试函数

Ｆｕｎｓ． Ｎａｍｅ Ｘ Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄ
ｆ１ Ｓｐｈｅｒｅ ［－１００，１００］ １．００Ｅ－０６
ｆ２ Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ ［－２．０４，２．０４］ １．００Ｅ＋０１
ｆ３ Ａｃｋｌｅｙ ［－３２．７，３２．７］ １．００Ｅ－０６
ｆ４ Ｇｒｉｅｗａｎｋｓ ［－６００，６００］ １．００Ｅ－０６
ｆ５ Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ ［－０．５，０．５］ １．００Ｅ－０６
ｆ６ Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ ［－５．１２，５．１２］ １．００Ｅ－０６
ｆ７ ＮｏｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＲａｓｔｒｉｇｉｎ ［－５．１２，５．１２］ １．００Ｅ－０６
ｆ８ Ｓｃｈｗｅｆｅｌ ［－５００，５００］ ２．００Ｅ－０６
ｆ９ ＲｏｔａｔｅｄＡｃｋｌｅｙ ［－３２．７，３２．７］ １．００Ｅ－０６
ｆ１０ ＲｏｔａｔｅｄＧｒｉｅｗａｎｋｓ ［－６００，６００］ １．００Ｅ－０６
ｆ１１ ＲｏｔａｔｅｄＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ ［－０．５，０．５］ １．００Ｅ－０６
ｆ１２ ＲｏｔａｔｅｄＲａｓｔｒｉｇｉｎ ［－５．１２，５．１２］ １．００Ｅ＋０１
ｆ１３ ＲｏｔａｔｅｄＮｏｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＲａｓｔｒｉｇｉｎ ［－５．１２，５．１２］ １．００Ｅ－０６
ｆ１４ ＲｏｔａｔｅｄＳｃｈｗｅｆｅｌ ［－５００，５００］ ３．００Ｅ＋０３

４２ 与ＯＢＬｂａｓｅｄＰＳＯ算法的比较
将ＥＯＰＳＯ与其他两种 ＯＢＬｂａｓｅｄＰＳＯ算法进行比

较，分别是 ＯＰＳＯ［８］和 ＧＯＰＳＯ［９］．ＯＰＳＯ采用 ＯＢＬ策略和
ＣＭ策略，而 ＧＯＰＳＯ采用了一般反向学习策略和 ＣＭ策
略．另外，基本 ＰＳＯ也加入对比．在 ＥＯＰＳＯ中，参数 ｃ１＝
ｃ２＝１．１９３，ω＝０７２１，ＪＲ＝０３，粒子最大速度 Ｖｍａｘ为搜
索空间的一半，ＮＰ为４０．基本 ＰＳＯ，ＯＰＳＯ和ＧＯＰＳＯ的参
数设置与原文献相同．对所有算法，适应值最大评估次
数设为２０００００，在每个测试函数上运行３０次，记录结果
的均值．为判断ＥＯＰＳＯ与３种对比算法的性能是否存在
显著性差异，采用双尾 ｔ检验对结果进行统计分析，显
著性水平设为００５，自由度为５８，符号“＋”，“－”和“≈”
分别表示 ＥＯＰＳＯ的性能要优于，劣于和相当于对比算
法．表２给出４种算法的实验结果，最好值用粗体显示．

从表２可得出ＥＯＰＳＯ是４种算法中性能最好的，在所
有函数上均优于ＯＰＳＯ．与ＰＳＯ相比，除 ｆ３外，ＥＯＰＳＯ在其
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他函数上更优．虽然在 ｆ３上，ＧＯＰＳＯ为最优，但ＥＯＰＳＯ在８
个函数上更好．图４描述了上述４种 ＰＳＯ算法的收敛曲
线，受篇幅限制，仅给出了两个代表性的函数．
表２ＰＳＯ，ＯＰＳＯ，ＧＯＰＳＯ和 ＥＯＰＳＯ算法在１４个测试函数上的结果均值

Ｆｕｎｓ． ＰＳＯ ＯＰＳＯ ＧＯＰＳＯ ＥＯＰＳＯ
ｆ１ ９．７８Ｅ－３０＋ ８．０５Ｅ－８１＋ １．２４Ｅ－２７２＋ ０．００Ｅ＋００
ｆ２ ２．９３Ｅ＋０１＋ ９．７８Ｅ＋００＋ １．４８Ｅ＋０１＋ ３．７４Ｅ－０２
ｆ３ ３．９４Ｅ－１４≈ １．３９Ｅ＋００＋ ３．４３Ｅ－１５≈ ３．９９Ｅ－１５
ｆ４ ８．１３Ｅ－０３＋ １．２７Ｅ－０２＋ ０．００Ｅ＋００≈ ０．００Ｅ＋００
ｆ５ １．３０Ｅ－０４＋ ２．２１Ｅ＋００＋ １．０４Ｅ－０８＋ ７．３６Ｅ－１０
ｆ６ ２．９０Ｅ＋０１＋ ５．２３Ｅ＋０１＋ ０．００Ｅ＋００≈ ０．００Ｅ＋００
ｆ７ ２．９７Ｅ＋０１＋ ８．６４Ｅ＋０１＋ ０．００Ｅ＋００≈ ０．００Ｅ＋００
ｆ８ １．１０Ｅ＋０３＋ １．４５Ｅ＋０３＋ １．１４Ｅ＋０３＋ ４．０１Ｅ＋０２
ｆ９ ２．８０Ｅ－０１＋ １．８９Ｅ＋００＋ ９．５９Ｅ－１３＋ １．６３Ｅ－１５
ｆ１０ １．６４Ｅ－０１＋ ４．３７Ｅ－０２＋ ０．００Ｅ＋００≈ ０．００Ｅ＋００
ｆ１１ ６．６６Ｅ－０１＋ ８．６５Ｅ＋００＋ ２．６４Ｅ－１３－ １．１７Ｅ－０９
ｆ１２ ９．９０Ｅ＋００＋ ９．０２Ｅ＋０１＋ ０．００Ｅ＋００≈ ０．００Ｅ＋００
ｆ１３ ６．３２Ｅ＋０１＋ １．８６Ｅ＋０２＋ １．８９Ｅ＋０２＋ ９．７８Ｅ＋００
ｆ１４ ２．６７Ｅ＋０３＋ ２．６３Ｅ＋０３＋ ２．６９Ｅ＋０３＋ ２．１７Ｅ＋０３
＋ １３ １４ ８ －－
－ ０ ０ １ －－
≈ １ ０ ６ －－

图 ３（ａ）是在 ｆ４上的收敛曲线，虽然 ＧＯＰＳＯ和
ＥＯＰＳＯ都找到了最优解，但 ＥＯＰＳＯ收敛更快．在 ｆ８上，
ＥＯＰＳＯ整体上比其他算法收敛更快．ＥＯＰＳＯ在解的精
度和收敛速度上具有优良性能的原因是：（１）精英反向
解有助于勘探更多的优质搜索区域，提高群体的多样

性；（２）ＤＥＭ策略有利于增强算法的开采能力，而群体
选择策略可加快收敛速度．总之，ＥＯＰＳＯ期望能平衡算
法的勘探与开采能力．
４３ 与知名ＰＳＯ算法的比较

本节中，将ＥＯＰＳＯ与５种知名 ＰＳＯ算法对比，分别
是：ＵＰＳＯ［１１］，ＦＤＲＰＳＯ［１２］，ＦＩＰＳ［１３］，ＣＰＳＯＨ［１４］和ＣＬＰ

ＳＯ［１０］．ＵＰＳＯ是统一的 ＰＳＯ算法，它集成了全局与局部
版本的 ＰＳＯ算法．在 ＦＤＲＰＳＯ中，粒子的速度更新中除
了ｐｂｅｓｔ和ｇｂｅｓｔ外，还采用了具有较好适应值和距离较
近的邻域粒子，即适应值与距离比率最高的粒子．ＦＩＰＳ
是信息互通的 ＰＳＯ算法，用邻域粒子的信息来更新速
度．ＣＰＳＯＨ是一种协作的ＰＳＯ算法，它的主要思想是将
搜索空间划分成多个子空间再搜索．ＣＬＰＳＯ利用其他粒
子的ｐｂｅｓｔ代替ｇｂｅｓｔ来指导粒子的速度更新，可提高群
体的多样性．ＥＯＰＳＯ的参数设置与４．２节相同，而上述
５种对比 ＰＳＯ算法直接采用文献［１０］中的设置．表３给
出了６种ＰＳＯ算法的实验结果．

表３ ＵＰＳＯ，ＦＤＲＰＳＯ，ＦＩＰＳ，ＣＰＳＯＨ，ＣＬＰＳＯ和ＥＯＰＳＯ算法在１４个测试函数上的结果均值

Ｆｕｎｓ． ＵＰＳＯ ＦＤＲＰＳＯ ＦＩＰＳ ＣＰＳＯＨ ＣＬＰＳＯ ＥＯＰＳＯ
ｆ１ ４．１７Ｅ－８７＋ ４．８８Ｅ－１０２≈ ２．６９Ｅ－１２＋ １．１６Ｅ－１３＋ １．４６Ｅ－１４＋ ０．００Ｅ＋００
ｆ２ １．５１Ｅ＋０１＋ ５．３９Ｅ＋００＋ ２．４５Ｅ＋０１＋ ７．０８Ｅ＋００＋ ２．０１Ｅ＋０１＋ ３．７４Ｅ－０２
ｆ３ １．２２Ｅ－１５－ ２．８４Ｅ－１４＋ ４．８１Ｅ－０７＋ ４．９３Ｅ－１４＋ ０．００Ｅ＋００－ ３．９９Ｅ－１５
ｆ４ １．６６Ｅ－０３＋ １．０１Ｅ－０２＋ １．１６Ｅ－０６＋ ３．６３Ｅ－０２＋ ３．１４Ｅ－１０＋ ０．００Ｅ＋００
ｆ５ ９．６０Ｅ＋００＋ ７．４９Ｅ－０３＋ １．５４Ｅ－０１＋ ７．８２Ｅ－１５－ ３．４５Ｅ－０７＋ ７．３６Ｅ－１０
ｆ６ ６．５９Ｅ＋０１＋ ２．８４Ｅ＋０１≈ ７．３０Ｅ＋０１＋ ０．００Ｅ＋００≈ ４．８５Ｅ－１０＋ ０．００Ｅ＋００
ｆ７ ６．３４Ｅ＋０１＋ １．４４Ｅ＋０１≈ ６．０８Ｅ＋０１＋ １．００Ｅ－０１＋ ４．３６Ｅ－１０＋ ０．００Ｅ＋００
ｆ８ ４．８４Ｅ＋０３＋ ３．６１Ｅ＋０３＋ ２．０５Ｅ＋０３＋ １．０８Ｅ＋０３＋ １．２７Ｅ－１２－ ４．０１Ｅ＋０２
ｆ９ １．００Ｅ＋００＋ １．４０Ｅ－０１≈ ２．２５Ｅ－１５≈ １．３６Ｅ＋００＋ ３．６５Ｅ－０５≈ １．６３Ｅ－１５
ｆ１０ ７．７６Ｅ－０２＋ １．４４Ｅ－０１＋ １．７０Ｅ－０１＋ １．２０Ｅ－０１＋ ４．５０Ｅ－０２＋ ０．００Ｅ＋００
ｆ１１ ２．６１Ｅ＋００＋ ３．３４Ｅ－０１＋ ５．９３Ｅ－１４－ ４．３５Ｅ＋００＋ ３．７２Ｅ－１０－ １．１７Ｅ－０９
ｆ１２ １．５２Ｅ＋０１＋ ９．２５Ｅ＋００＋ １．２０Ｅ＋０１＋ ２．６７Ｅ＋０１＋ ５．９７Ｅ＋００＋ ０．００Ｅ＋００
ｆ１３ ７．７４Ｅ＋０１＋ ７．５８Ｅ＋０１＋ ４．３６Ｅ＋０１＋ ８．８０Ｅ＋０１＋ ３．７７Ｅ＋０１＋ ９．７８Ｅ＋００
ｆ１４ ５．６０Ｅ＋０３＋ ２．６０Ｅ＋０３＋ ３．７８Ｅ＋０３＋ ３．６４Ｅ＋０３＋ １．７０Ｅ＋０３－ ２．１７Ｅ＋０３
＋ １３ １０ １２ １２ ９ －－
－ １ ０ １ １ ４ －－
≈ ０ ４ １ １ １ －－
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表４ ６种ＰＳＯ算法的
平均排名

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ Ｒａｎｋｉｎｇｓ

ＥＯＰＳＯ １．６１

ＣＬＰＳＯ ２．３９

ＦＤＲＰＳＯ ３．６１

ＣＰＳＯＨ ４．２５

ＦＩＰＳ ４．４３

ＵＰＳＯ ４．７１

从表３可看出，ＥＯＰＳＯ在
１３个函数上均优于 ＵＰＳＯ．与
ＦＤＲＰＳＯ相比，ＥＯＰＳＯ在所有
函数上的结果均更优或相

当．ＦＩＰＳ在 ｆ１１上表现最优，但
ＥＯＰＳＯ在 １２个函数上更优．
在 ｆ６上，ＣＰＳＯＨ与 ＥＯＰＳＯ表
现相同，均找到了最优解，但

ＥＯＰＳＯ在 １２个函数上更优．
与 ＣＬＰＳＯ相比，ＥＯＰＳＯ在 ９
个函数上更好．为在统计意义上比较多个算法的性能，
采用 Ｆｒｉｅｄｍａｎ检验对结果进行分析，表 ４给出了 ６种
ＰＳＯ算法的平均排名，ＥＯＰＳＯ为第一．
４４ ＤＥＭ策略与算法计算复杂度分析

为研究 ＤＥＭ策略的有效性，将不含变异策略的
ＥＯＰＳＯ（ＥＯＰＳＯＮＵＬＬ）和集成 ＣＭ策略的 ＥＯＰＳＯ（ＥＯＰ
ＳＯＣＭ）作为对比算法．实验中记录算法３０次运行的变

异策略成功次数的均值（ＭｅａｎＮｕｍｂｅｒｏｆＳｕｃｃｅｓｓｆｕｌＭｕｔａ
ｔｉｏｎ，ＭＮＳＭ）．若变异后的 ｇｂｅｓｔ值更优，则认为变异策略
成功运行．此外，也记录算法在 ３０次运行中的成功率
（ＳｕｃｃｅｓｓｆｕｌＲａｔｅ，ＳＲ％），若算法的最终解小于表 １中规
定的阈值，则认为算法成功运行．表５给出了实验结果，
其中“Ｍｅａｎ”代表结果的均值．

从表 ５可看出，除 ｆ８和 ｆ１４外，ＥＯＰＳＯＤＥＭ在大部
分函数上均比 ＥＯＰＳＯＣＭ的 ＭＮＳＭ值更高，表示 ＤＥＭ
策略效果更好．然而，在 ｆ１，ｆ４和 ｆ１０上，ＥＯＰＳＯＤＥＭ和
ＥＯＰＳＯＣＭ的结果与不带变异策略的 ＥＯＰＳＯＮＵＬＬ相
同，原因是ＥＯＰＳＯ采用的ＥＯＢＬ策略可以直接找到最优
解．在 ｆ８上，ＥＯＰＳＯＤＥＭ和 ＥＯＰＳＯＣＭ的实验结果明显
好于 ＥＯＰＳＯＮＵＬＬ．但在 ｆ８的旋转版本，即 ｆ１４上，ＥＯＰ
ＳＯＣＭ和 ＥＯＰＳＯＮＵＬＬ的结果类似，表明 ＣＭ策略在搜
索空间复杂化后效果不佳，与之不同的是 ＤＥＭ策略的
鲁棒性和稳定性更好．

表５ 不同变异策略的比较结果

Ｆｕｎｃｓ．
ＥＯＰＳＯＮＵＬＬ ＥＯＰＳＯＣＭ ＥＯＰＳＯＤＥＭ

Ｍｅａｎ ＳＲ％ ＭＮＳＭ Ｍｅａｎ ＳＲ％ ＭＮＳＭ Ｍｅａｎ ＳＲ％ ＭＮＳＭ

ｆ１ ０．００Ｅ＋００ １００ －－ ０．００Ｅ＋００ １００ ４．２６Ｅ＋００ ０．００Ｅ＋００ １００ ３．３５Ｅ＋０２
ｆ２ ７．８３Ｅ－０２ １００ －－ １．１８Ｅ－０１ １００ ２．００Ｅ－０１ ３．７４Ｅ－０２ １００ ６．９０Ｅ＋０２
ｆ３ ３．９９Ｅ－１５ １００ －－ ３．９９Ｅ－１５ １００ １．７３Ｅ＋００ ３．９９Ｅ－１５ １００ ３．０４Ｅ＋０１
ｆ４ ０．００Ｅ＋００ １００ －－ ０．００Ｅ＋００ １００ １．１５Ｅ＋０１ ０．００Ｅ＋００ １００ ２．３４Ｅ＋０１
ｆ５ ９．０９Ｅ－１０ １００ －－ １．３０Ｅ－０９ １００ ５．３０Ｅ－０１ ７．３６Ｅ－１０ １００ １．７７Ｅ＋０１
ｆ６ １．９３Ｅ＋０１ ５３．３３ －－ ９．４５Ｅ＋００ ６０ ６．００Ｅ－０２ ０．００Ｅ＋００ １００ １．７９Ｅ＋０２
ｆ７ ４．４２Ｅ＋０１ ２６．６７ －－ ９．１７Ｅ＋００ ２０ ２．００Ｅ－０１ ０．００Ｅ＋００ １００ １．２４Ｅ＋０２
ｆ８ ６．６５Ｅ＋０３ ０ －－ １．６９Ｅ＋０３ ４６．６７ ８．７４Ｅ＋０１ ４．０１Ｅ＋０２ １００ ８．１６Ｅ＋０１
ｆ９ ３．９９Ｅ－１５ １００ －－ ３．９９Ｅ－１５ １００ ２．００Ｅ＋００ １．６３Ｅ－１５ １００ ２．９８Ｅ＋０１
ｆ１０ ０．００Ｅ＋００ １００ －－ ０．００Ｅ＋００ １００ １．２０Ｅ＋０１ ０．００Ｅ＋００ １００ ２．４１Ｅ＋０１
ｆ１１ ５．６２Ｅ－０９ １００ －－ ５．１７Ｅ－０９ １００ ２．００Ｅ－０１ １．１７Ｅ－０９ １００ １．９０Ｅ＋０１
ｆ１２ ２．０１Ｅ＋０１ ４０ －－ ４．８７Ｅ＋０１ ２０ ２．００Ｅ－０１ ０．００Ｅ＋００ １００ ２．５４Ｅ＋０２
ｆ１３ ４．８０Ｅ＋０１ ０ －－ ３．２０Ｅ＋０１ ０ ０．００Ｅ＋００ ９．７８Ｅ＋００ ７０ ７．５８Ｅ＋０１
ｆ１４ ４．９３Ｅ＋０３ ２０ －－ ４．６９Ｅ＋０３ ０ １．８２Ｅ＋０２ ２．１７Ｅ＋０３ ９３．３３ ８．５８Ｅ＋０１

从算法１可看出，ＥＯＰＳＯ主要包含了４个部分：初
始化，ＥＯＢＬ策略，速度与位置更新，ＤＥＭ策略．不难得
出，初始化、速度与位置更新有相同的复杂度 Ｏ（ＮＰ·
Ｄ），ＤＥＭ策略为 Ｏ（Ｄ）．ＥＯＢＬ策略可分为３个部分：动
态边界更新，反向解生成，群体选择机制．动态边界更
新与反向解生成的复杂度相同，均为 Ｏ（ＮＰ·Ｄ）．但在
群体选择机制中，主要操作为排序，复杂度为 Ｏ（ＮＰ２）．
在ＥＯＢＬ策略中，若维度 Ｄ较小时，群体规模 ＮＰ近似

于Ｄ；但若 Ｄ较大时，例如：Ｄ≥１００，ＮＰ通常小于Ｄ；所
以其复杂度可计为 Ｏ（ＮＰ·Ｄ）．综上所述，ＥＯＰＳＯ的计
算复杂度为 Ｏ（ＮＰ·Ｄ）．表６给出了本文实验中出现的
所有对比算法的计算复杂度，其中 Ｉ表示邻居数，Ｋ是
解被划分成的片段数［１５］．可得出，ＥＯＰＳＯ与 ＰＳＯ，ＯＰＳＯ，
ＧＯＰＳＯ，ＦＩＰＳ，ＣＬＰＳＯ有相同的复杂度，小于 ＵＰＳＯ，ＦＤＲ
ＰＳＯ和 ＣＰＳＯＨ．

表６ ９种ＰＳＯ算法的计算复杂度

Ａｌｇｏｓ． ＰＳＯ ＯＰＳＯ ＧＯＰＳＯ ＵＰＳＯ ＦＤＲＰＳＯ ＦＩＰＳ ＣＰＳＯＨ ＣＬＰＳＯ ＥＯＰＳＯ

Ｏ（·） ＮＰ·Ｄ ＮＰ·Ｄ ＮＰ·Ｄ ＮＰ·Ｉ·Ｄ ＮＰ２·Ｄ ＮＰ·Ｄ ＮＰ·Ｋ·Ｄ ＮＰ·Ｄ ＮＰ·Ｄ
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５ 结论

本文提出了一种精英反向学习的 ＰＳＯ算法（ＥＯＰ
ＳＯ），包含了精英反向学习策略（ＥＯＢＬ）和差分演化变异
策略（ＤＥＭ）．ＥＯＢＬ策略用于生成精英粒子的反向解，可
扩大搜索的区域范围，提高种群多样性，增强 ＰＳＯ的全
局勘探能力．ＤＥＭ策略用于对 ｇｂｅｓｔ进行变异操作，搜
索其邻域空间，防止ｇｂｅｓｔ陷入局部最优，可增强ＰＳＯ的
局部开采能力．在１４个测试函数上开展实验，将 ＥＯＰＳＯ
与多种知名 ＰＳＯ算法进行对比，实验结果表明 ＥＯＰＳＯ
在解的精度与收敛速度上具有更优的性能．
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