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摘 要： 本文应用ｐｉｃａｒｄ迭代原理和矩阵论中范数的理论提出了一种计算非线性离散系统多频输入稳态响应
的方法，并给出了非线性离散系统多频输入稳态响应的通解．这种方法将一个非线性离散系统多频输入稳态响应计算
问题化成计算同一个线性离散系统在不同输入下稳态响应的问题．文章用数学推导证明给出了多频输入的非线性离
散系统存在唯一稳态响应的李普希次条件，并给出了判断一个非线性离散系统是否满足规定的李普希次条件的判定

方法．基于所构建的求解方法，运用ＭＡＴＬＡＢ语言编制了算法程序，对典型实例进行了仿真计算．大量仿真结果表明，
本文提出的方法是正确的，且收敛速度较快．
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１ 引言

在复杂的电力系统中，存在着大量的非线性元件，

会导致大量的非线性信号的产生．在高电压放电领域
中，也存在很多非线性问题，例如放电电弧随电弧电流

呈非线性变化等等．并且随着数字化技术在电力系统中
的广泛应用，对离散信号的研究变得越来越重要，因此，

在电力系统的理论分析中，对非线性离散系统的研究是

必不可少的，又因为谐波在电力系统中广泛的存

在［１～３］，所以一个经常遇到的问题就是计算一个非线性

离散系统在多个频率分量输入下的稳态响应．
对于线性离散系统，已经形成了一套非常完整的理

论［４，５］，但是对于非线性离散系统的研究相对比较

少［６］，其研究成果大多数都集中在非线性离散系统稳态

响应的渐近行为的问题上，而对非线性离散系统稳态响

应的计算方法的研究，因为难度较大，研究成果就更少

了．又因为是非线性离散系统，所以对于在多频率的信
号输入下，计算非线性离散系统稳态响应便不能应用叠

加原理，使得计算非常困难［７，８］．ＮｉｌｅｓｈＰＴｅｌａｎｇ和 Ｌｏｕｉｓ
ＲＨｕｎｔ两人曾经提出过利用 ｐｉｃａｒｄ迭代原理计算非线
性离散系统稳态响应的方法［９］，但是他们只是粗略地对

这个方法进行了介绍，并没有对在这种计算方法下，多

频输入的非线性离散系统稳态响应的存在性和唯一性

进行理论分析，而且他们只是针对单一频率的信号输入

的情况，并没有研究多频输入的情况，因此，他们所作的

研究并不完整．
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本文在现有研究的基础上，对非线性离散系统多

频输入稳态响应的计算方法做了更深层次的研究，提

出了一种利用 ｐｉｃａｒｄ迭代原理计算多频输入的非线性
离散系统稳态响应的方法，并给出了非线性离散系统

多频输入稳态响应的通解，解决了多频信号输入下，非

线性离散系统稳态响应的计算方法问题，并用数学推

导给出了在运用此方法的前提下，非线性离散系统存

在唯一稳态响应的李普希次条件，并给出了判断一个

非线性离散系统是否满足该李普希次条件的判定依

据，使这套计算方法更加完善．

２ 多频输入的非线性离散系统稳态响应的
计算方法

本文介绍一种运用ｐｉｃａｒｄ迭代的原理，利用计算机编
程来计算多频输入的非线性离散系统稳态响应的方法．

一个非线性离散系统可以用一个非线性差分方程

来表示，所以，计算一个非线性离散系统稳态响应的问

题就是解一个非线性差分方程的问题．不失一般性，多
频输入的非线性差分方程都可以写成下面这个通式，

这个通式可以表示所有的非线性离散系统．

ｙ（ｎ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ａｋｙ（ｎ－ｋ）＋ｇ［ｙ（ｎ），ｙ（ｎ－１），ｙ（ｎ－２），…，

ｙ（ｎ－Ｍ），ｘ（ｎ），ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－Ｒ）］ （１）
其中，ｘ（ｎ）是非线性差分方程的输入．ｘ（ｎ）要为有限
值，即 ｘ（ｎ）的值不能为无穷大．ｙ（ｎ）是非线性差分方
程的输出，即非线性差分方程的稳态解，Ｍ和Ｒ均为有
限整数．ｇ［ｙ（ｎ），ｙ（ｎ－１），ｙ（ｎ－２），…，ｙ（ｎ－Ｍ），
ｘ（ｎ），ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－Ｒ）］为非线性部分．
运用ｐｉｃａｒｄ迭代的方法来求解非线性差分方程．显

然，ｙ（ｎ－１）只是 ｙ（ｎ）向右移一位得到的函数，所以 ｙ（ｎ
－１）可以看成是 ｙ（ｎ）的函数，即 ｙ（ｎ－１）＝ｆ１［ｙ（ｎ）］．
同理，ｙ（ｎ－２）也可以看成是 ｙ（ｎ）的函数，即 ｙ（ｎ

－２）＝ｆ２［ｙ（ｎ）］．
依次类推，ｙ（ｎ－Ｍ）＝ｆＭ［ｙ（ｎ）］．
ｇ［ｙ（ｎ），ｙ（ｎ－１），ｙ（ｎ－２），…，ｙ（ｎ－Ｍ），ｘ（ｎ），

ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－Ｒ）］可以是 ｙ（ｎ），ｙ（ｎ－１），ｙ（ｎ－
２），…，ｙ（ｎ－Ｍ）这 Ｍ＋１项的自身或任意相互乘积后
的线性组合与多频输入线性组合之和．故，根据 Ｚ变换
的基本性质：

若 ｙ（ｎ）＝ｙ１（ｎ）·ｙ２（ｎ），
且ｙ１（ｎ）的Ｚ变换为 Ｙ１（ｚ），Ｒ１＜ ｚ＜Ｒ２
ｙ２（ｎ）的Ｚ变换为 Ｙ２（ｚ），Ｒ３＜ ｚ＜Ｒ４

则 Ｙ（ｚ）＝１２πｊ∮
ｃ

Ｙ１
ｚ( )
υ
Ｙ２（υ）υ－１ｄυ

Ｒ１Ｒ３＜ ｚ＜Ｒ２Ｒ４

其中 ｃ是哑变量υ平面上，Ｙ１
ｚ( )
υ
与Ｙ２（υ）的公共收敛

域内环绕原点的一条反时针旋转的单封闭围线．
如果 ｙ（ｎ）＝ｙ１（ｎ）·ｙ２（ｎ）·ｙ３（ｎ）·…·ｙｌ（ｎ），则可

以先求得 ｙ１（ｎ）·ｙ２（ｎ）的 Ｚ变换 Ｙ１２（ｚ），再利用 Ｙ１２（ｚ）
和 Ｙ３（ｚ）求得 ｙ１（ｎ）·ｙ２（ｎ）·ｙ３（ｎ）的 Ｚ变换，以此类
推，最终求得 ｙ（ｎ）的 Ｚ变换 Ｙ（ｚ）．

如上所述，便可以实现对 ｇ［ｙ（ｎ），ｙ（ｎ－１），ｙ（ｎ
－２），…，ｙ（ｎ－Ｍ），ｘ（ｎ），ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－Ｒ）］的 Ｚ
变换，显然，式（１）中的线性部分也能进行Ｚ变换．

对式（１）进行Ｚ变换，得（１－∑
Ｎ

ｋ＝１
ａｋＺ－ｋ）Ｙ（Ｚ）＝Ｐ（Ｚ）

其中 Ｐ（Ｚ）是 ｇ［ｙ（ｎ），ｙ（ｎ－１），ｙ（ｎ－２），…，ｙ（ｎ－
Ｍ），ｘ（ｎ），ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－Ｒ）］的 Ｚ变换．

Ｙ（Ｚ）＝ １

１－∑
Ｎ

ｋ＝１
ａｋＺ－ｋ

Ｐ（Ｚ）

对上式两边进行Ｚ的反变换，可得
ｙ（ｎ）＝ｈ（ｎ）ｇ［ｙ（ｎ），ｙ（ｎ－１），ｙ（ｎ－２），…，

ｙ（ｎ－Ｍ），ｘ（ｎ），ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－Ｒ）］

其中，ｈ（ｎ）是 １

１－∑
Ｎ

ｋ＝１
ａｋＺ－ｋ

Ｚ的反变换，对应于式（１）

的线性部分．令
ｈ（ｎ）ｇ［ｙ（ｎ），ｙ（ｎ－１），ｙ（ｎ－２），…，ｙ（ｎ－Ｍ），
ｘ（ｎ），ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－Ｒ）］
＝Ｇ１［Ｙ（ｎ），ｘ（ｎ），ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－Ｒ），ｎ］
＝Ｇ１［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］
其中，

Ｙ（ｎ）＝［ｙ（ｎ），ｙ（ｎ－１），ｙ（ｎ－２），…，ｙ（ｎ－Ｍ）］
Ｘ（ｎ）＝［ｘ（ｎ），ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－Ｒ），ｎ］
即 ｙ（ｎ）＝Ｇ１［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］
又因为 ｙ（ｎ－１）＝ｆ１［ｙ（ｎ）］
所以，ｙ（ｎ－１）＝ｆ１｛Ｇ１［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］｝

＝Ｇ２［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］
同理，ｙ（ｎ－２）＝ｆ２｛Ｇ１［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］｝

＝Ｇ３［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］
ｙ（ｎ－３）＝ｆ３｛Ｇ１［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］｝

＝Ｇ４［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］


ｙ（ｎ－Ｍ）＝ｆＭ｛Ｇ１［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］｝
＝ＧＭ＋１［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］

所以，写成向量形式

Ｙ（ｎ）＝Ｇ［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］ （２）
其中，Ｇ＝（Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３，…，ＧＭ＋１）

在此，稍微对函数 Ｇ［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］作一点限制：如
果当 Ｙ（ｎ）和 Ｘ（ｎ）在一定界限内，函数 Ｇ［Ｙ（ｎ），
Ｘ（ｎ）］要与 Ｙ（ｎ）有同界．
运用ｐｉｃａｒｄ迭代的方法来求解式（２）这个 Ｙ（ｎ）＝
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Ｇ［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］非线性方程［１０］．
因为初值的大小并不影响解这个非线性方程，所

以不妨设初值 Ｙ０（ｎ）＝０，令
Ｙ１（ｎ）＝Ｇ［Ｙ０（ｎ），Ｘ（ｎ）］
Ｙ２（ｎ）＝Ｇ［Ｙ１（ｎ），Ｘ（ｎ）］



Ｙｓ＋１（ｎ）＝Ｇ［Ｙｓ（ｎ），Ｘ（ｎ）］


（３）

式（３）中，上标表示迭代次数，前面已经对函数
Ｇ［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］做了限制，即，函数 Ｇ［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］
要与 Ｙ（ｎ）有同界，Ｙ０（ｎ）是给定的初值，也就是给定的
初始状态，当然也是有界的，所以式（３）中，当 ｓ为有限
值的时候，Ｙｓ（ｎ）也都是有限值．现在的问题是当 ｓ→∞
的时候，Ｙｓ（ｎ）还是不是有限值，即 Ｙｓ（ｎ）是不是有一
个极限值，如果 Ｙｓ（ｎ）还是一个有限值，则这个有限值
就是式（２）的解，也就是式（１）的解．

式（３）的意义在于：通过式（３）这种迭代的形式来求
解非线性方程，从给定的初值 Ｙ０（ｎ）开始迭代，依次求
出 Ｙ１（ｎ），Ｙ２（ｎ），…，Ｙｓ（ｎ），每次迭代后求出的 Ｙｓ（ｎ）
都代入下一次迭代方程中的 Ｇ函数里面的非线性函数
部分里去，也就是说每一次迭代的方程中的非线性函

数部分里面的变量都是常数，所以非线性函数部分的

值也是一个常数，在这里，完全可以把 Ｙｓ（ｎ）理解成除
Ｘ（ｎ）以外的另外一个输入，即每一次迭代中，给定的
多频输入和前一次迭代求解结果共同构成输入．因此，
每一次迭代的方程只剩下线性函数部分，即，每一次迭

代的方程都是线性差分方程．
换句话说，每次迭代过程中，式（１）中的 ｇ［ｙ（ｎ），

ｙ（ｎ－１），ｙ（ｎ－２），…，ｙ（ｎ－Ｍ），ｘ（ｎ），ｘ（ｎ－１），…，
ｘ（ｎ－Ｒ）］为常数（当输入给定时，输入也可以看成为
一个定值）．因此，在每次迭代过程中，式（１）变为

ｙ（ｎ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ａｋｙ（ｎ－ｋ）＋常数＋多频输入

上式即是线性差分方程，可以看出，每次迭代中的

线性差分方程仅输入不同．
既然每一次迭代的方程都是线性差分方程，那么，

当输入为多频信号的时候，便可以利用线性系统理论

的叠加原理求解多频输入方程．也就是说，式（３）将求
解一个非线性离散系统多频输入稳态响应的过程变换

成了求解同一个线性离散系统在不同输入下的稳态响

应的过程，因此求解更方便些．
注意：方程 Ｙ（ｎ）＝Ｇ［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］中的函数 Ｇ

是由Ｍ＋１个函数 Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３，…，ＧＭ＋１组成的向量，这
Ｍ＋１个函数本质上是一样的，在此，以 Ｇ１函数为说明
的对象，如前所述

Ｇ１［Ｙ（ｎ），Ｘ（ｎ）］＝ｈ（ｎ）ｇ［Ｙ（ｎ），ｘ（ｎ），

ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－Ｒ）］

ｈ（ｎ）是 １

１－∑
Ｎ

ｋ＝１
ａｋＺ－ｋ

的Ｚ的反变换，所以 ｈ（ｎ）就

代表了式（１）的线性部分，而变量 Ｙ（ｎ）只是在非线性
函数部分 ｇ［Ｙ（ｎ），ｘ（ｎ），ｘ（ｎ－１），…，ｘ（ｎ－Ｒ）］里
面，所以每一次迭代过程中，前一次迭代求出的

Ｙｓ－１（ｎ）只是代入方程的非线性部分里面去，而最后求
出的 Ｙｓ（ｎ）是线性部分里面的 Ｙ（ｎ）．在文章最后的实
例分析中，读者能更清楚地理解这些怎么应用．

３ 多频输入的非线性离散系统存在唯一稳
态响应的充分条件

多频输入的非线性离散系统存在唯一稳态响应的

充分条件为：

Ｇ［Ｙ１（ｎ），^Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ２（ｎ），^Ｘ（ｎ

 

）］

≤Ｌ Ｙ１（ｎ）－Ｙ２（ｎ

 

）

并且０≤Ｌ＜１的时候，式（２）就必有一个唯一解存在．
其中，

Ｇ［Ｙ１（ｎ），^Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ２（ｎ），^Ｘ（ｎ

 

）］

≤Ｌ Ｙ１（ｎ）－Ｙ２（ｎ

 

）

称为李普希次条件，‖Ｇ［Ｙ１（ｎ），^Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ２（ｎ），^Ｘ
（ｎ）］‖是｛Ｇ［Ｙ１（ｎ），^Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ２（ｎ），^Ｘ（ｎ）］｝的范
数．‖Ｙ１（ｎ）－Ｙ２（ｎ）‖是［Ｙ１（ｎ）－Ｙ２（ｎ）］的范数．

Ｙ１（ｎ）和 Ｙ２（ｎ）为 Ｙ（ｎ）的任意两个不同值，^Ｘ（ｎ）
为 Ｘ（ｎ）的某一定值（因为当一个系统的输入给定的时
候，Ｘ（ｎ）也就不会变了，可以看成是一个定值）．Ｌ为一
常数，称为李普希次常数．

下面给出李普希次条件是多频输入的非线性离散

系统存在唯一稳态响应的充分条件的详细证明过程：

（１）先证明当满足
Ｇ［Ｙ１（ｎ），^Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ２（ｎ），^Ｘ（ｎ

 

）］

≤Ｌ Ｙ１（ｎ）－Ｙ２（ｎ

 

）

并且０≤Ｌ＜１的时候，式（２）有解．
正如前面所说，当 ｓ→∞时，如果 Ｙｓ（ｎ）存在一个

极限值，则这个极限值就是式（２）的解．
因为 Ｙｓ（ｎ）＝Ｙ０（ｎ）＋［Ｙ１（ｎ）－Ｙ０（ｎ）］

＋［Ｙ２（ｎ）－Ｙ１（ｎ）］＋…
＋［Ｙｓ（ｎ）－Ｙｓ－１（ｎ）］

所以，如果能够证明∑
∞

ｓ＝０
Ｙｓ＋１（ｎ）－Ｙｓ（ｎ[ ]）是收

敛的，即是一个有限值，那么当 ｓ→∞的时候，Ｙｓ（ｎ）就

是一个有限值．要证明∑
∞

ｓ＝０
Ｙｓ＋１（ｎ）－Ｙｓ（ｎ[ ]）是收敛
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的，只需要证明 ∑
∞

ｓ＝０
Ｙｓ＋１（ｎ）－Ｙｓ（ｎ[ ] 

） 是收敛的就

足够了．
Ｙ２（ｎ）－Ｙ１（ｎ）＝Ｇ［Ｙ１（ｎ），Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ０（ｎ），Ｘ（ｎ）］
Ｙ３（ｎ）－Ｙ２（ｎ）＝Ｇ［Ｙ２（ｎ），Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ１（ｎ），Ｘ（ｎ）］



Ｙｓ＋１（ｎ）－Ｙｓ（ｎ）＝Ｇ［Ｙｓ（ｎ），Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙｓ－１（ｎ），Ｘ（ｎ）］


因为目的是证明李普希次条件为充分条件，可以令

Ｇ［Ｙ１（ｎ），^Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ２（ｎ），^Ｘ（ｎ



）］

≤Ｌ Ｙ１（ｎ）－Ｙ２（ｎ

 

）

并且０≤Ｌ＜１，所以
Ｙ２（ｎ）－Ｙ１（ｎ

 

）

＝ Ｇ［Ｙ１（ｎ），Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ０（ｎ），Ｘ（ｎ



）］

≤Ｌ Ｙ１（ｎ）－Ｙ０（ｎ

 

）

Ｙ３（ｎ）－Ｙ２（ｎ

 

）

＝ Ｇ［Ｙ２（ｎ），Ｙ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ１（ｎ），Ｘ（ｎ

 

）］

≤Ｌ Ｙ２（ｎ）－Ｙ１（ｎ

 

）≤Ｌ２ Ｙ１（ｎ）－Ｙ０（ｎ

 
）



Ｙｓ＋１（ｎ）－Ｙｓ（ｎ

 

）

＝ Ｇ［Ｙｓ（ｎ），Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙｓ－１（ｎ），Ｘ（ｎ



）］‖
≤Ｌｓ Ｙ１（ｎ）－Ｙ０（ｎ

 

）



因 为 Ｙ０ （ｎ）是 给 定 的 初 值，所 以

Ｙ１（ｎ）－Ｙ０（ｎ

 

） ＝ Ｇ［Ｙ０（ｎ），Ｘ（ｎ）］－Ｙ０（ｎ
 

）为一

个定值．
根据范数的三角不等式 Ｘ＋

 

Ｙ≤

 

Ｘ ＋

 

Ｙ，所
以

∑
∞

ｓ＝０
［Ｙｓ＋１（ｎ）－Ｙｓ（ｎ

 

）］≤∑
∞

ｓ＝０
Ｙｓ＋１（ｎ）－Ｙｓ（ｎ

 

）

≤∑
∞

ｓ＝０
Ｌｓ Ｙ１（ｎ）－Ｙ０（ｎ

 

）

∑
∞

ｓ＝０
Ｌｓ Ｙ１（ｎ）－Ｙ０（ｎ

 

） ＝ Ｙ１（ｎ）－Ｙ０（ｎ

 

）∑
∞

ｓ＝０
Ｌｓ

因为０≤Ｌ＜１，所以∑
∞

ｓ＝０
Ｌｓ＝１＋Ｌ＋Ｌ２＋…＝ １

１－Ｌ，

∑
∞

ｓ＝０
［Ｙｓ＋１（ｎ）－Ｙｓ（ｎ

 

）≤
１
１－Ｌ，Ｙ

１（ｎ）－Ｙ０（ｎ

 

）．

说明 ∑
∞

ｓ＝０
［Ｙｓ＋１（ｎ）－Ｙｓ（ｎ

 

）］为一个有限值，所

以∑
∞

ｓ＝０
［Ｙｓ＋１（ｎ）－Ｙｓ（ｎ）］也为一个有限值，于是，便证

明了，当 ｓ→∞时，Ｙｓ（ｎ）趋向一个极限值．如前面所说，
这个极限值就是式（２）的解．

（２）再证明式（２）只存在一个唯一的解．
运用反证法，假设有两个不同的解 Ｙ１（ｎ）和

Ｙ２（ｎ）．

因此， Ｙ１（ｎ）＝Ｇ［Ｙ１（ｎ），Ｘ（ｎ）］
Ｙ２（ｎ）＝Ｇ［Ｙ２（ｎ），Ｙ（ｎ）］

于是，Ｇ［Ｙ２（ｎ），Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ１（ｎ），Ｘ（ｎ）］
＝Ｙ２（ｎ）－Ｙ１（ｎ）

等式两边取范数，得

Ｇ［Ｙ２（ｎ），Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ１（ｎ），Ｘ（ｎ

 

）］

＝ Ｙ２（ｎ）－Ｙ１（ｎ

 
） （４）

又因为

Ｇ［Ｙ２（ｎ），Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ１（ｎ），Ｘ（ｎ

 

）］

≤Ｌ Ｙ２（ｎ）－Ｙ１（ｎ
 

）

并且０≤Ｌ＜１，所以
Ｇ［Ｙ２（ｎ），Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ１（ｎ），Ｘ（ｎ

 

）］

＜ Ｙ２（ｎ）－Ｙ１（ｎ

 

）

这与式（４）矛盾，所以，式（２）不可能存在两个不同
的解，即式（２）只存在一个唯一解．

因此，已经证明了当满足

Ｇ［Ｙ１（ｎ），^Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ２（ｎ），^Ｘ（ｎ

 

）］

≤Ｌ Ｙ１（ｎ）－Ｙ２（ｎ

 

）

并且０≤Ｌ＜１时，式（２）存在一个唯一解．

４ 判断是否满足李普希次条件的方法

那么，如何判断一个非线性差分方程是不是满足

Ｇ［Ｙ１（ｎ），^Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ２（ｎ），^Ｘ（ｎ

 

）］

≤Ｌ Ｙ１（ｎ）－Ｙ２（ｎ

 

）

并且０≤Ｌ＜１．
在此，本文采取了下述方法来解决这个问题．
当一个系统的输入被给定的时候，这个输入已经

是不会变的了，所以我们可以把输入看成是一个常数，

因此，式（２）可以表示成下面这个形式：
Ｙ＝Ｇ（Ｙ）

在连续系统里，根据向量的中值定理，令 Ｙ１和 Ｙ２
是任意两个不同的向量，它们在向量空间相应地各占

据一点的位置，一定可以在这两点的连线上找到一个

点，这个点对应的向量设为 Ｙ３，使得

Ｇ（Ｙ２）－Ｇ（Ｙ１）＝
Ｇ
Ｙ Ｙ＝Ｙ( )

３

（Ｙ２－Ｙ１） （５）

式中，Ｇ
Ｙ
＝

Ｇ１
ｙ（ｎ－１）

Ｇ１
ｙ（ｎ－２）

…
Ｇ１

ｙ（ｎ－Ｍ）

Ｇ２
ｙ（ｎ－１）

Ｇ２
ｙ（ｎ－２）

…
Ｇ２

ｙ（ｎ－Ｍ）
   

ＧＭ
ｙ（ｎ－１）

ＧＭ
ｙ（ｎ－２）

…
ＧＭ

ｙ（ｎ－Ｍ

















）

这个矩阵称为雅可比矩阵，Ｇ
Ｙ Ｙ＝Ｙ３

是当 Ｙ＝Ｙ３

时，雅可比矩阵的值．
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因为分析的是离散系统，所以不存在偏导，故对偏

导离散化：

ＧＭ
ｙ（ｎ－Ｍ）离散

＝
ＧＭ［ｙ（ｎ－Ｍ）Ｔ，Ｚ］－ＧＭ［（ｙ（ｎ－Ｍ）－１）Ｔ，Ｚ］

Ｔ
＝ＧＭ［ｙ（ｎ－Ｍ），Ｚ］－ＧＭ［（ｙ（ｎ－Ｍ）－１），Ｚ］
（取 Ｔ＝１，Ｚ为Ｙ向量里除去ｙ（ｎ－Ｍ）后的向量）

Ｙ３可以表示成下面这个式子
Ｙ３＝ａＹ１＋（１－ａ）Ｙ２， ０≤ａ≤１

对式（５）两边取范数，得

Ｇ（Ｙ２）－Ｇ（Ｙ１

 

） ＝
Ｇ
Ｙ离散 Ｙ＝Ｙ( )

３

（Ｙ２－Ｙ１
 
）

≤
Ｇ
Ｙ离散 Ｙ＝Ｙ


 


３

· Ｙ２－Ｙ

 

１

所以，如果
Ｇ
Ｙ离散 Ｙ＝Ｙ


 


３

的最大值小于１的话，那

么就可以令
Ｇ
Ｙ离散 Ｙ＝Ｙ


 


３

＝Ｌ，因为一个矩阵的范数

肯定是大于或等于０的，这样，就满足了０≤Ｌ＜１，也满
足了李普希次条件．

所以，通过判断
Ｇ
Ｙ离散 Ｙ＝Ｙ


 


３

的最大值是不是大

于１，就可以判断该非线性差分方程是不是满足
Ｇ［Ｙ１（ｎ），^Ｘ（ｎ）］－Ｇ［Ｙ２（ｎ），^Ｘ（ｎ

 

）］

≤Ｌ Ｙ１（ｎ）－Ｙ２（ｎ

 

）

且０≤Ｌ＜１．可以看出，非线性差分方程各项的系数，特
别是非线性函数部分的系数，不宜过大，不然的话，方

程的解可能会发散．

５ 流程图

流程图如图１所示．

６ 实例分析

运用 ＭＡＴＬＡＢ语言编制了算法程序，对多个典型
实例进行了计算分析，下述分析中的计算结果图的横

坐标都为 ｎ，纵坐标都为 ｙ（ｎ）．
（１）对多频输入的非线性差分方程进行求解

ｙ（ｎ）＝０．３ｙ（ｎ－１）＋０．１ｙ（ｎ－１）２＋０．２ｙ（ｎ－２）３

＋０．４ｃｏｓπｎ( ４＋ｃｏｓ
πｎ
２＋ｃｏｓ

３πｎ)４
进行求解．式中：
ｙ（ｎ－１）２即为 ｙ（ｎ－１[ ]）２

ｙ（ｎ－２）３即为 ｙ（ｎ－２[ ]）３

首先，令初值 Ｙ０（ｎ）＝０．
于是，第一次迭代的方程为：

ｙ１（ｎ）＝０．３ｙ１（ｎ－１）＋０．１ｙ０（ｎ－１）２＋０．２ｙ０（ｎ－２）３

＋０．４ｃｏｓπｎ( ４＋ｃｏｓ
πｎ
２＋ｃｏｓ

３πｎ)４
因为初值 Ｙ０（ｎ）＝０，所以 ０．１ｙ０（ｎ－１）２和

０．２ｙ０（ｎ－２）３两项均为０，故，上式变为：
ｙ１（ｎ）＝０．３ｙ１（ｎ－１）

＋０．４ｃｏｓπｎ( ４＋ｃｏｓ
πｎ
２＋ｃｏｓ

３πｎ)４
上式即为线性方程，用计算机解出 ｙ１（ｎ）．
第二次迭代的方程为：

ｙ２（ｎ）＝０．３ｙ２（ｎ－１）＋０．１ｙ１（ｎ－１）２＋０．２ｙ１（ｎ－２）３

＋０．４ｃｏｓπｎ( ４＋ｃｏｓ
πｎ
２＋ｃｏｓ

３πｎ)４
将第一次迭代算出的 ｙ１（ｎ）代入上式，上式也变为

了线性方程，用计算机解出 ｙ２（ｎ）．
第三次迭代的方程为：

ｙ３（ｎ）＝０．３ｙ３（ｎ－１）＋０．１ｙ２（ｎ－１）２＋０．２ｙ２（ｎ－２）３

＋０．４ｃｏｓπｎ( ４＋ｃｏｓ
πｎ
２＋ｃｏｓ

３πｎ)４
将第二次迭代算出的 ｙ２（ｎ）代入上式，上式也变为

了线性方程，用计算机解出 ｙ３（ｎ）．


第 ｓ＋１次迭代的方程为：
ｙｓ＋１（ｎ）＝０．３ｙｓ＋１（ｎ－１）＋０．１ｙｓ（ｎ－１）２＋０．２ｙｓ（ｎ－２）３

＋０．４ｃｏｓπｎ( ４＋ｃｏｓ
πｎ
２＋ｃｏｓ

３πｎ)４
将第 ｓ次迭代算出的ｙｓ（ｎ）代入上式，上式也变成
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了线性方程，用计算机解出 ｙｓ＋１（ｎ）．
每一次迭代的方程都是线性差分方程．依次迭代

下去，直到 ｙｓ（ｎ）收敛为止．编写程序的时候，可以将每
一次迭代所求得的 Ｙｓ（ｎ）都当做下一次迭代中除了
Ｘ（ｎ）以外的另一个输入来对待．迭代到第４次的时候，
ｙｓ（ｎ）就已经收敛到一个固定的有限值了．计算结果如
图２所示．

（２）对多频输入的非线性差分方程进行求解
ｙ（ｎ）＝０．３ｙ（ｎ－１）＋０．２ｙ（ｎ）·ｙ（ｎ－１）·ｙ（ｎ－２）２

＋０．１［ｘ（ｎ）＋ｘ（ｎ－１）＋ｘ（ｎ－２）］

其中 ｘ（ｎ）＝ｃｏｓπｎ４＋ｃｏｓ
πｎ
２＋ｃｏｓ

３πｎ
４

当迭代到第３步的时候，ｙｓ（ｎ）就已经收敛到一个
固定的有限值了．计算结果如图３所示．

（３）将上例中的系数变大，得到一个新的方程
ｙ（ｎ）＝１０ｙ（ｎ－１）＋２０ｙ（ｎ）·ｙ（ｎ－１）·ｙ（ｎ－２）２

＋３０［ｘ（ｎ）＋ｘ（ｎ－１）＋ｘ（ｎ－２）］

输入 ｘ（ｎ）＝ｃｏｓπｎ４＋ｃｏｓ
πｎ
２＋ｃｏｓ

３πｎ
４

当迭代到第 ４步的时
候，ｙｓ（ｎ）已经发散，不会收
敛到一个固定的有限值，计

算结果如图４所示．
（４）图５所示为一铁磁

谐振非线性时不变电路，其

中含有用以描述实际铁芯

线圈的非线性电感，线性电

阻，线性电容和正弦交流电

源，该电路是一个典型的二

阶非自治电路，ｕｓ（ｔ）＝
０．２ｃｏｓ（２ｔ）＋０．４ｃｏｓ（８ｔ），即为多频输入．

ｉ（ψ）＝ψＬ＋ａ３ψ
３，Ｌ＞０，ａ３＞０

ｃ１＝
１
ＲＣ＝０．３，ｃ２＝

１
ＬＣ＝１，ｃ３＝

ａ３
Ｃ＝１．４

电路微分方程为

ｄ２ｙ
ｄｔ２
＋ｃ１

ｄｙ
ｄｔ＋ｃ２ｙ＋ｃ３ｙ

３＝ｃ１ｕｓ＋
ｄｕｓ
ｄｔ

该式为著名的达芬（Ｄｕｆｆｉｎｇ）方程，可以用以描述电
学、力学等众多科技领域中的一些物理现象．将参数代
入可得：

ｄ２ｙ
ｄｔ２
＋０．３ｄｙｄｔ＋ｙ＋１．４ｙ

３＝０．３ｕｓ＋
ｄｕｓ
ｄｔ

对该非线性微分方程进行离散化，得到相应的差

分方程为

２．３ｙ（ｎ）－２．３ｙ（ｎ－１）＋ｙ（ｎ－２）
＝－１．４ｙ３（ｎ）＋１．３ｘ（ｎ）－ｘ（ｎ－１）
ｘ（ｎ）＝０．２ｃｏｓ（２ｎ）＋０．４ｃｏｓ（８ｎ）

当迭代到第６步的时候，ｙｓ（ｎ）已经收敛到一个固
定的有限值，计算结果如图６所示．

将用 ｐｉｃａｒｄ迭代算
法得出的计算结果（图

６）和用多频稳态响应的
递归化算法得出的计算

结果（图７）作对比，因为
多频稳态响应的递归化

算法得出的结果是连续

的，所以应将其离散后

再进行对比，对比可见，

两种方法得到的结果一

致，证明了基于 ｐｉｃａｒｄ迭
代原理的非线性离散系统多频输入稳态响应算法是正

确的．

对于非线性系统的多频输入稳态响应的求解问

题，国内外研究的较少．曾经有人提出过四阶龙格—库
塔算法和多频稳态响应的递归化算法等方法来求解非

线性系统的多频稳态响应，但是这些方法只能求解连
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续系统．在非线性离散系统的多频输入稳态响应求解
问题上，前人所做的研究更少．可以看到，本文提出的
算法可以很好地求解多频输入下，非线性离散系统的

稳态响应，且收敛速度较快．

７ 结论

本文研究了非线性离散系统多频输入稳态响应的

一种计算方法，这是一种利用 ｐｉｃａｒｄ迭代原理的解法，
这种解法可以解满足本文规定的李普希次条件的任意

的非线性离散系统，并给出了非线性离散系统多频输

入稳态响应的通解．这种解法的实质就是把求解一个
非线性离散系统多频输入稳态响应通过 ｐｉｃａｒｄ迭代化
成求解同一个线性离散系统在不同输入下的稳态响

应，这种解法有三个优点：第一，因为线性离散系统比

非线性离散系统容易解，所以这种解法更具有可行性；

第二，因为这种解法把求解一个非线性离散系统化成

了依次求解同一个线性离散系统在不同输入下的稳态

响应，所以对于多频输入，可以应用线性系统的叠加原

理进行求解，这很好的解决了多频输入的问题；第三，

这种解法可以很方便地用计算机来实现．多次计算结
果证明，该算法在非线性离散系统多频输入稳态响应

计算中是非常有效的，并且收敛速度较快．
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