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摘 要： 本文以电压模式控制反激式变换器为例，研究了隔离式开关变换器的霍普夫分岔与准周期现象．基于
安匝和建立系统的离散映射，运用频闪采样得到以控制周期为分岔参数的分岔图．在电流连续模式下，运用特征值法
判断平衡点的稳定性及其失稳过程中的霍普夫分岔．提出变压器存在时系统自然周期的正确表达，并解释分岔时系统
自然周期和控制周期与特征值的关系．分析了准周期和锁频现象的演化过程并运用转数加以区别．数论理论中的法里
原理、魔梯现象和准周期转数的连分数表达在反激式变换器分岔过程中的体现也得到研究．最后，实验验证了理论分
析的正确性．
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１ 引言

隔离式开关变换器（正激、反激、半桥、全桥电路等）

在实现输入与输出电气隔离时，通常采用变压器来实

现．变压器具有变压的功能有利于扩大变换器的输出设
备应用范围，也便于实现不同电压的多路输出或相同电

压的多种输出．运用变压器进行隔离使电源与负载两个
直流系统之间是绝缘的，即使输出短路也不会影响外部

电源［１］．因此，隔离式变压器在人们的日常生活和生产
中得到了广泛的运用．但是，开关变换器的非线性理论
分析却只是集中在非隔离式开关变换器（Ｂｕｃｋ、Ｂｏｏｓｔ、
ＢｕｃｋＢｏｏｓｔ、Ｃｕｋ电路等）中［２～６］，这是因为隔离式开关变
压器中不存在如电感电流这样的连续的状态变量而致

使分析无法进行．开关变换器高频化是其发展的重要方
向，高频化可以使变换器小型化和轻便化．当控制频率
远远大于变换器低通滤波频率时，准周期和锁频等非线
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性现象将会出现［７～９］，所以高频化也使这些现象更易于

发生在高频控制的隔离式开关变换器中，准周期和锁

频现象的理论研究更是存在空白．
本文将以电压模式控制反激式变换器为例，运用

安匝和概念［１０］建立系统的离散映射并分析系统在高频

控制下的分岔行为．运用连续导通模式（ＣＣＭ）定点方程
和特征值法分析霍普夫分岔并提出变压器存在时系统

自然周期表达式，说明分岔点处自然周期和控制周期

与特征值的关系．对系统进入准周期和锁频现象后的
一系列非线性行为以及这些现象中蕴含的法里原理、

转数的魔梯图和准周期转数的连分数表示进行研究．
仿真和实验证明，在隔离式开关变换器中此种研究方

法是正确的．

２ 基于安匝和的电压模式控制反激式变换
器建模及其分岔行为

２１ 电压模式控制反激式变换器建模

电压模式控制反激式变换器的基本电路拓扑如图

１（ａ）所示，其主电路由输入电压 Ｅ、开关管 Ｓ、二极管
Ｄ、电容 Ｃ、负载电阻 Ｒ和变压器组成．变压器的参数
为原边电感 Ｌｍ以及原副边的匝数比 Ｎｐ：Ｎｓ．控制回路
由一个比较器和一个误差放大器组成，工作原理为：输

出电压 ｖ与参考电压Ｖｒｅｆ的误差经由放大系数为 ｋ的误
差放大器放大，得到控制信号 Ｖｃｏｎ与锯齿波信号 Ｖｒａｍｐ比
较来控制 Ｓ．当 Ｖｃｏｎ＞Ｖｒａｍｐ时，Ｓ导通，Ｄ截止，原边电流
ｉｐ上升，副边电流 ｉｓ＝０；当 Ｖｃｏｎ＜Ｖｒａｍｐ时，Ｓ截止，Ｄ导
通，ｉｐ＝０，ｉｓ不断下降．当 ｉｓ下降到为零时，Ｓ和Ｄ都截
止，ｉｐ＝ｉｓ＝０，称此时反激式变换器工作在不连续导通

模式（ＤＣＭ）．前两种情况下，ｉｐ与 ｉｓ不同时为零时，称
变换器工作在 ＣＣＭ．ｉｐ与 ｉｓ都不能作为变压器的系统
变量，因为两者都是不连续的且在一个控制周期中只

工作一段时间，如图１（ｂ）．为此，用变压器原副两边的
安匝和ρ取代非隔离式变换器中的电感电流作为一个

状态变量．安匝和的定义表达如下［１０］，

ρ（ｔ）＝Ｎｐｉｐ（ｔ）＋Ｎｓｉｓ（ｔ）． （１）
系统的另一个状态变量为电容 Ｃ两端的电压ｖ．令 ｘ＝
［ρ，ｖ］

Ｔ，则此电路的状态方程为

ｘ＝Ａ１ｘ＋Ｂ１Ｅ，（Ｓ，Ｄ）＝（ｏｎ，ｏｆｆ）
ｘ＝Ａ２ｘ＋Ｂ２Ｅ，（Ｓ，Ｄ）＝（ｏｆｆ，ｏｎ）
ｘ＝Ａ３ｘ＋Ｂ３Ｅ，（Ｓ，Ｄ）＝（ｏｆｆ，ｏｆｆ

{
）

（２）

式中 Ａ和Ｂ是系统矩阵；其中

Ａ１＝Ａ３＝
０ ０
０ －１／[ ]ＲＣ，Ｂ１＝ Ｎｐ／Ｌｍ[ ]０

，

Ａ２＝
０ －Ｎ２ｐ／ＮｓＬｍ

１／ＮｓＣ －１／[ ]ＲＣ
，Ｂ２＝Ｂ３＝[ ]００．

以锯齿波周期采样来构造频闪映射（即庞加莱截

面法），解式（２）并根据文献［１０］的方法，得到一个从 ｘｎ
到ｘｎ＋１的离散模型为

ｘｎ＋１＝
Ｃ２（ｔ２）［Ｃ１（ｔ１）ｘｎ＋Ｄ１（ｔ１）Ｅ］， ＣＣＭ
Ｃ３（ｔ３）Ｃ２（ｔ２）［Ｃ１（ｔ１）ｘｎ＋Ｄ１（ｔ１）Ｅ］，{ ＤＣＭ

（３）
中 Ｃ和Ｄ表示为：

Ｃ１（ｔ）＝Ｃ３（ｔ）＝
１ ０
０ ｅ－２α[ ]ｔ，

Ｃ２（ｔ）＝
ωｂ（ｔ）＋αａ（ｔ） －Ｎ２ｐａ（ｔ）／ＮｓＬｍ
ａ（ｔ）／ＮｓＣ ωｂ（ｔ）－αａ（ｔ

[ ]
）

，

Ｄ１（ｔ）＝
Ｎｐｔ／Ｌｍ[ ]０

，ａ（ｔ）＝ｅ－αｔｓｉｎ（ωｔ）／ω，

ｂ（ｔ）＝ｅ－αｔｃｏｓ（ωｔ）／ω，α＝１／２ＲＣ，

ω＝ Ｎ２ｐ／Ｎ２ｓＬｍＣ－１／４Ｒ２Ｃ槡 ２，

ｔ１、ｔ２和 ｔ３分别表示三种状态经历的时间间隔．
２２ 电压模式控制反激式变换器的分岔行为

选取电路参数为：Ｅ＝５Ｖ，Ｒ＝１５Ω，Ｃ＝１００μＦ，Ｌｍ
＝１ｍＨ，Ｎｐ：Ｎｓ＝３：２，Ｖｒｅｆ＝７Ｖ，ｋ＝１，ＶＵ＝８Ｖ，ＶＬ＝０Ｖ．
根据（３）式，以控制周期 Ｔ为分岔参数，在 Ｔ变化区间
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（５０μｓ～２５０μｓ）中每隔００１μｓ运用 Ｍａｔｌａｂ从 ｘ０＝［０，０］
Ｔ

起进行数值迭代，迭代１００００次，把最后的５０００个点示
于三维分岔图图２中．

从图２可知，随着 Ｔ的增加，在 Ｔ＝７００５μｓ时系统
从ＣＣＭ的周期１经由霍普夫分岔进入准周期和锁频状
态，并且准周期中二维环面的庞加莱截面越来越小和锁

频周期也越来越少．在 Ｔ＝２２３μｓ时，系统进入ＤＣＭ周期
１．典型的各个工作状态的庞加莱截面演化分别如图３
（ａ）～（ｆ），其中图３（ａ）是用迭代结果最后８０００个点显
示的庞加莱截面图，此图也表示在霍普夫分岔前，ＣＣＭ
周期１是一个稳定的焦点．为了更加直观的分析说明系
统的演化，此处运用 ＰＳＩＭ高效仿真软件根据图１（ａ）所
示的电路图和本小节参数搭建电压模式控制反激式变

换器并把部分状态的时域波形示于图４中．

３ 电压模式控制反激式变换器霍普夫分岔
研究

在非隔离式开关变换器中，系统的谐振周期即是

低通滤波ＲＬＣ电路的谐振周期［１１］．对于有变压器存在
的隔离式开关变换器 ＲＬＣ谐振电路，系统谐振周期的
计算应该通过原副两边的电流关系转换到其中一边进

行，因为能量的传递必须达到平衡．在电压模式控制反

激式变换器中，只有当 Ｓ截止，Ｄ导通时，ＲＬＣ谐振电
路才起作用．此时把副边电流转换到原边中并运用文
献［１１］的方法可解得如式（３）中的ω（即是谐振电路的
角频率）相同意义的值

ω０＝ Ｎｐ／（ＮｓＬｍＣ）－１／（４Ｒ２Ｃ２槡 ） （４）

这便是系统自然角频率．因此，基于上部分参数的系统
谐振自然周期为 Ｔ０＝２π／ω０≈１６２８μｓ．由图２可知，系统
是在ＣＣＭ周期１时发生霍普夫分岔进入准周期和锁频
状态的．设 ＣＣＭ周期１定点为 ｘｃ＝［ρｃ，ｖｃ］

Ｔ，依据文

献［１１］中分析周期态的方法和式（３）的定义，可得定点
方程

ｘｃ＝Ｃ２（ｔ２）［Ｃ１（ｔ１）ｘｃ＋Ｄ１（ｔ１）Ｅ］． （５）
式（５）为超越方程，无法解得其解析解，此处运用数值
方法在 Ｔ∈［５０μｓ，８０μｓ］的范围中解式（５）并把解代入特
征值方程

ｄｅｔλＩ－

ρｎ＋１
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式中，λ为特征值，Ｉ为单位矩阵，ρｎ＋１与 ｖｎ＋１由式（３）
ＣＣＭ表达式决定．
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取１２节的电路参数值，通过解式（３）和式（６）可以得
到随着 Ｔ变化的特征值轨迹如图５所示．由图５可知，系
统存在着一对共轭复数特征值且特征值的模随着 Ｔ的增
大而增大，这也是ＣＣＭ周期１为稳定焦点的原因．当 Ｔ＜
７００５μｓ时，两个特征都在单位圆之内；当 Ｔ＝７００５μｓ时，
特征值的模等于 １，此时将发生霍普夫分岔，令 Ｔｈ＝
７００５μｓ为霍普夫分岔点；当 Ｔ＞７００５μｓ时，系统进入准周
期和锁频状态．由图５（ｂ）可知，在 Ｔｈ处，系统的特征值为

λ１，２＝０．９６３６±０．２６７０ｊ＝ｅ±０．２７０３ｊ，令θｈ＝０．２７０３．此时系统
的自然周期与控制周期存在的关系为 Ｔ０＝２πＴｈ／θｈ≈
１６２８μｓ，这与之前由系统参数计算得到的系统谐振周期是
一致的．因此，说明霍普夫分岔及其之后出现的准周期和
锁频现象是动力学系统自然周期和控制周期内禀作用的

结果，而不依赖于其它条件的振动．

４ 电压模式控制反激式变换器准周期和锁
频现象研究

由图２可知，在发生霍普夫分岔之后，系统进入准
周期和锁频状态．另一方面，根据霍普夫分岔原理［８］，
分岔后定点变为不稳定并出现极限环振荡．对比图２，
系统的极限环就是以准周期和锁频现象的形式出现

的．极限环振荡是一种可能会出现时间平移对称性的
周期振荡，但是在准周期现象中这种时间平移对称性

出现了对称破缺即是不稳定极限环，而锁频现象即是

具有平移时间对称性的稳定极限环．极限环产生的机
理是ＲＬＣ低通滤波器受到周期性开关的作用，因此可
以看成是自然周期与控制周期之间耦合的结果．这种
耦合将会在相空间中产生二维环面，利用 ＰＳＩＭ仿真软
件可得到如图６所示的二维环面相图．

分析此类耦合运动的性质时，周期的作用是决定

性的．文献［１２］指出在圆映射线性系统中，定义耦合周
期之比为转数来研究周期之间的耦合，而在非线性系

统中转数又重新定义为每次映射引起的角移动的平均

数．电压模式控制反激式变换器是一高阶非线性系统，
其转数也应考虑非线性引起的变化，定义转数也应从

系统的具体演化着手．当系统经过 ｑ次迭代映射后，系
统变量不变，此过程中变量递增或递减翻转的次数为

２ｐ，则转数定义为：
ｗ＝ｐ／ｑ （７）

当 ｗ为有理数时，系统作周期运动处于锁频状态．当 ｗ
为无理数时，系统处于准周期状态．将图２部分参数空
间以 ｖ为状态变量的二维分岔图示于图７（ａ）中，根据
式（７）得到相应转数随分岔参数变化的关系示于图 ７
（ｂ）．由图７（ａ）可知，对于转数分别为 ｐ／ｑ与ｐ′／ｑ′的锁
频周期轨道，其中间必存在以下锁频周期轨道：

ｐ″
ｑ″＝

ｐ＋ｐ′
ｑ＋ｑ′ （８）

例如，在周期１／９与周期１／８中间存在着周期２／１７，而
在周期２／１７和１／８中间存在着周期３／２５．如此便可排
列出无穷多锁频区并构成数论中的法里树．这也是数
论中的法里原理［１２］在电压模式控制反激式变换器系统

演化过程中的体现．图７（ｂ）表示转数的变化关系图是
一梯形曲线，其中的一些平台（ｗ一定）便是锁频区且
各锁频区被 ｗ为无理数的准周期区所分隔开．由于代
表锁频区的有理数是稠密的，任意无理数的领域都有

无穷多有理数，因此图 ７（ｂ）中相邻平台之间任一小部
分放大都会有无穷多平台．这种具有自相似结构的梯
图，称为魔梯，在圆映射中有大量体现［１２］．

在准周期振荡中，每一个无理数转数 ｗ都可以表
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示为连分数的形式，以下以 ｗ ＝１７１／２－４＝０．１２３１０５
６２５６１７．．．（当 Ｔ＝２０１．５μｓ，见图７（ｂ））为例进行说明．
令 Ｆｎ＋１＝８Ｆｎ＋Ｆｎ－１，Ｆ０＝０，Ｆ１＝１，则序列

Ｇｎ＝Ｆｎ／Ｆｎ＋１＝１／８＋Ｆｎ－１／Ｆ( )ｎ （９）
在 ｎ→∞时，其极限 Ｇ满足以下方程：

Ｇ＝１／（８＋Ｇ）． （１０）
式（１０）的解是

Ｇ 槡＝ １７－４＝ｗ （１１）
这表示无理数 ｗ可表示为式（９）所示的连分数形式，
它可以不同精度的表示为有理数 Ｇｎ．其它的无理数转
数均可效仿作法用适当的连分数表示．因此，所有准周
期无理数转数都可用连分数表示，它们都可以以任意

精度用有理数逼近．

５ 实验验证

为了验证理论分析的正确性，搭建了一台电压模

式控制反激式变换器样机．开关管采用 ＩＲＦ６４０型 ＭＯＳ
ＦＥＴ管，二极管用 ＭＢＲ３４０型快速恢复二极管，锯齿波
信号运用ＮＥ５５５型时基芯片产生，放大器和比较器分
别运用ＴＬ０８２和ＬＭ３１１型集成运算放大器芯片，驱动电
路采用 ＴＬＰ２５０型专用驱动芯片，电路参数与２．２节相
同．

实验中，运用电流检测器对副边电流进行测试，同

时还测试控制电压和锯齿波电压，典型实验波形如图８
所示．图８（ａ）为 Ｔ＝７５μｓ时，系统运行在 ＣＣＭ周期 １
中；图８（ｂ）为 Ｔ＝１５０μｓ时，系统运行在准周期状态中；
图８（ｃ）为 Ｔ＝２５０μｓ时，系统运行在锁频状态周期 ９
中；图８（ｄ）为 Ｔ＝４００μｓ时，系统运行在ＤＣＭ周期１中．
从图８可知，此处和理论计算之间出现了状态偏移，如
图８（ｃ）中的锁频状态出现在 Ｔ＝２５０μｓ处，这远远超过
了理论计算的范围．状态偏移的出现是由于实际电路

中寄生参数（如变压器中的漏电感和磁心损耗，电路中

的其它等效电阻等）在理论计算被忽略了．但随着控制
周期的增大，实验波形的演化趋势与理论分析是一致

的．

６ 结论

基于数值分析的非隔离式开关变换器非性线现象

研究已经取得了丰富的成果，但运用数值分析对隔离

式开关变换器的研究却很少．另一方面高频化使隔离
式变换器出现的准周期和锁频等非线性现象的研究还

未被涉及．因此，本文运用安匝和概念对电压模式控制
反激式变换器进行了建模和数值分析，同时结合软件

仿真和电路实验进行解析．分析过程中发现电压模式
控制反激式变换器作为一种周期驱动非线性系统在高

频控制时会出现霍普夫分岔，从而进入准周期和锁频

状态．本文首次提出在变压器存在时，系统自然周期的
表达式，并说明了霍普夫分岔点处系统特征值与自然

周期和控制周期之间的关系．运用转数分析了准周期
和锁频现象之间的区别，且分析了系统随着转数变化

出现的魔梯现象和准周期转数的连分数表示方法．
对霍普夫分岔以及准周期和锁频现象的研究可以

得到自然周期与控制周期之间耦合关系对电路设计的

影响．从而有助于设计者分析电路参数减少这些现象
对实际电路的影响，设计出更为可靠、更加面向实际应

用的隔离式开关变换器．
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