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摘 要： Ｎ皇后问题是理论计算机科学中一个经典的ＮＰ难问题．自Ａｄｌｅｍａｎ首次运用ＤＮＡ计算来解决ＮＰ问题
以来，ＤＮＡ计算已成为计算机科学的研究热点之一，现有 Ｎ皇后问题的 ＤＮＡ计算机算法多基于粘贴和剪接模型，存
在生化操作复杂度和实验误差较高等问题．本文提出了一种基于 ＤＮＡ自组装模型来求解 Ｎ皇后问题的 ＤＮＡ计算方
法．算法通过减少实验操作步骤数，降低了生化解的错误率．算法使用的ｔｉｌｅｓ分子块种类为 Ｏ（ｎ２），生化操作复杂性为
Ｏ（１），其中 ｎ为皇后的个数．与求解 Ｎ皇后问题的其它ＤＮＡ算法的对比分析表明，本算法可提高生化解的准确性，降
低算法生化实验的复杂度，具有良好的易操作性．
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１ 引言

自组装（ｓｅｌｆａｓｓｅｍｂｌｙ）是系统的构成元素在不受外
力的介入下，自行聚集、组织成规则结构的现象．自组装
过程通常会将系统从一个无序的状态转化成一个有序

的状态．１９６３年，Ｗａｎｇ从数学角度以ｔｉｌｅｓ分子块作为计
算指令，指出ｔｉｌｅｓ可以通过自组装过程在二维平面形成
周期性格局，且证明了该过程具有图灵等价性［１］．

１９９４年，Ａｄｌｅｍａｎ运用 ＤＮＡ分子解决 ７节点的
Ｈａｍｉｌｔｏｎ路径问题［２］，首次提供了一种以 ＤＮＡ计算来解
决ＮＰ难问题，并且证明了运用ＤＮＡ分子进行计算的可
行性．随后，许多学者研究利用 ＤＮＡ计算来求解 ＮＰ问
题［３，４］，文献［５，６］提出利用粘贴模型来求解最大团和三
维匹配问题．１９９８年，Ｗｉｎｆｒｅｅ和 Ｓｅｅｍａｎ基于 ＷａｎｇＴｉｌｉｎｇ

的思想，提出通过ＤＮＡＴｉｌｅ分子自组装的过程来实现计
算的思想，并证明 ＤＮＡＴｉｌｅ自组装计算具有图灵等价
性［８，９］．２００８年，Ｍａｏ应用 ＤＮＡ单链进一步组装形成了
不同多面体结构［１０］，文献［１１］提出基于三维结构的 ｔｉｌｅ
分子模型．由于基于自组装模型的 ＤＮＡ计算比其它模
型存在操作复杂度较低，出错率比较低的优点，近年来，

不少学者提出了基于自组装模型的求解 ＮＰ问题 ＤＮＡ
计算算法［１２］．

Ｎ皇后问题是理论计算机科学中一个经典的 ＮＰ
难问题．文献［１５］提出了基于粘贴模型 Ｎ皇后问题的
ＤＮＡ计算机算法，尽管该算法在多项式时间内求得问题
的解，然而利用粘贴，剪接模型等来求解 ＮＰ问题时，虽
然这些算法能够在多项式时间内求得 ＮＰ的解，但是其
生化操作具有较高的复杂度．生化实验操作步骤较多，相
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应带来的试验误差也较大．本文基于 ＤＮＡ自组装模型，
提出了 Ｎ皇后问题的一种新的 ＤＮＡ计算算法．该算法
不仅可以在线性时间内精确求解 Ｎ皇后问题的解，且生
化实验复杂度低，准确性高，具有良好的实验操作性．

２ ＤＮＡ自组装计算模型

２１ 自组装模型的ＤＮＡＴｉｌｅ二维平面结构
ＤＮＡｔｉｌｅ分子是一簇ＤＮＡ交叉分子，每一个分子都

有一个黏贴末端，可以与具有互补黏贴末端的Ｔｉｌｅ分子
嵌套结合，逐步形成ＤＮＡ分子网格结构．ＤＮＡ链根据碱
基互补配对规则自组装可形成一维、二维、三维结构．
Ａｄｌｅｍａｎ首次构建的ＤＮＡ计算是利用 ＤＮＡ链组装形成
的一维结构．但是其生化实验步骤会随着问题规模的
增加成线性增加［１２］，这就给生化实验带来了挑战．为了
克服这种不足，Ｗｉｎｆｒｅｅ等人提出二维的自组装计算模
型且设计了自组装单元 ＤＮＡ双交叉分子 ＤＸ［９］．ＤＸ指
在螺旋域之间包含两个交叉链接的 ＤＮＡ分子结构［１６］，
实验发现可成功构建五种ＤＸ结构，但发现有ＤＡＯ（ｄｏｕ
ｂｌｅｃｒｏｓｓｏｖｅｒａｎｔｉｐａｒａｌｌｅｌｏｄｄ）和 ＤＡＥ（ｄｏｕｂｌｅｃｒｏｓｓｏｖｅｒａｎ
ｔｉｐａｒａｌｌｅｌｅｖｅｎ）这两种结构是稳定的［９］．本文采用二维结
构的ＤＡＥ交叉分子来作为ＤＮＡｔｉｌｅ分子（如图１），同时
将其抽象为具有四个方向的ｔｉｌｅ矩形块（如图２）．

２２ 自组装计算模型的数学描述

根据 Ｗａｎｇ的 Ｔｉｌｅ理论模型的形式化描述以及
ＹｕｒｉｙＢｒｕｎ引入的ＤＮＡ的ｔｉｌｅ自组装模型［１７］，本文将基
于ＤＡＥ结构的自组装模型表示为 Ｓ＝＜Ｔ，ｇ，τ＞其中
Ｔ为ＤＡＥＴｉｌｅ分子块的集合，ｇ为能量函数，τ为常数．
相应的符号描述如下：

（１）∑：ＤＡＥ块中所有粘性末端所表示的符号的集
合，即所要参与计算的符号的集合．

（２）Ｄ′＝｛Ｎ，Ｅ，Ｓ，Ｗ｝：分别表示ＤＡＥ块的北端，东
端，南端，西端四个位置与方向．

（３）｛σＮ，σＥ，σＳ，σＷ｝∈∑４：ＤＡＥ块的形式化描述，表
示ＤＡＥ块的四个位置分别所表示的符号．

（４）（ｘ，ｙ）∈Ｚ２：表示ＤＡＥ块在二维平面上的位置．
（５）Ｄ＝｛ＤＮ，ＤＥ，ＤＳ，ＤＷ｝：表示４个方向函数，且

满足有如下特点：

（５．ａ）（ｘ，ｙ）∈Ｚ２ＤＮ（ｘ，ｙ）＝（ｘ，ｙ＋１），ＤＥ（ｘ，ｙ）
＝（ｘ＋１，ｙ），ＤＳ（ｘ，ｙ）＝（ｘ，ｙ－１）ＤＷ（ｘ，ｙ）＝（ｘ－１，ｙ）．

（５．ｂ）若位置（ｘ，ｙ）与（ｘ′，ｙ′）相邻，则ｄ∈Ｄ，使
得 ｄ（ｘ，ｙ）＝（ｘ′，ｙ′）．

（６）ｂｄｄ（ｔ）∈∑，其中 ｔ∈Ｔ，ｄ∈Ｄ′：这是一个函数，用来
得到ＤＡＥ分子块ｔ在位置ｄ方向的粘性末端所表示的符号．

（７）函数 ｇ：∑ ×∑→Ｒ，此函数为能量函数，定义
如下．

（７．ａ）σ∈∑，则 ｇ（ｎｕｌｌ，σ）＝０
（７．ｂ）若 ｇ（σ，σ′）＝０（其中σ，σ′∈∑），则σ≠σ′
（７．ｃ）σ≠ｎｕｌｌ，有 ｇ（σ，σ）＝１
（７．ｄ）σ≠σ′，有 ｇ（σ，σ′）＝０
（８）对于格局 Ｃ，存在函数 ＡＣ（ｘ，ｙ）：Ｚ×Ｚ→Ｔ，此

函数有如下特点：

（８．ａ）若（ｘ，ｙ）∈Ｚ２，且 ＡＣ（ｘ，ｙ）≠ｅｍｐｔｙ，则（ｘ，ｙ）∈Ｃ
（８．ｂ）若只有有限个不同的（ｘ，ｙ）∈Ｃ，则 Ｃ为一

个有限集

（９）若一个ＤＡＥ块 ｔ能在格局Ｃ的（ｘ，ｙ）位置结合
产生一个新的格局 Ｃ′，需要满足以下条件：

（９．ａ）（ｘ，ｙ）Ｃ

（９．ｂ）若 ｄ′∈Ｄ，ｄ与ｄ－１为相对的方向，∑
ｄ∈Ｄ′
ｇ（ｂｄｄ

（ｔ），ｂｄｄ－１（ＡＣ（ｄ′（ｘ，ｙ）））≥τ
（９．ｃ）（ｕ，ｖ）∈Ｚ２，（ｕ，ｖ）≠（ｘ，ｙ），则 ＡＣ′（ｕ，ｖ）＝ＡＣ

（ｕ，ｖ）
（９．ｄ）ＡＣ（ｘ，ｙ）＝ｔ

３ 自组装 Ｎ皇后问题的ＤＮＡ算法

３１ Ｎ皇后问题的ＤＮＡ计算算法框架
Ｎ皇后问题就是在 Ｎ×Ｎ的棋盘上，放置 Ｎ个皇

后，要求每一行每一列以及每一对角线上均只能有一个

皇后．基于自组装求解 Ｎ皇后问题的ＤＮＡ算法框架为：
第一步，构建表示 Ｎ皇后问题解空间的初始子系统．
第二步，通过ＤＮＡ自组装过程生成求解子系统，求

出 Ｎ皇后问题的解．如图３所示，第一个部分用来计算
棋盘中每一列是否存在冲突，第二部分用来判断其顺

时钟对角线上是否只有一个皇后，第三部分用来判断

其逆时钟对角线上皇后是否存在冲突；

第三步，利用检测子系统，从求解子系统中找出问

题的解．通过提取带有荧光标记的检测分子（如图６），
得到了 Ｎ皇后问题的解．

５７１２第 １１ 期 吴 帆：基于自组装的Ｎ皇后问题ＤＮＡ计算算法



３２ ＤＮＡｔｉｌｅ分子块的设计
３２１ 初始分子的设计

利用自组装模型求解 Ｎ皇后问题时，首先需对该
问题编码．本文设计的初始分子ΓＲｉ（如图４（ｈ））（１≤ｉ
≤Ｎ）分子用来实现此目标．ΓＲｉ分子的σＳ＝ｒｉ，σＮ＝ｒｉ＋１，

σＥ＝ｃｊ，σＷ＝ｎｕｌｌ，其中１≤ｉ≤Ｎ，１≤ｊ≤Ｎ．如果 ｉ表示
皇后所在棋盘的行号，ｊ表示皇后所在棋盘的列号，则
一个ΓＲｉ分子就表示皇后在棋盘上的位置，将 Ｎ个ΓＲｉ
（１≤ｉ≤Ｎ）分子根据 ｉ的大小从小到大排成一列，就表
示了 Ｎ皇后在棋盘的一个分布，且该分布表示棋盘上
的每一行均只有一个皇后．

为求出 Ｎ皇后问题的解，还需计算每一个分布是
否满足约束条件．因此设计初始分子Γｃｉ（如图４（ｂ））（１
≤ｉ≤Ｎ）来编码棋盘的列号，其σＮ＝ｃｉ，σＥ＝ｃｉ＋１，σＷ＝
ｃｉ，σＳ＝ｎｕｌｌ，其中１≤ｉ≤Ｎ，ｉ为棋盘的列号；初始分子

Γ＃ｉ（如图４（ｃ））用来编码棋盘的顺时针对角线号，其

σＮ＝＃ｉ，σＥ＝＃ｉ＋１，σＷ＝＃ｉ，σＳ＝ｎｕｌｌ；初始分子Γｉ
（如图４（ｄ））用来编码棋盘的逆时针对角线号，其σＮ＝
ｉ，σＥ＝ｉ＋１，σＷ＝ｉ，σＳ＝ｎｕｌｌ．在形成初始子系统
的过程中，这些分子按照一定的顺序粘贴在一起形成

一行，构建了三个不同的区域（如图３），分别计算在棋
盘的列上、顺时针对角线以及逆时针对角线是否存在

冲突．另外，初始连接分子Γ１和Γ２（如图４（ｅ），（ｆ））用
来实现三个区域之间的连接，其中Γ１的σＮ＝Ｌ１，σＥ＝
ｃＮ＋１，σＷ＝＃１，σＳ＝ｎｕｌｌ，Γ２的σＮ＝Ｌ１，σＥ＝＃２×Ｎ，σＷ
＝１，σＳ＝ｎｕｌｌ．初始边界分子ΓＳ、Γ３和ΓＲｅ（如图 ４
（ａ），（ｇ），（ｉ）），主要用来结束在某方向上的自组装行
为，其中ΓＳ的σＮ＝ｒ１，σＥ＝ｃ１，σＳ＝ｎｕｌｌ，σＷ＝ｎｕｌｌ；Γ３的

σＮ＝ＯＫ，σＷ＝２×Ｎ，σＥ＝ｎｕｌｌ，σＳ＝ｎｕｌｌ以及ΓＲｅ的σＳ
＝ｒｎ，σＥ＝｜，σＷ＝ｎｕｌｌ，σＮ＝ｎｕｌｌ．对于 ｎ∈Ｎ皇后问题，
初始分子集中 ｔｉｌｅ分子类型的个数为 ｎ２＋５ｎ＋３．

３２２ 规则分子的设计

四类规则分子用来计算初始子系统中的某一初始

格局是否满足相应的约束条件：第一类为列约束计算

规则分子，见图５的（ａ）（ｂ）（ｃ）．其中（ａ）为紫色分子，
σＷ＝σＥ＝σＳ＝ｃｉ，σＮ＝ｉ，１≤ｉ≤Ｎ表示棋盘中第ｉ列上
正好找到一个皇后．（ｂ）为棕色分子，σＷ＝σＥ＝ｃｉ，σＮ＝

σＳ＝ｃｊ，ｉ≠ｊ其中１≤ｉ，ｊ≤Ｎ，表示棋盘第 ｊ列还未找到
皇后．（ｃ）为淡绿色分子，σＷ＝σＥ＝ｃｉ，σＮ＝σＳ＝ｊ，ｉ≠ｊ，
其中１≤ｉ，ｊ≤Ｎ，表示棋盘上第 ｊ列已经找到一个皇
后；

第二类顺时针对角线约束计算规则分子，见图５中
（ｅ）（ｆ）（ｇ）．（ｅ）为深红色分子，σＷ＝σＥ＝σＳ＝ｃｉ，１≤ｉ≤
２×Ｎ－１，表示棋盘中第 ｉ号顺时针对角线上正好找到
一个皇后．（ｆ）为绿色分子，其中σＷ＝σＥ＝＃ｉ，σＮ＝σＳ
＝＃ｊ，ｉ≠ｊ，１≤ｉ，ｊ≤２×Ｎ－１，表示棋盘第 ｊ号顺时针
对角线上还未找到一个皇后．（ｇ）为淡蓝色分子，σＷ＝
σＥ＝＃ｉ，σＮ＝σＳ＝ｊ，ｉ≠ｊ，１≤ｉ，ｊ≤２×Ｎ－１，表示表示
棋盘上第 ｊ号顺时针对角线已经找到了一个皇后；

第三类逆时针对角线约束计算规则分子，如图 ５
（ｉ）（ｊ）（ｋ）．（ｉ）为紫色分子，σＷ＝σＥ＝σＳ＝ｉ，１≤ｉ≤２
×Ｎ－１，表示棋盘中第 ｉ号逆时针对角线上找到一个
皇后．（ｆ）为深绿色分子，其中σＷ＝σＥ＝ｉ，σＮ＝σＳ＝
ｊ，ｉ≠ｊ，１≤ｉ，ｊ≤２×Ｎ－１，表示棋盘第 ｊ号顺时针对
角线上还未找到皇后．（ｇ）为黄色分子，σＷ＝σＥ＝ｉ，

σＮ＝σＳ＝ｊ，ｉ≠ｊ，１≤ｉ，ｊ≤２×Ｎ－１，表示棋盘上第 ｊ号
顺时针对角已经找到皇后．

第四类是连接分子，用来连接列判断区域和对角

线判断区域．它们均为蓝色分子，如图５（ｄ）（ｈ）（ｌ），图
５（ｄ）ｔｉｌｅ分子的σＷ＝ｃｉ，σＥ＝＃ｍ，σＮ＝Ｌｊ，σＳ＝Ｌｊ＋１，其
中 ｉ表示行号，ｊ表示列号，ｍ表示棋盘（ｉ，ｊ）的顺时钟
对角线号，且１ｉ，ｊＮ，ｍ＝ｉ＋ｊ－１；图５（ｈ）分子块
的σＷ＝＃ｉ，σＥ＝ｍ，σＮ＝Ｌｊ，σＮ＝Ｌｊ，σＳ＝Ｌｊ＋１，其中

ｉ，ｊ所表示的含义同，ｍ表示棋盘（ｉ，ｊ）的逆时钟对角
线号，且１ｉ，ｊＮ，ｍ＝ｉ－２×ｊ＋ｎ＋１；图５（ｌ）分子
块的σＥ＝２×Ｎ，σＷ＝ｎｕｌｌ，σＮ＝ＯＫ，Ｇｓ＝ＯＫ．

６７１２ 电 子 学 报 ２０１３年



３２３ 检测分子的设计

检测子系统需要从求解子系统提取问题的解，因

此设计了如下几类检测分子：第１类是检测 Ｎ皇后在
棋盘上的每一列是否存在冲突，这类分子如图６（ａ）～
（ｅ），其中（ａ）为列检测分子 ＴＣｅｉ，１≤ｉ≤Ｎ；第２类是用
来检测 Ｎ皇后在顺时针对角线是否存在冲突，如图
（ｃ），为顺时钟对角线检测分子 Ｔ＃ｅｉ，１≤ｉ≤２×Ｎ－１；
第３类用来检测 Ｎ皇后在逆时针对角线是否存在冲
突，如（ｄ），为逆时钟对角线检测分子 Ｔｅｉ，１≤ｉ≤２×
Ｎ－１；第 ４类为蓝色分子，用来连接各部分的检测分
子，如（ｂ）；第５类为红色的 ＴＯＫ分子，该分子将标记银
光粉，它用来提取 Ｎ皇后问题的解．
３３ 算法步骤

利用本文设计的ＤＸ分子，结合基因工程相应的生
化操作，提出了基于自组装模型的 Ｎ皇后问题 ＤＮＡ计
算算法．

算法１ 基于自组装模型的 Ｎ皇后问题ＤＮＡ计算算法（Ｎｑｕｅｅｎｐｒｏｂ
ｌｅｍａｌｇｏｒｉｔｈｍ）
输入：ｔｉｌｅ分子集 Ｔ１，Ｔ２，Ｔ３，他们分别为初始分子集，规则分子集，检
测分子集，

输出：Ｎ皇后问题的解

Ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ：Ｎｑｕｅｅｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ（Ｇ，Ｔ１，Ｔ２，Ｔ３）
（１）Ｔ＝Ａｎｎｅａｌ（Ｔ１），将初始分子经退火，生成初始系统；
（２）Ｔ＝（（Ｔ，Ｔ２，Ｔ３），将规则和检测分子放入初始系统中；
（３）Ｔ＝Ａｎｎｅａｌ（Ｔ），经退火反应，生成求解和检测系统；
（４）使用ＡＦＭ观察具有荧光标记的最终格局分子块；该分子快所

代表的布局就是 Ｎ皇后问题的一个解．
（５）Ｔｅｎｄ′＝Ｅｘｔｒａｃｔ（Ｔ），提取在（６）中所观测到的分子块，将其放入

试管 Ｔｅｎｄ′，通过解析分子团所包含的 Ｎ皇后的布局，就得到 Ｎ皇后
问题的解；

４ 算法分析

引理 １ ∑ ＝ ｒｉ，ｃｉ，ｊ，＃ｊ，ｉ，Ｌ１，Ｌ２，ＯＫ，{ }｜，
其中０＜ｉ≤Ｎ，０＜ｊ≤２×Ｎ＋１，Γ为３．３．１中设计的初
始分子集，令τ＝１，ｇ＝１．则对Γ中的初始分子进行
ＰＣＲ聚合酶链式反应，充分退火后生成初始子系统 Ｓ，
其中 Ｓ＝＜Γ，ｇ，τ＞，则初始子系统 Ｓ中包含的初始
格局形状为Ｌ型，如图７，每一个初始格局均可表示 Ｎ
皇后在棋盘上的一个分布，且初始系统所包含的全部

初始格局能包含 Ｎ皇后问题的所有解．
证明：设初始分子ΓＳ在初始格局中的位置（０，０），

因ΓＳ的σＷ＝σＳ＝ｎｕｌｌ，因此初始子系统的自组装过程
只能沿着ΓＳ分子的Ｎ端和Ｅ端方向展开．考察ΓＳ分
子Ｎ端的自组装过程：因其σＮ＝ｒ１，而τ＝１，ｇ＝１．据
自组装计算模型的第９条（见本文 ２．２）以及初始分子

集可知，初始格局（０，ｉ）位置上只能为ΓＲｉ分子．因此初
始格局第 ０列的（０，１）到（０，ｎ）位置上的分子相应为

ΓＲ１～ΓＲｎ．又ΓＲｎ的σＮ＝ｒｎ＋１．所以（０，ｎ＋１）位置上为边
界分子ΓＲｅ．由于ΓＲｉ分子可表示棋盘的第ｉ行有一个皇
后，因此初始格局的第０列便可表示 Ｎ个皇后在Ｎ×Ｎ
棋盘上的一个分布，且每一行有且只有一个皇后．

再看ΓＳ分子Ｅ端：由于始端分子ΓＳ的σｗ＝ｃ１，故
只有ΓＣｉ才能粘贴在（ｉ，０）（０＜ｉ≤Ｎ）上．（Ｎ，０）位置上
为ΓＣｎ分子，其σｗ＝ｃＮ＋１，因此初始格局中（Ｎ＋１，０）位
置上只能为连接分子Γ１．又Γ１的σｗ＝＃１，所以Γ１右
边的分子只能为Γ＃１．因此，Γ＃ｉ（０＜ｉ≤２×Ｎ－１）分子
将从左至右依次按照 ｉ的大小粘贴在初始格局中的（Ｎ
＋２，０）到（３×Ｎ，０）位置上．同理通过连接分子Γ２，Γｉ
（０＜ｉ≤２×Ｎ－１）分子也将从左至右依次按照 ｉ的大
小粘贴在初始格局中的位置（３×Ｎ＋２，０）到（５×Ｎ，０）
上．且边界分子Γ３在位置（５×Ｎ＋１，０）上．

经上述分析可知，初始子系统中生成的初始格局

为 Ｌ型，第０列由ΓＲｉ分子组成，只要初始系统中有足
够多的初始格局，其就可包含 Ｎ皇后问题的所有解．第
０行包括三个部分，第一部分由ΓＣｉ分子组成，表示棋盘
的第１到第 Ｎ列；第二部分由Γ＃ｉ分子组成，表示棋盘

第１到第２×ｎ－１的顺时针对角线；第三部分由Γｉ型
分子组成，表示棋盘第 １到第 ２×ｎ－１的逆时钟对角
线．每部分之间用连接分子连接．初始子系统 Ｓ可形式
化描述为如下：①ＡＳ（０，０）＝ΓＳ；②对于０＜ｉ≤Ｎ，有 ＡＳ
（０，ｉ）＝ΓＲｉ；③ＡＳ（０，Ｎ＋１）＝ΓＲｅ；④对于０＜ｊ≤Ｎ，有
ＡＳ（ｊ，０）＝ΓＲｊ；⑤ＡＳ（Ｎ＋１，０）＝Γ１；⑥对于 Ｎ＋１＜ｊ≤３
×Ｎ，ｋ＝ｊ－Ｎ－１，有 ＡＳ（ｊ，０）＝Γ＃ｋ；⑦ＡＳ（３×Ｎ＋１，
０）＝Γ２；⑧对于３×Ｎ＋１＜ｊ≤５×Ｎ，ｋ＝ｊ－３×Ｎ－１，
有 ＡＳ（ｊ，０）＝Γｋ；⑨ ＡＳ（５×Ｎ＋１，０）＝Γ３．（证毕）

引理２（唯一性） 设自组装系统 Ｓ２ｎ＝＜Ｔ，ｇ２ｎ，τ２ｎ
＞，其 ｇ２ｎ＝１，τ２ｎ＝２，如果ｔ∈Ｔ，只要 ｔ的（σＳ，σＮ）对
唯一，那么由引理１生成的每一个初始格局与规则分子
通过自组装反应后，只能生成唯一的最终格局．

证明：考察规则分子集 Ｔ可以发现，每一个分子块
它的 Ｓ端与Ｎ端的粘性末端符号对都是唯一，因此据
文献［２１］中的定理２．２可知，每一个初始格局都能唯一
确定一个最终的格局．（证毕）

定理１ 对任意 Ｎ∈Ｎ，如果∑ ＝｛ｒｉ，ｃｉ，ｊ，＃
ｊ，ｉ，Ｌ１，Ｌ２，ＯＫ，｜｝，其中 ０＜ｉ≤Ｎ，０＜ｊ≤２×Ｎ－１，设
初始分子集、规则分子集（如图５）和检测分子集（如图
６）为 Ｔ，设 ｇ２＝１，τ２＝２，ｇ２表示能量函数，τ２为热力学
温度常数，则系统 Ｓ２＝＜Ｔ，ｇ２，τ２＞经求解子系统和检
测子系统后能得到 Ｎ皇后问题的解．

证明：因 ｇ２＝１，τ２＝２，故在自组装过程中，初始格
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局中能粘贴规则 ｔｉｌｅ分子块的第一个位置只能是（１，
１）［２１］．从位置（１，１）开始，由下至上，从左至右依次粘贴
分子形成新的格局，最终在格局的边界粘贴检测分子

终止自组装过程．
初始格局包含三个区域（如图３），先考察初始格局

中第一个区域，如果其第 ｉ列（１≤ｉ≤Ｎ）的（ｉ，Ｎ＋１）位
置上粘贴有检测分子，则在该列中有且必有一个紫色

ｔｉｌｅ分子，也就表示棋盘的第 ｉ列有且只有一个皇后，否
则就表示在棋盘的第 ｉ列有多个或０个皇后．因此，只
要最终格局在（Ｎ，Ｎ＋１）位置上粘贴有检测分子 ＴＣｅＮ，
就表示该初始格局所编码的 Ｎ皇后分布在棋盘每一
行，每一列都不存在冲突．

再考察初始格局的第二和第三区域：这两个区域

用来计算顺时针和逆时针对角线上的皇后是否存在冲

突．因为初始格局中只编码皇后所在位置的行号和列
号，然而第二部分和第三部分要判断棋盘的对角线是

否存在冲突，因此利用本文设计的连接分子可将初始

格局所代表的皇后所在的行、列号转换为其对角线号：

考察初始格局的第 Ｎ＋１列，它连接第一部分和第
二部分（见图３）．从规则分子集得知，除了连接分子之
外，其余所有的分子其σＥ＝σＷ，因此有：
ｂｄＷ（ＡＣ（Ｎ，ｉ））＝ｂｄＷ（ＡＣ（０，ｉ））＝Ｃｊ，１≤ｉ≤Ｎ，１≤ｊ≤
Ｎ．所以在位置（Ｎ＋１，ｉ）上的分子有：ｂｄＥ（ＡＣ（Ｎ＋１，
ｉ））＝Ｃｊ，ｂｄＳ（ＡＣ（Ｎ＋１，ｉ））＝Ｌｉ，ｂｄＷ（ＡＣ（Ｎ＋１，ｉ））＝
＃ｍ，１≤ｉ≤Ｎ，１≤ｊ≤Ｎ，据连接分子（见３．２．２）可知：ｍ
＝ｉ＋ｊ－１．因此如果 ｉ表示棋盘的第ｉ行，而 ｊ表示棋
盘的第ｊ列，那么 ｍ表示棋盘（ｉ，ｊ）所在的顺时针斜对
角线号．由上推理，如果第二部分的每一列均粘贴了检
测分子，那么 Ｎ皇后在顺时针对角线上就不存在冲突；
否则如果某一列上没有粘贴检测分子，如图８（ａ），则说
明在该顺时针对角线上必定存在多个皇后．同理，对于
第三部分，通过连接分子可以将初始格局所代表的 Ｎ
个皇后所在的行列号转换为逆时针对角线号，然后利

用相应的规则分子和检测分子可以计算各皇后是否逆

对角线上存在冲突．如果第三部分的每一列均粘贴有
检测分子，表明各皇后在逆时针对角线上不存在冲突．
否则，皇后在逆时针对角线上存在冲突．

通过以上分析可知：如果在最终格局 Ｓ上有ＡＳ（５
×Ｎ＋１，Ｎ＋１）＝Ｔｏｋ，Ｔｏｋ分子为最终检测分子，则说明
该格局所代表的 Ｎ皇后布局在每一列，每一个对角线

上都最多有１个皇后，即其为 Ｎ皇后问题的一个解．因
为 Ｔｏｋ上已经标记有荧光素，因此只需要使用 ＡＦＭ找出
所有具有荧光标记的分子块，便可以求出 Ｎ皇后问题
的解．（证毕）

定理２ 系统 Ｓ２ｎ的自组装时间复杂度是为Ｏ（ｎ）
证明 由定理一可知，每一初始格局只能生成一

个最终格局．对于 ｎ个皇后，最终格局最多能粘贴（ｎ＋
１）×（５×ｎ＋１）个 ｔｉｌｅ分子，因此根据文献［２１］中的定
理２．３可知，生成最终格局的自组装时间为 ｎ的线性
时间，其时间复杂度为 Ｏ（ｎ）．（证毕）

定理３ 系统 Ｓ２ｎ自组装过程中需要的分子块的类
型数量为Ｏ（ｎ２）．

证明 对于 Ｎ皇后问题，设皇后的个数为 ｎ．则本
文设计的初始分子的类型个数为 ｎ２＋５ｎ＋３，规则分子
的类型个数应为６×ｎ２＋１１×ｎ＋１，检测分子的类型个
数为５×ｎ＋５，自组装过程中需要的分子块的类型数量
为 Ｏ（ｎ２）．（证毕）

５ 仿真实验分析

为了测试本文中算法的有效性，我们利用自组装

仿真软件 ｘｇｒｏｗ［７，１９，２３］，模拟实现了 ４皇后问题本文的
ｄｎａ自组装算法．

利用本文３２１节中的方法设计了 ４皇后问题的
初始分子，根据算法第１和２步，通过 ｘｇｒｏｗ生成包含４
皇后问题解空间的初始系统，图７（ａ）为ｘｇｒｏｗ软件模拟
自组装生成的一个初始格局，图７（ｂ）为图７（ａ）的符号
表示．该初始格局的最左边列表示４个皇后在棋盘上的
位置分布，该分布用一个４元组（２，４，１，３）表示，即表示
４个皇后分布在棋盘位置（１，２），（２，４），（３，１）和（４，３）
上．

再据算法第３步到第５步，将规则分子以及检测分
子与初始子系统经过充分退火反应后将得出最终格
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局．如图８为 ｘｇｒｏｗ模拟生成的两个典型最终格局．分
析图８可知：（ａ），（ｂ）代表４个皇后在棋盘上的分布分
别为（１，３，２，４），（２，４，１，３）．对于图８（ａ），因该布局在棋
盘第４号顺时针对角线上有两个皇后，因此自组装过程
在最终格局的第２部分的第４列终止；对于图８（ｂ），因
为４个皇后在每一行，每一列和两个对角线上均不存在
两个皇后，因此红色的检测分子粘贴在最终格局上，表

示这个最终格局均为４皇后问题的一个解，其中图９为
图８（ｂ）的抽象表示．

最后根据算法１的第６步，将提取所有带有红色荧
光的ｔｉｌｅ分子的最终格局，这些格局所代表的就是 Ｎ皇
后问题的解．由此求得四皇后问题的解为（２，４，１，３）和
（３，１，４，２）．

６ 结论

自从 Ａｄｌｅｍａｎ首次运用 ＤＮＡ计算来解决 ＮＰ问题
以来，有不少学者提出 Ｎ皇后问题的 ＤＮＡ计算机算
法．许多学者是利用粘贴，剪接模型等，虽然这些算法
能够在多项式时间内求得 Ｎ皇后问题的解，但是其生
化操作具有较高的复杂度．生化实验操作步骤越多，相
应带来的试验误差也就越大．无法保证生化解的准确
性．本文利用ＤＮＡ自组装模型，根据ＤＮＡ链形成的ｔｉｌｅｓ
的自组装特性以及自组装计算模型，提出了一种 Ｎ皇
后问题的ＤＮＡ自组装算法．算法的生化操作复杂度为
常数级，且提高了生化解的准确性，具有良好的易操作

性．
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