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摘 要： 本文提出了一种 ＭＳＡ变换的快速算法．根据快速傅里叶变换理论，在 ＭＳＡ变换尺度的最小取值范围
内，推导出最小基准变换尺寸，以取代同一尺度变换的不同变换尺寸，减少ＭＳＡ变换计算次数；此外，在ＭＳＡ变换尺度
的最小取值范围外，利用ＭＳＡ变换的对称性进行尺度范围映射，减小ＭＳＡ变换尺寸，降低计算复杂度．利用典型数据，
从时间效率和特征值精度对算法进行仿真分析验证．实验表明，所提快速计算方法在保证特征值精度一致的前提下，
计算速度提高到３倍以上．
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１ 引言

仿射不变量是计算机视觉领域的研究热点之

一［１～３］．近年来，不变量提取已从基于目标单一图像发
展到基于目标多尺度图像，诸如尺度傅立叶描述子［４］、

全局仿射不变量［５］、二进小波仿射不变量［６］等多尺度提

取方法，使不变量识别能力得到不断提高．其中，Ｒａｈｔｕ
等将图像函数概率解释与仿射坐标系统相结合，提出了

多尺度自卷积（ＭｕｌｔｉＳｃａｌｅＡｕｔｏｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＭＳＡ）变换提
取目标仿射不变特征的方法，所提特征数量可变，对噪

声、遮挡和角度变化等具有良好的适应性，在目标识

别［７～１０］、图像配准［１１］等方面取得了较佳的效果．
但是，ＭＳＡ变换在每次计算尺度时需要多次傅立

叶变换，其计算复杂度大、计算效率较低、时间消耗多．
为此，本文根据傅里叶变换的快速计算理论，在 ＭＳＡ变
换尺度的最小取值范围内，推导出最小基准变换尺寸以

取代同一尺度变换的不同变换尺寸，减少 ＭＳＡ变换计
算次数；同时，在 ＭＳＡ变换尺度的最小取值范围外，利
用ＭＳＡ变换的对称性进行尺度范围映射，减小 ＭＳＡ变
换尺寸，降低计算复杂度．通过仿真实验验证了所提快
速计算方法的正确性和有效性．

２ ＭＳＡ特征提取方法

ＭＳＡ原理为一幅图像中任意一点都可以利用该图
像不共线的三点线性表示，当图像发生仿射变换时，这

四个点的线性关系保持不变，其变换的一种表达形式为
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Ｆ（α，β）＝
１ 

ｆ３Ｌ１∫Ｒ２
ｆ（ｘ）（ｆαｆβｆγ）（ｘ）ｄｘ （１）

其中，表示卷积，α，β，γ∈Ｒ为尺度因子，且α＋β＋
γ＝１．当 ａ≠０时，ｆａ（ｘ）＝ｆ（ｘ／ａ）／ａ２；当 ａ＝０时，ｆａ
（ｘ）＝δ（ｘ）（迪拉克函数）．Ｆ（α，β）表示图像灰度值的
数学期望，对仿射变换具有不变性，适用于背景像素灰

度值为零的目标图像，通过改变尺度α，β值可以获取

无限多的特征值．计算三重积分非常耗时，而利用傅立
叶变换将空域卷积转换成频域中乘积可大大提高式

（１）计算速度，因此式（１）应用于离散图像的快速计算式
为

Ｆ（α，β）＝
１
Ｍ１Ｍ２

１
ｆ^（０）３∑

Ｍ１Ｍ２－１

ｉ＝０
ｆ^（－ｗｉ）^ｆα（ｗｉ）^ｆβ（ｗｉ）^ｆγ（ｗｉ）

（２）
其中，^ｆ（ｗｉ）表示 ｆ（ｘ）的离散傅立叶变换，式（２）计算量
包括傅立叶变换和乘积计算，显然，傅立叶变换占用了

主要计算时间，因此快速傅立叶变换能够进一步提高

ＭＳＡ计算速度．令λαβ＝｜α｜＋｜β｜＋｜γ｜，为避免卷绕误
差，设原图像尺寸为 Ｎ１×Ｎ２，变换后长度必须满足 Ｍｉ
λαβＮｉ－２，ｉ＝１，２，变换时一般取 Ｍｉ＝λαβＮｉ．由于α＋

β＋γ ＝１，α，β 值可确定γ 值，因此 Ｆ（α，β）和
Ｆ（α，β，γ）等价，所以 Ｆ（α，β，γ）具有如下性质

［７］

（１）Ｆ（α，β，γ）＝Ｆ（σ（α，β，γ）），σ（α，β，γ）表示

α，β，γ的任意排列；

（２）Ｆ（α，β，γ）＝
１
α
２Ｆ

１
α
，－β
α
，－γ( )
α

＝１
β
２Ｆ －α

β
，
１
β
，－γ( )
β

＝１
γ
２Ｆ －α

γ
，－β
γ
，
１( )
γ
．

３ ＭＳＡ的快速计算

对于一幅 Ｎ×Ｎ图像，图像变换尺寸为 Ｍ＝λαβＮ，
设 Ｍ为２的整数次幂，忽略图像缩放和插值操作时间，
如式（２），采用标准快速傅立叶变换，每对尺度（α，β）上
ＭＳＡ变换需４次离散傅立叶变换，每次需 Ｏ（Ｍ２ｌｏｇ２Ｍ）
次操作，接着计算上述结果的乘积需３Ｍ２次复乘和 Ｍ２

－１次复加，而计算 ｆ^（０）仅需 Ｍ２－１次实加，且对所有
尺度都只需计算１次．显然，快速傅立叶变换占用了主
要计算时间，减少其计算量是有效提高 ＭＳＡ变换速度
的关键环节．

ＭＳＡ中快速傅立叶变换速度由两个方面决定：一是
变换次数，二是变换尺寸，而它们分别由尺度因子（α，β）

数量和值决定，本节将针对尺度取值特点和范围，通过

减小变换次数或变换尺寸的方法，提高ＭＳＡ变换速度．
３１ 最小化变换次数快速计算法

利用性质１和性质 ２可求得覆盖所有 Ｆ（α，β）值
的一个最小（α，β）平面三角形区域｛－１，１；０，０；１／３，

１／３｝［７］．虽然（α，β）在区域内有无限多种选择，但卷积
性质决定了ＭＳＡ变换值为平滑连续曲面，所以距离很
近的（α，β）点得出的 ＭＳＡ特征值相关性很高，因此，通
常选择在三角形区域中均匀分布的（α，β）点

［８］．该方法
可概括为：从坐标原点开始，依次在α和β正负方向上

以１／Δ等间隔在区域内取值，Δ 为正整数，此时，
ｍａｘ（｜α｜，｜β｜，｜γ｜）１．

当（α，β）在三角形区域｛－１，１；０，０；１／３，１／３｝内以
１／Δ间隔均匀取值时，所得尺度对数 Ｏ（Δ）与Δ间关系为

Ｏ（Δ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
?（（Δ＋ｉ）／２）」－（Δ－１）Δ／２＋?（Δ／２）」

＋∑
?Δ／３」

ｉ＝１
?（Δ－ｉ）／２」－（?Δ／３」－１）?Δ／３」／２ （３）

其中，Δ３，?·」表示向负方向取整．多尺度卷积时，图
像缩放系数为尺度绝对值，所以 α ，β ，γ ∈
｛１／Δ，２／Δ，…，（Δ－１）／Δ，１｝，易知只有Δ种尺度参与卷
积，即 ｆ１／Δ，ｆ２／Δ，…，ｆ（Δ－１）／Δ，ｆ１，ｆ１＝ｆ，此处下标表示图
像缩放系数．由于λαβ决定了变换尺寸，每对尺度（α，β）
的λαβ值不同，即使是同一尺度图像，仍需在多个不同尺

寸上进行变换，因此ＭＳＡ共需４×Ｏ（Δ）次傅立叶变换，
而 Ｏ（Δ）２Δ，显然每个尺度平均需要多于８次的傅立
叶变换，这恰恰是每次变换尺寸不同引起的．如果所有
尺度图像都在同一尺寸上进行变换，那么 ＭＳＡ变换中
的傅立叶变换次数从大于８Δ次减少至仅需Δ次，ＭＳＡ
变换速度将显著提高．

设图像 ｆ（ｉ，ｋ）的尺寸为 Ｎ１×Ｎ２，在尺度 ａ上为
ｆａ（ｉａ，ｋａ），设 Ｍ１＝λαβＮ１＋δ１，Ｍ２＝λαβＮ２＋δ２，δ１，δ２为
任意正整数．将 ｆａ（ｉａ，ｋａ）延拓成大小为 Ｍ１×Ｍ２图像
ｇａ（ｉａ，ｋａ），即

ｇａ（ｉａ，ｋａ）

＝
ｆａ（ｉａ，ｋａ）， ０ｉａ｜ａ｜Ｎ１－１，０ｋａ｜ａ｜Ｎ２－１
０， ｜ａ｜Ｎ１ｉａＭ１{ －１

或｜ａ｜Ｎ２ｋａＭ２－１ （４）
式中，ａ≠１时，ｆａ（ｉａ，ｋａ）＝ｆ（ｉａ，ｋａ）／ａ２）；ａ＝１时，

ｆ１（ｉ，ｋ）＝ｆ（ｉ，ｋ），将 ｇａ（ｉａ，ｋａ）以尺寸 Ｍ１×Ｍ２进行傅
立叶变换得

ｇ^ａ（ｍａ，ｎａ）＝∑
Ｍ１－１

ｉａ＝０
∑
Ｍ２－１

ｋａ＝０
ｇａ（ｉａ，ｋａ）ｅ－ｊ２π（ｍａ

ｉａ
Ｍ１
＋ｎａ
ｋａ
Ｍ２
） （５）

式中，ａ＝１时，ｇ１（ｉ，ｋ）＝ｇ（ｉ，ｋ），联合式（５）代入
式（２），整理得
Ｆ（α，β）＝

１
ｇ^（０）３∑

Ｍ１－１

ｉ
α
＝０
∑
Ｍ２－１

ｋ
α
＝０
∑
Ｍ１－１

ｉ
β
＝０
∑
Ｍ２－１

ｋ
β
＝０
∑
Ｍ１－１

ｉ＝０
∑
Ｍ２－１

ｋ＝０
ｇ（ｉ，ｋ）ｇα（ｉα，ｋα）ｇβ（ｉβ，ｋβ）

·∑
Ｍ２－１

ｋ
γ
＝０
∑
Ｍ１－１

ｉ
γ
＝０
ｇγ（ｉγ，ｋγ）

１
Ｍ１Ｍ[

２
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·∑
Ｍ１－１

ｍ＝０
ｅｊ２π

ｍ
Ｍ１
（ｉ－ｉ

α
－ｉ
β
－ｉ
γ
）∑
Ｍ２－１

ｎ＝０
ｅｊ２π

ｎ
Ｍ２
（ｋ－ｋ

α
－ｋ
β
－ｋ
γ ]） （６）

显然 ｇ^（０）＝ｆ^（０），将式（４）代入式（６），化简得

Ｆ（α，β）＝
１
ｆ^（０）３∑

Ｎ１－１

ｉ＝０
∑
Ｎ２－１

ｋ＝０
∑
｜α｜Ｎ１－１

ｉ
α
＝０
∑
｜α｜Ｎ２－１

ｋ
α
＝０
∑
｜β｜Ｎ１－１

ｉ
β
＝０
∑
｜β｜Ｎ２－１

ｋ
β
＝０
ｆ（ｉ，ｋ）

·ｆα（ｉα，ｋα）ｆβ（ｉβ，ｋβ）ｆγ（ｉ－ｉα－ｉβ，ｋ－ｋα－ｋβ）
（７）

所以 Ｆ（α，β）与δ１，δ２无关，当图像在尺度α，β，γ
上以尺寸Ｍ１×Ｍ２（Ｍ１λαβＮ１，Ｍ２λαβＮ２）进行傅立叶
变换时，Ｆ（α，β）值保持不变．

因此将尺度图像 ｆ１／Δ，ｆ２／Δ，…，ｆ（Δ－１）／Δ，ｆ１统一以相
同尺寸 Ｍ１×Ｍ２进行傅立叶变换可有效减少变换次数，
同时保持值不变．设λｍａｘ＝ｍａｘａｒｇ

α，β
λα( )
β
，λｍａｘ表示全部

（α，β）对中λαβ的最大值，ＭＳＡ变换时，取 Ｍｉ＝λｍａｘＮｉ，ｉ
＝１，２，该方法虽然增加了变换尺寸，但减少了变换次
数，从而总体上减少了计算复杂度．在三角形区域
｛－１，１；０，０；１／３，１／３｝中，λｍａｘ＝３，取 Ｍｉ＝３Ｎｉ作为 ＭＳＡ
变换尺寸时，所需傅立叶变换次数仅为Δ次，如图１中
１３对尺度和４３对尺度，原方法分别需５２次和１７２次，
而所提方法分别只需５次和１０次，因此提高 ＭＳＡ变换
速度效果显著．

ＭＳＡ变换计算复杂度主要包括傅立叶变换及其结
果之间的乘积运算，而其它复数加和系数乘积等操作

相对可忽略不计，图像尺寸为 Ｎ×Ｎ，标准快速傅立叶
变换和复数乘积计算复杂度分别约为（λαβＮ）

２ｌｏｇ２（λαβＮ）
和λ

２
αβ
Ｎ２次复数乘．当α·β≠０时，需４次傅立叶变换和

３次复数矩阵点乘；当α·β＝０时，需３次傅立叶变换和
２次复数矩阵点乘，ＭＳＡ变换的复杂度估算为

Ｔ≈ ∑
α，β

１
２Ｆαβ·λ

２
αβ
ｌｏｇ２（λαβ·Ｎ）＋∑α，β

Ｍαβ·λ
２
α[ ]β Ｎ２ （８）

其中，Ｆαβ为尺度对（α，β）所需傅立叶变换次数，Ｍαβ为
复数矩阵点乘次数，即当α·β≠０时，Ｆαβ＝４，Ｍαβ＝３；当

α·β＝０时，Ｆαβ＝３，Ｍαβ＝２．对于实数输入，傅立叶变换
速度约为复数输入的一半，所以在式（８）中 Ｆαβ乘以系
数１／２．基于图１（ａ）和１（ｂ）中参数，原方法的计算复杂
度分别为 Ｔ１ａ≈８３Ｎ２ｌｏｇ２Ｎ＋２０９Ｎ２和 Ｔ１ｂ≈２４１Ｎ２ｌｏｇ２Ｎ
＋５８４Ｎ２，而本文所提方法的计算复杂度分别为 Ｔ′１ａ≈
２３Ｎ２ｌｏｇ２Ｎ＋３６９Ｎ２和 Ｔ′１ｂ≈４５Ｎ２ｌｏｇ２Ｎ＋１１８７Ｎ２，当 Ｎ
＝５１２时，所提方法计算效率约为原方法２倍．
３２ 最小化变换尺度快速计算法

如图２（ａ）中尺度（α，β）的均匀取值
［７］，应用３．１节

方法虽然可以提高计算效率，但效果不明显，因为间隔

１／Ｎ＝０２５，ｍａｘ（α ，β ，γ ）＝３，λｍａｘ＝５，即对于
２９对参数不但需计算１２次傅立叶变换，而且变换尺寸
增加到原图像的５倍，因此总的计算量减少得非常小，
所以最小化变换次数法不适用于 ｍａｘ（α ，β ，γ ）

＞１时的尺度取值情况．

当尺度（α，β）数量确定时，傅立叶变换计算量由

λαβ值决定，γ＝１－α－β，如果能对（α，β，γ）进行某种变
换，不但使 Ｆ（α，β）值保持不变，而且使得λαβ值变小，那
么傅立叶变换尺寸可相应减小，ＭＳＡ计算速度将能显著
提高．不失一般性，设 α  β ，γ ，根据 Ｆ（α，β）性
质 ２知，求 取 Ｆ（α，β，γ）值 可 转 换 为 求 Ｆ
１
α
，－β
α
，－γ( )
α

值，此 时 变 换 图 像 尺 寸 为

１
α
＋ β
α

＋ γ( )
α

Ｎ，与 Ｆ（α，β，γ）的变换尺寸λαβ
Ｎ相比，尺度变换后所需计算图像尺寸增减与 α 有关，

α ＜１时，尺寸增加；α ＝１时，尺寸不变；α ＞１

时，尺寸减小．系数 １
α
２，
１
α
，－β
α
，－γ
α
已知，而

１
α
２与 Ｆ
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１
α
，－β
α
，－γ( )
α
的乘积相对于傅立叶变换时间，可忽

略不计，所以 α ＞１时，即尺度位于最小平面区域外
时，利用尺度变换法将尺度映射到最小平面区域，可大

大提高ＭＳＡ变换速度．利用 Ｆ（α，β）性质１的互换性，可
得 β ＞１且 β  α ，γ ，或 γ ＞１且 γ 
α ，β 时，都可基于尺度变换实现ＭＳＡ的快速变换．
将以上三种情况统一表示为 ｍａｘ（α ，β ，γ ）

＞１时，Ｆ（α，β）值都可基于尺度变换实现快速计算．如
图２（ａ）中２９对尺度因子［７］，从（－１，－１）点开始，按自
下向上，自左向右顺序，依次对尺度对编号，将其中

ｍａｘ（α ，β ，γ ）＞１的（α，β）对进行尺度变换，其
余值保持不变，得到如图２（ｂ）所示的（α，β）分布，由于
编号为１７和２９的尺度对经尺度变换后值相等，图中只
显示２８对参数．令λ′αβ表示尺度变换后尺度对中各尺
度绝对值的和．如图 ３所示，２９对尺度中的 ２０对为
ｍａｘ（α ，β ，γ ）＞１，变换后λ′αβ＜λαβ；其余９对为
ｍａｘ（α ，β ，γ ）１，保持不变，即λ′αβ＝λαβ，由于

ＭＳＡ变换时间与λ２αβ成正比关系，而 ∑λ２αβ ＝２２３，
∑λ′２αβ＝６１，所以尺度变换后ＭＳＡ变换时间大大减少．

根据式（８）估算图２（ａ）和２（ｂ）中的计算复杂度分
别为 Ｔ２ａ≈４４０Ｎ２ｌｏｇ２Ｎ＋１３９１Ｎ２和 Ｔ２ｂ≈１１９Ｎ２ｌｏｇ２Ｎ＋
２６８Ｎ２，当 Ｎ＝５１２时，最小化变换尺度法将计算速度提
高至４倍．

４ 仿真实验结果及分析

本节通过时间效率分析和特征值精度分析实验来

验证所提快速计算方法的有效性．在时间效率分析实
验中，由于当图像尺寸为２的整数次幂时，标准快速傅
立叶变换计算最快；当图像尺寸只包含小素数因子时，

计算速度几乎与２的整数次幂时一样快；但当图像尺寸
为素数或含有大素数因子时，计算速度通常慢几倍，所

以为了使计算复杂度尽可能逼近标准快速计算模型，

根据ＭＳＡ变换尺度取值特点，选择以１００×１００～７００×
７００大小的图像为计算样本，同时，将变换尺寸取为满
足最小变换尺寸要求，且只含７及以下的小素数因子，
以使计算速度尽可能贴近标准快速傅立叶变换．在特

征值精度分析实验中，选择典型的“ａｕｔｕｍｎ”风景，“ｃａｍ
ｅｒａｍａｎ”人物，“ｗｏｏｄ”纹理和“ｃｉｒｃｌｅｓ”二值图像为研究对
象，测试所提两种快速方法的特征值精度，如图５所示．

基于图１（ａ）、（ｂ）和图 ２（ａ）中参数的原方法分别
记为ＭＳＡ－１３、ＭＳＡ－４３和 ＭＳＡ－２９，所对应的最小化变
换次数法和最小化变换尺度法记为 ＭＳＡ－Ｎ１３、ＭＳＡ－
Ｎ４３和ＭＳＡ－Ｓ２９．
４１ 时间效率分析

图４给出了运行环境为３０ＧＨｚ主频双核ＣＰＵ，２ＧＢ
内存和ＸＰ操作系统时，计算时间与图像尺寸间的关
系．为了尽可能减少测试时间受系统软件影响，对每个
样本都运行 １００次，找出其中最小值作为程序执行时
间，结果如图４（ａ）所示．所提快速方法与原方法计算速
度的比值如图 ４（ｂ）所示，Ｅｓ２９ｔ、Ｅｎ４３ｔ和 Ｅｎ１３ｔ表示理
论分析得到的倍数，Ｅｓ２９ｒ、Ｅｎ４３ｒ和Ｅｎ１３ｒ为仿真实验的
实际倍数，从图中得出，理论分析与实际运行结果相差

在１０％以内，这主要是由于分析模型为标准快速傅立
叶变换，而实验图像尺寸不是２的整数次幂，以及算法
中其它程序执行时间等引起的，因此理论分析与实际

运行结果吻合．基于文中尺度，尺度变换法的计算速度
约为原方法４倍，最小化变换次数法的计算速度约为原
方法２倍．

４２ 特征值精度分析

为验证所提方法是否能有效保持特征值精度，基

于图２（ａ）中尺度，图 ６给出了最小化变换次数法和原
方法提取图５中图像的ＭＳＡ特征值；基于图３（ａ）中尺
度，图７给出了最小化变换尺度法和原方法提取图５中
图像的ＭＳＡ特征值．

图６和图 ７中 ＭＳＡ特征值曲线表明，所提方法和
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原方法提取的特征值精度一致，对风景、人物、纹理和

二值图像均表现出相同的性能．所提最小化变换次数
法与原方法的傅立叶变换尺寸满足最小尺寸要求，都

避免了混叠，因而具有相同的计算精度，而所提最小化

变换尺度法利用尺度变换不改变 ＭＳＡ特征值的性质，

降低了计算复杂度，同时保持了特征值精度，实验结果

和理论推导结果吻合．由于特征值精度决定了识别率，
那么所提方法与原方法识别率也一致，鉴于篇幅所限，

不再进行实验验证．

５ 结束语

实时处理已成为仿射不变量用于目标识别的基本

要求，为此，本文提出了一种 ＭＳＡ变换的快速计算方
法．通过证明推导出最小基准变换尺寸，并利用 ＭＳＡ变
换的对称性进行尺度范围映射，极大减少了 ＭＳＡ变换

计算复杂度．实验结果验证了所提快速计算方法的正
确性和有效性．此外，该快速计算方法还可扩展应用于
归一化仿射矩不变量．
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