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摘 要： 测量矩阵在压缩感知中起着关键性的作用，其性能会影响原始信号的压缩与重构．现有的测量矩阵多
数为随机的，它们在实际应用中有存储量大、效率低等缺点，且在硬件上难以实现，故构造确定性测量矩阵对压缩感知

理论的推广与应用具有重要的意义．本文回顾了国内外学者在确定性测量矩阵构造方面的研究，着重对目前已有的构
造算法进行详细的介绍和分类，最后根据多种指标综合评述了各种算法的性能．
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１ 引言

在过去的半个世纪里，奈奎斯特采样定理一直要求

信号的采样率不低于信号带宽的２倍，这样才可不失真
的实现重构．Ｄｏｎｏｈｏ等人在信号分解和逼近理论基础上
提出的压缩感知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）可克服奈奎斯
特采样定理［１，２］，实现信号的同时采样与压缩［３］．压缩
感知的核心是利用测量矩阵将高维稀疏信号投影到一

个低维空间上，然后利用信号的稀疏性，通过重构算法

实现原始信号的恢复．压缩感知理论研究主要包含信号
稀疏表示、测量矩阵构造和重构算法设计三个方面．

信号稀疏表示是将该信号投影到某正交基或冗余

字典［４，５］上时，对应的表示系数中只有少数是非零的．
若系数中仅有少数是显著的，其余都很小，则称该信号

是可压缩的．压缩感知理论所研究的对象是可稀疏表示
或可压缩的信号．常用的正交基有 ＤＣＴ基、ＦＦＴ基、ＤＷＴ

基等［６］．在 ＣＳ压缩投影过程中，并非直接测量稀疏信号
本身，而是将其投影成低维测量值．测量矩阵是压缩感
知的核心之一，在信号压缩投影和重构过程中起着重要

的作用．总体来说，好的测量矩阵能够在投影测量时保
持原始信号的重要信息，并可结合测量值重构出原始信

号．为保证投影测量值中能保持原始信号的绝大部分能
量，测量矩阵需满足一定条件，如有限等距性质（Ｒｅ
ｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙＰｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ）［３］、列相干性［７］，零空间特
性等［８］．最后通过重构算法恢复原始信号，此过程可转
换为最小 ｌ１或 ｌ０范数问题的求解［９，１０］．

ＣＳ重构算法分为两类：一为 ｌ１范数最小化算法，包
括内点法（ＩｎｔｅｒｉｏｒＰｏｉｎｔ，ＩＰ）［１１］、梯度投影（ＧｒａｄｉｅｎｔＰｒｏ
ｊｅｃｔｉｏｎ）［１２］及同伦（Ｈｏｍｏｔｏｐｙ）［１２］等，此类方法统称凸优
化算法，重建精度高，需要的测量次数少，但是计算复杂

度相对较高；另一类为 ｌ０范数最小化算法，包括匹配追
踪（ＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＭＰ）、正交匹配追踪（ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＭＰ，
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ＯＭＰ）［１３］、子空间追踪（ＳｕｂｓｐａｃｅＰｕｒｓｕｉｔ，ＳＰ）［１４］及压缩采
样匹配追踪（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳａｍｐｌｉｎｇＭＰ，ＣｏＳａＭＰ）［１５］等．此
类算法称为贪婪算法，其特点是计算复杂度低，但需要

较多的测量次数，且重建精度低．

２ 压缩感知基本理论

根据信号稀疏分解理论，Ｎ维离散实值信号ｘ＝
（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）可以表示为一组标准正交基的线性组合

ｘ＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ψｋαｋ＝Ψα （１）

式中Ψ ＝［Ψ１，Ψ２，…，ΨＮ］是 Ｎ×Ｎ矩阵，称为基矩
阵．若α中只有Ｋ（ＫＮ）个非零系数，则称 ｘ在基矩
阵Ψ下是Ｋ稀疏信号．若信号的变换系数经排序后按
指数级衰减趋近于零，则信号是可压缩的（亦称近似稀

疏）．
压缩感知具体过程如下：设长度为 Ｎ的信号ｘ，通

过投影到一组单位向量（亦称原子）Φ ＝［φ１，…，φＮ］
上，得到测量值 ｙ∈ＲＭ（ＭＮ），此过程可表示为：

ｙ＝Φｘ （２）
将式（１）带入式（２），得

ｙ＝Φｘ＝ΦΨα＝Θα （３）
上式中矩阵Φ和Θ＝ΦΨ大小均为Ｍ×Ｎ，分别称为测
量矩阵与感知矩阵．

由于测量值维数 ＭＮ，求解式（２）的过程是病态
的，所以无法直接从 ｙ中解出原始信号ｘ．但由于α是
稀疏的，故可利用已知的感知矩阵Θ通过 ＣＳ重构算法
近乎完美地得到估计信号α^，进而由 ｘ^＝Ψα^来逼近原
始信号ｘ．信号压缩感知的过程如图１所示．

若原始信号 ｘ是Ｋ稀疏的，则选择基矩阵Ψ 为单
位矩阵．若测量矩阵Φ 满足一定条件，信号 ｘ可通过
下述最小ｌ０范数最优化问题精确重构［３］

ｍｉｎ
ｘ

 

ｘ０ ｓ．ｔ．ｙ＝Φｘ （４）

上述求解问题是ＮＰｈａｒｄ．由于最小 ｌ０与 ｌ１范数问题在
一定条件下是等价的［１６，１７］，故式（４）可转化为

ｍｉｎ
ｘ

 

ｘ１ ｓ．ｔ．ｙ＝Φｘ （５）

若要精确重构 Ｋ稀疏信号ｘ，测量矩阵Φ 须满足
下述定义的ＲＩＰ［１８］．

定义１ 定义测量矩阵Φ的ＲＩＰ参数δＫ为满足下
式的最小值δ

（１－δ）

 

ｘ２
２≤ Φ

 

ｘ２
２≤（１＋δ）

 

ｘ２
２ （６）

其中 ｘ为Ｋ稀疏信号．若δＫ＜１，则称测量矩阵Φ 满足
Ｋ阶ＲＩＰ．

ＲＩＰ对测量矩阵Φ 的任意Ｋ个列组成矩阵ΦΛ 进
行限制，即

１－δｋ≤λｍｉｎ≤λｍａｘ≤１＋δｋ （７）
其中Λ｛１，…，Ｎ｝且｜Λ｜＝Ｋ，λｍｉｎ和λｍａｘ分别为矩阵
Ｇ＝ΦＴΛΦΛ的最小和最大特征值．对任一冗余矩阵，很
难验证其是否满足ＲＩＰ，且用 ＲＩＰ指导构造测量矩阵也
是不现实的．很多学者尝试用相干性理论来弱化
ＲＩＰ［１９］．

定义２ 定义测量矩阵Φ的列相干性如下

μ＝ ｍａｘ
１≤ｉ，ｊ≤Ｎ，ｉ≠ｊ

〈φｉ，φｊ〉 （８）

其中φｉ为Φ 的第ｉ列．若 Ｎ≤Ｍ（Ｍ＋１）／２，则冗余矩
阵Φ的列相干性有下确界（亦称为Ｗｅｌｃｈ界）

μ≥μｗ＝
Ｎ－Ｍ
（Ｎ－１）槡 Ｍ （９）

且式（９）中等号成立时，称该矩阵为等角紧结构（Ｅ
ｑｕｉａｎｇｕｌａｒＴｉｇｈｔＦｒａｍｅ，ＥＴＦ）［５，２０］．

定义３ 对任一正整数 Ｋ，定义测量矩阵Φ 的累
积相干性函数如下

μ１（Ｋ）＝ｍａｘ｜Λ｜＝Ｋ
ｍａｘ

１≤ｉ≤Ｎ，ｉΛ∑Λ，ｊ∈Λ
〈φｉ，φｊ〉 （１０）

其中Λ｛１，…，Ｎ｝．
除此之外，零空间特性等指标都可用来衡量测量

矩阵的性能［８］．它们之间存在内在的联系，例如①ＲＩＰ
和相干性理论的关系可以描述为测量矩阵 Ｋ阶 ＲＩＰ参
数δＫ小于μ１（Ｋ－１）；②ＲＩＰ保证式（４）的解是唯一的，
即稀疏信号不在Φ的零空间内．

高斯随机矩阵［１］、伯努利随机矩阵［１］等已被证实

可适用于压缩感知，但应用上述随机矩阵存在瓶颈：首

先，随机数的产生对硬件要求很高；其次，压缩投影和

信号重构过程需要进行存储和传输测量矩阵，这对系

统的要求很高；最后，随机矩阵只在统计意义下以很高

的概率满足ＲＩＰ和弱相干性，即不能保证每个随机产生
的矩阵都满足特定ＲＩＰ或相干性条件，因而不能保证每
次都精确的恢复原始信号．基于上述随机测量矩阵在
实际应用中的缺点，确定性测量矩阵的研究对于压缩

感知理论的推广与应用尤其重要．

３ 确定性测量矩阵构造算法分类

压缩感知中确定性测量矩阵构造算法从构造角度

可分为四类：①基于有限域的测量矩阵：从特定有限域

出发，寻找满足ＲＩＰ的测量矩阵；②基于编码的测量矩
阵：针对特定的编码或结构构造可适用于压缩感知的

测量矩阵；③基于训练的测量矩阵：输入随机矩阵，结

合基矩阵 Ψ，训练出接近 ＥＴＦ的测量矩阵；④最大
Ｗｅｌｃｈ界等式测量矩阵：从理论分析和数值搜索方向探
索构造最大Ｗｅｌｃｈ界等式测量矩阵用于压缩感知．本文
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将按照上述四类构造算法进行分类介绍和分析，来明

确构造算法的核心思想．

４ 基于有限域的测量矩阵

已证实，从有限域出发可构造满足ＲＩＰ的确定性测
量矩阵，即可用于压缩感知［２１］．
４１ 多项式确定性测量矩阵

Ｄｅｖｏｒｅ提出通过有限域中多项式的取值来构造矩
阵［２１］．其中心思想是在元素个数为素数 ｐ的有限域Ｆ
中，将 ｐ×ｐ矩阵Ｅ按列排列成Ｍ×１的向量，矩阵 Ｅ
的第ｘ列第Ｑ（ｘ）行元素为１，其余为零，其中 Ｑ（ｘ）为
自变量和函数值均在 Ｆ中取值的最高次幂小于或等于
自然数ｒ的多项式，Ｍ＝ｐ２，０＜ｒ＜ｐ．当取完所有多项
式系数时，共有 Ｎ＝ｐｒ＋１个列向量，从而构成 Ｍ×Ｎ矩
阵Φ０，测量矩阵

Φ＝（１／槡ｐ）Φ０ （１１）
满足以δ＝（Ｋ－１）ｒ／ｐ为参数的ＲＩＰ，其中 Ｋ＜ｐ／ｒ＋１．

重构二维图像时，选用合适重构算法，多项式确定

性测量矩阵重构效果优于高斯随机矩阵．但此类矩阵
的缺陷在于：矩阵大小受限制，不适宜广泛应用；当 ｐ
较小时，矩阵构造速度较快，但当 ｐ的取值越大，其构
造时间越长，且以惊人的速度增长，极大限制了其在实

际中的应用．
为克服上述缺陷，文献［２２］提出下述以维数较小的

多项式确定性测量矩阵ΦＢ为块的对角矩阵

Φ＝
ΦＢ


Φ









Ｂ

（１２）

该矩阵满足ＲＩＰ，易于硬件实现，构造时间与ΦＢ相
当，Ｍ是ｐ２的整数倍扩大了应用范围，且可作为稀疏矩
阵存贮．当分块的块数太多时，对矩阵重建效果有一定
影响．实际应用中，应该合理地选择小块矩阵的大小．
４２ 基于膨胀图的确定性测量矩阵

基于膨胀图的研究受到了很多的关注［２３，２４］．对二
部图（Ａ，Ｂ），左子图顶点的度是 Ｎ，右子图顶点的度为

Ｍ，若 Ａ中至多ｓ个顶点构成的子集Ｓ在右子图中至少
有（１－ε）ｄ Ｓ个邻接点，则称为（ｓ，ｄ，ε）膨胀图，如图
２所示．

对任意常数α＞０，ｎ，ｓ，ε＞０，存在膨胀图左顶点
数为 Ｎ＝ｏ（（ｌｏｇ（ｎ）／ε）１＋１／α），右顶点数为 Ｍ＝
ｏ（ｄ２ｓ１＋α），此膨胀图的邻接矩阵对所有的 ｓ稀疏信号
满足ＲＩＰ１［２３，２４］．但此类算法的缺陷在于很难找到上述
确定结构的膨胀图，文献［２５］提出了一种基于有限域的
次优膨胀图结构，其构造过程如下：

（１）建立二部图的左右子图 Ａ和Ｂ，其中｜Ａ｜＝Ｎ，
｜Ｂ｜＝Ｍ；
（２）固定有限域ＱＱｑ＝｛ａ１，…，ａｑ｝，左子图对应定义

在ＱＱｑ上不超过ｎ－１次的多项式集合ＱＱｎｑ，每个多项式
对应一个顶点，即 Ｎ＝ｑｎ．右子图对应定义在ＱＱｑ上不
超过ｍ次的多项式集合ＱＱｍ＋１ｑ ，每个多项式对应一个顶

点，即 Ｍ＝ｑｍ＋１；
（３）将左子图的任意顶点 ｆ０对应的多项式 ｆ０（Ｙ）生

成 ＰａｒｖａｒｅｓｈＶａｒｄｙ编码

ｆｉ（Ｙ）＝（ｆ０（Ｙ））ｈ
ｉ

ｍｏｄＥ（Ｙ），ｉ＝１，２，…，ｍ－１（１３）
其中 Ｅ（Ｙ）是 ｎ次不可约多项式，Ｙ是自变量，ｈｉ为正
整数；

（４）将左、右子图的两边顶点进行对应，如图 ３所
示，对应法则为

Γ（ｆ０，ｙ）＝［ｙ，ｆ０（ｙ），ｆ１（ｙ），…，ｆｍ－１（ｙ）］ （１４）
其中 ｆ０的第 ｙ个邻接点Γ（ｆ０，ｙ）为［ｙ，ｆ０（ｙ），ｆ１（ｙ），
…，ｆｍ－１（ｙ）］表示的多项式．构造如图３所示，且此二部
图是膨胀图．

（５）根据膨胀图生成 Ｍ×Ｎ邻接矩阵，左、右子图
两边顶点若对应为邻接点则相应元素置为１，若对应为
非邻接点则为０．

除此之外，文献［２６］提出利用有限域上的代数曲线
来构造测量矩阵，且通过选择合适的曲线，可得到性能

更优的确定性测量矩阵．

３４０２第 １０ 期 王 强：压缩感知中确定性测量矩阵构造算法综述



５ 基于特定编码的确定性测量矩阵

文献［２７］提出统计有限等距性质（ＳｔａｔｉｓｔｉｃａｌＲＩＰ，
ＳｔＲＩＰ）和保证唯一性的统计有限等距性质（Ｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓ
ｇｕａｒａｎｔｅｅｄＳｔＲＩＰ，ＵＳｔＲＩＰ）来衡量基于特定编码的确定性
测量矩阵的性能．

定义４ 称测量矩阵Φ 满足（Ｋ，δ，ε）ＳｔＲＩＰ，若对
任意 Ｋ稀疏信号ｘ，下式以超过１－ε的概率成立

（１－δ）

 

ｘ２≤
１
槡( )ＭΦ

 
ｘ
２

≤（１＋δ）

 

ｘ２（１５）

定义５ 称测量矩阵Φ 满足（Ｋ，δ，ε）ＵＳｔＲＩＰ条
件，若Φ满足ＳｔＲＩＰ条件，且以超过１－ε的概率满足下
述解的唯一性

｛β∈ＲＮ；Φα＝Φβ｝＝｛α｝ （１６）
矩阵Φ的条件数定义为

ｃ（Φ）＝σｍａｘ（Φ）／σｍｉｎ（Φ）

＝ λｍａｘ（Φ
Ｔ
Φ）／λｍｉｎ（ΦＴΦ槡 ） （１７）

由式（７）可知，测量矩阵的条件数越小，其满足 ＲＩＰ
的概率越高．
５１ 离散Ｃｈｉｒｐ编码确定性测量矩阵

文献［２８］提出将离散Ｃｈｉｒｐ编码作为列向量构造测
量矩阵的思想．Ｍ维 Ｃｈｉｒｐ信号定义如下

ｖｋ，ｒ（ｍ）＝α·ｅ
ｊ２πｋｍ
Ｍ ｅ

ｊ２πｒｍ
２

Ｍ ，ｋ，ｒ∈ＺＺＭ （１８）
其中 ｍ取１，２，…，Ｍ，ｒ是 Ｃｈｉｒｐ率，ｊ是虚数单位，ｋ是
基频率．对 Ｍ维Ｃｈｉｒｐ信号，（ｋ，ｒ）有 Ｎ＝Ｍ２种组合．取

α＝１，构造 Ｍ×Ｍ２测量矩阵Φ如下

Φｍ，ｎ＝ｅ
ｊ２πｒｍ

２

Ｍ ｅ
ｊ２πｋｍ
Ｍ ，ｎ＝Ｍｒ＋ｋ∈ＺＺＭ２ （１９）

此矩阵的重构性能与高斯随机矩阵相当，且当信

号稀疏度 Ｋ满足Ｋ＜（槡Ｍ＋１）／２时，通过此类测量矩
阵可实现精确重构原始稀疏信号．此类矩阵满足 ＵＳ
ｔＲＩＰ，且构造复杂度仅依赖于 Ｍ．但其在维数方面的限
制使得其在 Ｍ很小的情况下不适用．
５２ 二阶ＲｅｅｄＭｕｌｌｅｒ编码确定性测量矩阵

二阶ＲｅｅｄＭｕｌｌｅｒ函数定义为

φＰ，ｂ（ａ）＝
（－１）ｗｔ（ｂ）

２槡 ｍ
ｉ（２ｂ＋Ｐａ）

Ｔａ，ａ，ｂ∈ＺＺｍ２ （２０）

其中 Ｐ是二值对称矩阵，ａ和 ｂ为 ｍ维二值向量，
ｗｔ（ｂ）是 ｂ的权重，即 ｂ中１的个数．针对矩阵 Ｐ（对角
线元素为０），构造正交基 ＦＰ＝｛φＰ，ｂ｜ｂ为二值向量｝，
其中φＰ，ｂ为２ｍ维列向量，ＦＰ的列数为２ｍ，则 ＦＰ的酉
矩阵ＵＰ大小为２ｍ×２ｍ．由于有 ｍ（ｍ－１）／２个 Ｐ，则可
构造下述大小２ｍ×２ｍ（ｍ＋１）／２满足ＵＳｔＲＩＰ的矩阵［２７，２９］

Φ＝（ＵＰ１，ＵＰ２，…，ＵＰ２ｍ（ｍ－１）／２） （２１）

除此之外，ＢＣＨ编码［２７］、ＯＯＣ编码［３０］及 ｐＡｒｙ块编

码［３１］等均可用来构造测量矩阵．
Ｂａｊｗａ等人［３２，３３］提出元素服从特定分布的托普利

兹矩阵会以较大概率满足ＲＩＰ．
５３ 离散编码托普利兹确定性测量矩阵

文献［３４］提出离散编码托普利兹确定性矩阵，该编
码是下述高阶 Ｃｈｉｒｐｓ信号

μ（ｔ）＝ｅｘｐ（ｊ２πρｔ
３） （２２）

其中ρ是无理数．记μ（ｔ）＝μｔ，构造 Ｍ×Ｎ矩阵如下

Φ＝

μＮ μＮ－１ … μ２ μ１

μＮ＋１ μＮ … μ３ μ２

    

μＭ＋Ｎ－１ μＭ＋ｋ－２ … … μ











Ｍ

（２３）

此测量矩阵满足 ＲＩＰ，且 Ｍ越大测量矩阵Φ 条件
数越小．当ρ为黄金分割时，对充分大的 Ｎ，存在λ＜１
使λＮ×Ｎ的测量矩阵满足ＲＩＰ．
５４ 轮换托普利兹确定性测量矩阵

Ｈｏｌｇｅｒ将轮换托普利兹矩阵引入压缩感知［３５］．其
构造方式：将随机生成的元素 ±１的编码 ｂ＝（ｂ０，ｂ１，
…，ｂＮ－１）作为矩阵的第一行，依次采用下述循环方式
获得矩阵Φｂ第二至第Ｎ行

φｉ，ｊ＝ｂｊ－ｉｍｏｄＮ，ｉ，ｊ＝１，…，Ｎ （２４）
从Φｂ中任意或确定选取指标集Ω（｜Ω｜＝Ｍ）对应

的 Ｍ行获得矩阵ΦΩ，ｂ，且有下述结论：
（１）当 ｂ是随机拉德马赫尔编码且选取固定的Ｍ

行，矩阵见式（２５），满足ＲＩＰ；

Φ＝（１／槡Ｍ）ΦΩ，ｂ （２５）
（２）当 ｂ是随机拉德马赫尔序列且Ω随机选取时，

式（２５）中矩阵以不低于１－ε的概率满足下述条件

μ≤４ｌｏｇ（２Ｎ
２／ε）／槡Ｍ （２６）

该矩阵只需存储 Ｎ维向量，可大大节省空间．但重
复出现的±１易产生很强的列相干性，且单一行循环的
构造方式难以体现列向量的独立随机性．

６ 基于训练的确定性测量矩阵

由测量矩阵Φ 和基矩阵Ψ 的不相干性可探讨感

知矩阵Θ＝ΦΨ是否满足 ＲＩＰ．由于Ψ 是已知的，故可
通过不同算法训练测量矩阵Φ 使Θ 接近 ＥＴＦ或其不
同列尽可能正交的测量矩阵［４３］．
６１ 交互投影算法

当Ψ为单位矩阵时，交互投影（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＰｒｏｊｅｃ
ｔｉｏｎ，ＡＰ）算法可用来构造 ＥＴＦ矩阵［３６，３７］．分别定义下述
理想矩阵集合Ｈ和Ｇｒａｍ矩阵集合Ｇ：

Ｈ ＝｛Ｈ∈ＣＮ×Ｎ：Ｈ＝ＨＴ，Ｈ（ｉ，ｉ）＝１，
且 Ｈ（ｉ，ｊ） ＜μｗ，１≤ｉ，ｊ≤Ｎ｝ （２７）

Ｇ＝｛Ｇ∈ＣＮ×Ｎ：Ｇ＝ＧＴ且 Ｇ有特征值
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（Ｎ／Ｍ，…，Ｎ／

     

Ｍ
Ｍ

，０，…，０）｝ （２８）

具体算法如算法１所示．

算法１ 交互投影算法

输入：最大迭代次数Ｉｔｅｒｍａｘ；

初始化：列单位化的高斯随机矩阵Φ；Ｇｒａｍ矩阵 Ｇ１＝ΦＴΦ；
循环：迭代次数 ｊ＝１：Ｉｔｅｒｍａｘ
１．Ｈｊ＝ａｒｇｍｉｎ Ｈ－Ｇ

 

ｊ Ｆ ｓ．ｔ．Ｈ∈Ｈ；

２．Ｇｊ＋１＝ａｒｇｍｉｎ Ｇ－Ｈ

 

ｊ Ｆ ｓ．ｔ．Ｇ∈Ｇ；
结束循环输出Ｇｒａｍ矩阵 Ｇ^
应用ＳＶＤ分解并将矩阵 Ｇ^的秩降到Ｍ；
求 Ｇ^的平方根Φ^，即求解Φ^Ｔ

Φ^ ＝Ｇ^；
输出：测量矩阵Φ^．

其中 Ｈｊ和Ｇｊ分别表示第ｊ次迭代结果．
此算法构造的测量矩阵可满足压缩感知中对测量

矩阵的列相干性要求．由文献［３６］中表１可知，该算法
只在有限的（Ｍ，Ｎ）上可构造 ＥＴＦ矩阵，故其在实际应
用中受限．
６２ Ｅｌａｄ算法

针对固定的基矩阵Ψ，Ｅｌａｄ［３８］定义下述 ｔ平均互
相干函数μｔ（Θ）来衡量矩阵Θ的性能

μｔ（Θ）＝
∑１≤ｉ，ｊ≤Ｎ，ｉ≠ｊ

（ｇｉｊ≥ ｔ）·｜ｇｉｊ｜

∑１≤ｉ，ｊ≤Ｎ，ｉ≠ｊ
（ｇｉｊ≥ ｔ）

（２９）

其中 ｇｉｊ为Φ和Ψ不同列的内积．Ｅｌａｄ算法如算法２所
示．

算法２ Ｅｌａｄ算法

输入：相干性阈值 ｔ或ｔ％；递减系数γ；基矩阵Ψ；
最大迭代次数Ｉｔｅｒｍａｘ；测量数 Ｍ；

初始化：列单位化的高斯随机矩阵Φ１；

循环：迭代次数 ｑ＝１：Ｉｔｅｒｍａｘ
１．列单位化矩阵Θ＝ΦｑΨ 得到矩阵Θ^ｑ；

２．矩阵 Ｇ^ｑ＝Θ^Ｔｑ^Θｑ；
３．若循环方式固定，选 ｔ为阈值；否则选取 ｔ使其小于 Ｇ^ｑ中ｔ％的非
对角线元素；

４．更新矩阵 Ｇ^ｑ

ｇ^ｉｊ＝
γｇｉｊ， ｇｉｊ ≥ｔ

γｔ·ｓｉｇｎ（ｇｉｊ）， ｔ≥ ｇｉｊ ≥γｔ

ｇｉｊ， γｔ≥ ｇ
{

ｉｊ

；

５．对 Ｇ^ｑ应用ＳＶＤ并将矩阵的秩降至 Ｍ；

６．求 Ｇ^ｑ的平方根Ｓｑ，即求解 ＳｑＴＳｑ＝Ｇ^ｑ；

７．最小化 Ｓｑ－

 

ΦΨ
２
Ｆ更新测量矩阵Φｑ＋１；

输出：测量矩阵Φ^．

相比高斯随机矩阵，Ｅａｌｄ算法构造矩阵 Φ^ 对应的

感知矩阵Θ^＝Φ^Ψ具有更低的列相干性，同时γ越小，
算法收敛越快．但此算法计算复杂度高，同时步骤４中
过程会在不影响感知矩阵的 ｔ平均互相关函数基础上
削弱测量矩阵满足ＲＩＰ的程度．
６３ ＤｕａｒｔｅＣａｒｖａｊａｌｉｎｏ算法

针对固定的基矩阵Ψ，ＤｕａｒｔｅＣａｒｖａｊａｌｉｎｏ等人［３９］提
出训练矩阵Φ来使Ｇｒａｍ矩阵 Ｇ＝ΘＴΘ尽可能接近单
位矩阵ＩＮ的算法，即

Ｇ＝ΘＴΘ＝ΨＴΦＴΦΨ≈ＩＮ （３０）
式（３０）左乘Ψ，右乘ΨＴ得

ΨΨ
Ｔ
Φ
Ｔ
ΦΨΨ

Ｔ≈ΨΨＴ （３１）
若ΨΨ

Ｔ有特征值分解ΨΨ
Ｔ＝ＶΛＶＴ，则式（３１）转化为

ＶΛＶＴΦＴΦＶΛＶＴ≈ＶΛＶＴ （３２）
记Γ＝ΦＶ，则问题转化为求解Γ^使下述目标函数值最
小化

Λ－ΛΓＴ

 

ΓΛ
２
Ｆ （３３）

进而由Φ^ ＝Γ^ＶＴ得到训练后的测量矩阵．
６３１ 基于ＳＶＤ的训练算法

基于ＳＶＤ的训练算法变形目标函数为［３９］

Λ－∑
Ｍ

ｉ＝１，ｉ≠ｊ
ｖｉｖＴｉ－ｖｊｖＴ

 

ｊ
２

Ｆ
＝ Ｅｊ－ｖｊｖＴ

 

ｊ
２
Ｆ （３４）

其中对角矩阵Λ 的特征值按递减顺序排列为λ１，λ２，

…，λＮ，ｖｊ为［λ１，…，λＮ］按元素乘以Γ的第ｊ行，即 ｖｊ＝
［λ１τｊ，１，…，λＮτｊ，Ｎ］

Ｔ．记 ＵｊΔＵｊＴ为 Ｅｊ的特征值分解，

ξ１，ｊ和ｕ１，ｊ分别为Ｅｊ的最大特征值和相应特征向量．具

体算法如算法３所示．

算法３ 基于ＳＶＤ的训练算法

输入：基矩阵Ψ；测量次数 Ｍ；
初始化：特征值分解ΨΨ

Ｔ＝ＶΛＶＴ且非零特征值个数 ｒ；Γ＝ΦＶ；
循环：迭代次数 ｊ＝１：Ｍ
１．计算 Ｅｊ的最大特征值ξ１，ｊ和对应特征向量ｕ１，ｊ；

２．通过［λ１τｊ，１，…，λＮτｊ，Ｎ］Ｔ＝ ξ１，槡 ｊｕ１，ｊ更新τ^ｊ的前ｒ个元素；

输出：测量矩阵Φ^ ＝Γ^ＶＴ

此算法可提高矩阵 Ｇ＝ΘＴΘ 非对角元素幅值小
的概率，即能使不同列尽可能的正交．相比 Ｅｌａｄ算法，
此训练算法更快且矩阵重构性能更好．缺陷在于：该算
法只消去 Ｍ个成分，无法使目标函数值归０．而且，每
次迭代中求取平方根会使矩阵中元素出现复数．
６３２基于梯度的训练算法

假设存在矩阵Γ满足Γ
Ｔ
Γ≈Λ－１，则目标函数变

形为［４０，４１］

Ｆ Γ
Ｔ
Γ－Λ

 

－１ ２
Ｆ （３５）

由于ΨΨ
Ｔ是对称矩阵，Λ 是对角矩阵，则可计算
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出Λ
－１．为避免特征值为零，使用伪逆矩阵Λ代替

Λ
－１．假设Γ中元素为γｉｊ，利用下述迭代过程

γｉｊ←γｉｊ－ρＦ （３６）
其中ρ＞０为步长，Ｆ的梯度Ｆ≡Ｆ／γｉｊ可表示为

Ｆ
γｉｊ

＝４Γ（ΓＴΓ－Λ－１） （３７）

则每次迭代按下述方式更新Γ

Γｉ＋１＝Γｉ－ηΓｉ（Γ
Ｔ
ｉΓｉ－Λ－１） （３８）

其中η是迭代步长．具体算法如算法４所示．

算法４ 基于梯度的训练算法

输入：基矩阵Ψ；步长η；最大迭代次数Ｉｔｅｒｍａｘ
初始化：列单位化的高斯随机矩阵Φ；特征值分解ΨΨ

Ｔ＝ＶΛＶＴ；Γ＝

ΦＶ；Ｚ＝Λ－１；

循环：迭代次数 ｐ＝１：Ｉｔｅｒｍａｘ

Γ＝Γ－ηΓ（Γ
Ｔ
Γ－Ζ）；

输出：测量矩阵Φ^ ＝Γ^ＶＴ

此算法得到的测量矩阵的 Ｇｒａｍ矩阵非对角元素
幅值分布、最大元素以及非对角线元素平均值等方面

均优于 Ｅｌａｄ和基于 ＳＶＤ的训练算法．从算法复杂度来
看，此算法快于 Ｅｌａｄ算法，比基于 ＳＶＤ的训练算法慢，
且算法对步长η不敏感，η越大，算法收敛越快．
６４ 基于ＥＴＦ的训练算法

针对已知的Ψ，感知矩阵可表示为Θ＝ΦΨ，基于
ＥＴＦ的训练算法的目标是训练测量矩阵Φ 来最小化Θ
的列相干性μ

［４２］．具体算法如算法５所示．

算法５ 基于 ＥＴＦ的训练算法

输入：基矩阵Ψ；最大迭代次数Ｉｔｅｒｍａｘ
初始化：列单位化的高斯随机矩阵Φ，Θ＝ΦΨ；
循环：迭代次数 ｐ＝１：Ｉｔｅｒｍａｘ
１．计算矩阵 Ｇ＝ΘＴΘ，其元素表示为 ｇｉｊ；

２．将矩阵 Ｇ投影到凸集合ΛＮ得投影矩阵

ｇｉｊ＝

１， ｉ＝ｊ
ｇｉｊ， ａｂｓ（ｇｉｊ）＜μｗ
ｓｉｇｎ（ｇｉｊ）·μｗ，

{
ｅｌｓｅ

；

３．选择α（０＜α＜１）更新Ｇｒａｍ矩阵
Ｇｐ＋１＝αＧｐ＋（１－α）Ｇｐ－１；

４．通过 ＱＲ分解与特征值分解来更新测量矩阵Φ；
输出：测量矩阵Φ^．

其中凸集合Λ
Ｎ定义如下：

Λ
Ｎ＝ ＧΛ∈Ｒ

Ｎ×Ｎ：ＧΛ＝Ｇ
Ｔ
ΛｄｉｎｇＧΛ＝１，ｍａｘｇｉｊｉ≠ｊ μ

{ }ｗ
（３９）

在压缩感知应用中，此算法得到的测量矩阵不仅

能够提高信号重构精度，而且能够降低精确重构所需

的测量次数，同时重构性能也高于随机测量矩阵和其

他训练算法得到的测量矩阵．

７ 最大Ｗｅｌｃｈ界等式测量矩阵

部分傅里叶矩阵，部分哈达玛矩阵和准托普利兹

矩阵都是从 Ｎ×Ｎ矩阵中随机抽取Ｍ行并列单位化得
到的矩阵，其列随机选取方案有一定的失败可能．探索
满足或者接近 ＥＴＦ的行组合受到了很多学者的关
注［４４］．

理论分析构造 ＥＴＦ只能在特殊情况下完成，但数
值搜索只能获得接近 ＥＴＦ的矩阵．对 Ｍ×Ｎ矩阵Φ ＝
［φ１，…，φＮ］，分别定义均方根（ｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅ，ｒｍｓ）互
相干函数和最大互相干函数如下

μｒｍｓ（Φ）＝
１

Ｎ（Ｎ－１）∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ≠ｉ
φ
Ｔ
ｉφｊ槡 ２ （４０）

μｍａｘ（Φ）＝ ｍａｘ１≤ｉ＜ｊ≤Ｎ
φ
Ｔ
ｉφｊ （４１）

对任意 Ｍ×Ｎ矩阵Φ，都成立［４５］

μｒｍｓ（Φ）≥μｗ （４２）

当且仅当∑
Ｎ

ｉ＝１φｉφ
Ｔ
ｉ＝（Ｎ／Ｍ）ＩＭ时等号成立；且

μｍａｘ（Φ）≥μｗ （４３）
若式（４２）中等号成立，称矩阵Φ 为 Ｗｅｌｃｈ界等式矩阵；
若式（４３）中等号成立，称矩阵Φ 为最大 Ｗｅｌｃｈ界等式
矩阵，此时矩阵是 ＥＴＦ．因此最大 Ｗｅｌｃｈ界等式矩阵亦
可适用于压缩感知．
７１ 差集构造算法

交换群ＺＮ｛１，…，Ｎ－１｝中子集 Ｄ＝｛ｄ１，ｄ２，…，
ｄＭ｝称为（Ｎ，Ｍ，λ）差集，若 Ｍ（Ｍ－１）个差［４６］

（ｄｋ－ｄｌ）ｍｏｄＮ，ｋ≠ｌ （４４）
取遍１，２，…，Ｎ－１，且每个值取相同λ次．

定义 ｕＮ（ｎ）ｅ２ｎπｊ／Ｎ，若 Ｄ是 ＺＮ中（Ｎ，Ｍ，λ）差
集，则下述定义的 Ｍ×Ｎ矩阵是最大Ｗｅｌｃｈ界矩阵

ΦＤ＝｛φｉ，ｉ＝０，…，Ｎ－１｝ （４５）
其中对任意０≤ｉ≤Ｎ－１，都有

φｉ＝
１
槡Ｍ

ｕＮ（ｉｄ１），ｕＮ（ｉｄ２），…，ｕＮ（ｉｄＭ( )） （４６）

Ｄｉｎｇ探索了有限域ＧＦ（Ｎ）中循环差集与非循环差
集的最大 Ｗｅｌｃｈ界等式矩阵构造［４７］，其中 Ｎ＝ｐｍ，ｐ是
质数．设ＧＦ（Ｎ）中全部元素为 ａ０＝０，ａ１，…，ａＮ－１，令 ｖｐ
＝ｅ２πｊ／ｐ，Ｔｒ（ｘ）为ＧＦ（Ｎ）到ＧＦ（ｐ）的迹函数，对ＧＦ（Ｎ）中
任何子集 Ｄ，由下述向量组（ｉ＝０，１，…，Ｎ－１）

φｉ＝
１
槡Ｍ

ｖＴｒ（ａｉｄ１）ｐ ，ｖＴｒ（ａｉｄ２）ｐ ，…ｖＴｒ（ａｉｄｍ）( )ｐ （４７）

定义的矩阵ΦＤ是最大 Ｗｅｌｃｈ界等式矩阵．２００７年 Ｄｉｎｇ
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和Ｆｅｎｇ提出了以上述构造为特例的算法［４８］．设（Ｇ，＋）
为 Ｎ阶有限交换群，Ｇ的字符χ是从Ｇ到乘法群Ｕ的
同态映射，记 Ｇ中所有字符为｛χ０，…，χＮ－１｝，对 Ｇ中
任意子集Ｄ，由下述向量组（ｉ＝０，１，…，Ｎ－１）

φｉ＝
１
槡Ｍ χ

ｉ（ｄ１），χｉ（ｄ２），…，χｉ（ｄＭ( )） （４８）

构成的矩阵ΦＤ是最大Ｗｅｌｃｈ界等式矩阵．
７２ 数值搜索算法

Ｌｏｖｅ等人提出从一组随机产生的矩阵中搜索具有
最小μｍａｘ值矩阵的算法

［４４］．为了提高搜索效率，Ｘｉａ等
人利用球体矢量量化求解下述最优化问题来逼近最大

Ｗｅｌｃｈ界矩阵［４５］

ｍｉｎ
Φ
Ｅｇ １－φ

Ｔ
（ｇ）·ｇ[ ]２ （４９）

其中φ（ｇ）＝ａｒｇ ｍｉｎ
φｉ∈｛φ１，…，φＮ｝

１－ φＴｉｇ２，且列向量φ１，

…，φＮ与随机源输入向量ｇ均是复单位超球面ΩＭ上
Ｍ×１向量．广义 Ｌｌｏｙｄ算法可获取矢量量化器［４９，５０］，但

μｍａｘ（Φ
（ｎ））一般不收敛，其中Φ

（ｎ）是第 ｎ次迭代的矩
阵．Ｘｉａ提出下述 ＭｏｄｉｆｉｅｄＬｌｏｙｄＳｅａｒｃｈ（ＭＬＳ）算法来改
善收敛情况．

算法６ ＭｏｄｉｆｉｅｄＬｌｏｙｄＳｅａｒｃｈ算法

１．随机选取一组在ΩＭ上一致分布的源输入初值；
２．对每个初值应用广义Ｌｌｏｙｄ算法迭代数次；
３．记录每次广义Ｌｌｏｙｄ算法迭代过程输出的量化矩阵，并且寻找具有
最小μｍａｘ的矩阵

４．重复１－３步直到搜索到好的矩阵

８ 仿真实验

本节从四类算法中各选一种作为代表，即多项式

确定性测量矩阵、离散 Ｃｈｉｒｐ编码确定性测量矩阵、Ｅａｌｄ
算法以及差集构造部分 ＦＦＴ矩阵，从多种角度与高斯
随机矩阵比较来说明．
８１ 实验一

针对多项式确定性测量矩阵，取 ｒ＝２与 ｐ＝１１，构
造１２１×１３３１测量矩阵Φ，计算其累积相关性，其中 Ｋ
的取值从１到１６．由图４可知，多项式确定性测量矩阵
在相干性意义下优于高斯随机矩阵．
８２ 实验二

针对离散Ｃｈｉｒｐ编码确定性测量矩阵，取 Ｍ＝６７，
构造６７×４４８９测量矩阵Φ，对任意Γ｛１，…，Ｎ｝且
｜Γ｜＝Ｋ，其中 Ｋ的取值从１到２０，计算矩阵 Ｇ＝ΦＴΓΦΓ
的最大和最小特征值，重复１万次，统计平均值．由图５
可知，离散Ｃｈｉｒｐ编码确定性测量矩阵在条件数意义下
与高斯随机矩阵相当．

８３ 实验三

针对Ｅｌａｄ算法，初始３０×１２８高斯随机矩阵Φ，基
矩阵Ψ为１２８×Ｎ高斯随机矩阵，Ｉｔｅｒｍａｘ＝２００，ｔ＝０２，
ｒ＝０８．计算矩阵列相干性，以５为步长从１６０到２５０变
换 Ｎ值．由图 ６可知，相比高斯随机矩阵，Ｅｌａｄ算法构
造的确定性测量矩阵有更低的列相干性．
８４ 实验四

Ｍ×Ｎ的部分ＦＦＴ矩阵可表示为

Φ（ｕ）＝
１
槡Ｍ

１ ｅｊ
２π
Ｎｕ１ … ｅｊ

２π
Ｎｕ１（Ｎ－１）

１ ｅｊ
２π
Ｎｕ２ … ｅｊ

２π
Ｎｕ２（Ｎ－１）

   

１ ｅｊ
２π
ＮｕＭ … ｅｊ

２π
Ｎｕ２（Ｎ－１













）

（５０）

其中 ｕ＝｛ｕ１，…，ｕＭ｝，元素 ｕｍ∈｛０，１，…，Ｎ－１｝且互
不相等．当（Ｍ，Ｎ，ｕ）有表１中组合时，矩阵Φ（ｕ）是最
大Ｗｅｌｃｈ界等式矩阵．
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表１ 基于差集的部分ＦＦＴ矩阵构造

Ｍ Ｎ Ｕ μｍａｘ Ｗｅｌｃｈ界

３ ７ ｛１，２，４｝ ０．４７１４ ０．４７１４

４ ７ ｛０，３，５，６｝ ０．３５３６ ０．３５３６

４ １３ ｛０，１，３，９｝ ０．４３３０ ０．４３３０

５ ２１ ｛３，６，７，１２，１４｝ ０．４０００ ０．４０００

６ ３１ ｛１，５，１１，２４，２５，２７｝ ０．３７２７ ０．３７２７

８ ５７ ｛１，６，７，９，１９，３８，４２，４９｝ ０．３３０７ ０．３３０７

９ ７３ ｛１，２，４，８，１６，３２，３７，５５，６４｝ ０．３１４３ ０．３１４３

９ 算法的性能评价

由上文可知，测量矩阵的性能会直接影响压缩感

知过程的效果．如何评价这些矩阵构造算法是一个值
得深入研究的问题．下面从５种评价标准定性地讨论算
法的性能．

（１）ＲＩＰ．ＲＩＰ可保证 Ｋ稀疏信号ｘ不在Φ的零空间

内，即重构信号 ｘ^有唯一解．除此之外，ＲＩＰ１，ＳｔＲＩＰ和
ＵＳｔＲＩＰ都被用来衡量不同构造算法得到的矩阵．

（２）列相干性．作为ＲＩＰ的弱化条件，列相干性亦可
用来评价测量矩阵的性能．列相干性，累计相干性函
数，平均互相关函数以及 Ｋ集合相干性［５０］都可用来评
价矩阵的相干性能．

（３）构造计算复杂度．为适用实时性要求较高的场
合，设计计算复杂度较低的构造算法可明显降低系统

的负担，节约编解码端的资源．
（４）矩阵维数．为适应大尺度实际应用，测量矩阵

的维数应尽可能不受限制，即 Ｍ和Ｎ应尽可能取任意
整数．

（５）重构性能．解码端进行信号重构时，必须以测
量矩阵为先验知识，与高斯随机矩阵的重建性能比较

可评价该确定性测量矩阵的效果．
表２全面总结了前文所述构造算法，并从满足 ＲＩＰ

种类、列相干性、构造计算复杂度、矩阵维数是否受限

以及重构性能方面详细比较了各种构造算法．
表２ 各种算法构造矩阵的性能综述表

构造算法 满足何种ＲＩＰ
是否满足

列相干性

矩阵构造

计算复杂度
矩阵维数是否受限

重构性能与高斯随

机矩阵比较结果

多项式矩阵 ＲＩＰ 未验证 复杂 Ｍ＝ｐ２，Ｎ＝ｐｒ＋１ 优

基于膨胀图的矩阵 ＲＩＰ－１ 未验证 复杂 Ｍ＝ｑｍ＋１，Ｎ＝ｑｎ 未验证

离散 Ｃｈｉｒｐ编码矩阵 ＵＳｔＲＩＰ 满足 ＫＭｌｏｇＭ Ｎ＝Ｍ２ 相当

二阶 ＲｅｅｄＭｕｌｌｅｒ编码矩阵 ＵＳｔＲＩＰ 满足 Ｋ２ｌｏｇ２＋ｏ（１）Ｎ Ｍ＝２ｍ，Ｎ＝２ｍ（ｍ＋１）／２ 未验证

离散编码托普利兹矩阵 ＵＳｔＲＩＰ 满足 简单 否 未验证

轮换托普利兹矩阵 ＲＩＰ 满足 简单 否 劣

交互投影算法 ＲＩＰ 满足 复杂 特定（Ｍ，Ｎ）组合 优

Ｅｌａｄ算法 ＲＩＰ 满足 复杂 否 优

基于梯度的算法 ＲＩＰ 满足 复杂 否 优

基于ＳＶＤ的算法 ＲＩＰ 满足 复杂 否 优

基于 ＥＴＦ的算法 ＲＩＰ 满足 复杂 否 优

差集构造算法 ＲＩＰ 满足 简单 Ｄ为（Ｎ，Ｍ，λ）差集 优

数值搜索算法 ＲＩＰ 满足 复杂 否 优

１０ 结论

本文对现有国内外压缩感知理论确定性测量矩阵

的构造算法进行了简要分类介绍和比较，总结了各种

构造结果的优缺点．随着压缩感知理论在实际应用中
的发展和推广，对测量矩阵的构造算法简易度，鲁棒

性，收敛速度，重构性能会越来越高，本文所述的算法

为后续的研究奠定了一定的基础，因此可通过算法的

互补结合或者调整来探索满足有限等距性质（ＲＩＰ）条件
要求和矩阵列相干性要求的确定性测量矩阵．
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