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摘 要： 将已有的不确定性测度概念引入到了ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑中的全体赋值之集上，然后利用 ＭｃＮａｕｇｈｔｏｎ
函数关于该不确定性测度的Ｃｈｏｑｕｅｔ积分定义了命题的Ｃｈｏｑｕｅｔ积分真度概念．证明了当赋值空间上的不确定性测度
满足有限可加性时Ｃｈｏｑｕｅｔ积分真度函数就具有良好性质，由此可诱导出命题集上的一个伪距离，进而可建立逻辑度
量空间并展开程度化推理，特别是证明了当赋值空间上的不确定性测度取为 Ｂｏｒｅｌ概率测度时 Ｃｈｏｑｕｅｔ积分真度函数
就退化为概率计量逻辑中的Ｂｏｒｅｌ概率真度函数．本文是已有命题逻辑概率计量化工作的继续与深入，为表示逻辑命
题间不确定性的非线性关系提供了一种推理框架．
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１ 引言

不确定性推理是人工智能领域中的核心研究课题

之一．从逻辑的角度看，知识的不确定性主要指，在描述
命题的真假状态时，由于知识的随机性、模糊性以及不

完备性，致使当事人无法准确判断该命题具体能取到哪

些真值．因此逻辑命题不确定性的表示问题就转化为如
何将命题的各真值以恰当的方式聚合起来．于是不确定
性理论的各种数值模型（即不确定性测度），特别是概率

测度是逻辑学家们首选的工具．把各种不确定性测度引

入到多值命题逻辑中将命题的所有真值聚合起来，以给

出逻辑命题为真程度的计量化刻画是近二十年的研究

热点［１～１３］．
文献［１～１３］中的有关多值命题逻辑的计量化研究

主要是基于命题真值函数关于全体赋值集上的不确定

性测度，特别是概率测度的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分建立的．代表
性的研究成果有：美国斯坦福大学的学者 Ａｄａｍ等通过
把概率引入到二值命题逻辑中而提出的概率逻辑［１，２］；

意大利学者Ｍｕｎｄｉｃｉ仿照经典概率中的Ｋｏｌｍｏｇｒｏｖ公理在
ＭＶ代数中所提出的 ｓｔａｔｅ理论［３］；西班牙学者 Ｆｌａｍｉｎｉｏ
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等通过给ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑中的命题纯形式地添加
一个模态词以表示其概率所提出的模糊概率逻辑［４］；

法国学者Ｄｕｂｏｉｓ等把可能测度引入到二值命题逻辑中
而提出的可能逻辑（ｐｏｓｓｉｂｉｌｉｓｔｉｃｌｏｇｉｃ）［５］；我国学者李想
等把可信测度引入到二值命题逻辑中而提出的可信逻

辑（ｃｒｅｄｉｂｉｌｉｓｔｉｃｌｏｇｉｃ）［６］；周春来把有限可加ｂｅｌｉｅｆ测度引
入到二值命题逻辑中的概率逻辑［７］；王国俊等在多值

命题逻辑系统中基于赋值集上的均匀概率测度空间的

无穷可数乘积而提出的计量逻辑［８～１０］以及本文作者等

利用赋值集上的Ｂｏｒｅｌ概率测度所提出的较计量逻辑更
为宽泛的概率计量逻辑理论［１１～１３］．概率计量逻辑已在
程度化推理、逻辑度量空间以及极大相容逻辑理论刻

画等方面取得了丰富研究成果［１４～２５］．同时，Ｍｕｎｄｉｃｉ的
ｓｔａｔｅ理论近些年也发展十分迅速［２６～３０］．值得注意的是，
尽管计量逻辑和 ｓｔａｔｅ理论采取的方法不同，但二者也
有紧密联系．事实上，文献［２８］已证明在 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命
题逻辑中，由有限个原子命题生成的全体命题之集上

的ｓｔａｔｅ都是概率计量逻辑中的一个 Ｂｏｒｅｌ型概率真度
函数，反之亦然．Ｆｌａｍｉｎｉｏ等人的模糊概率逻辑关于概
率真度函数也是完备的［４］．由此可见，概率计量逻辑、
ｓｔａｔｅ理论以及模糊概率逻辑在 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑中
达到了统一，它们都是基于 ＭｃＮａｕｇｈｔｏｎ函数关于赋值
空间上的 Ｂｏｒｅｌ概率测度的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分而建立的．由
于可能逻辑与可信逻辑都是在二值命题逻辑系统中利

用命题的标准模型之集上的测度引入的，所以它们也

可视为是基于命题真值函数关于相应不确定性测度

（即，可能测度与可信测度）的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分而建立的．
由于逻辑命题是有限长的符号串，且逻辑推论也

不涉及可数多个命题的交或并，所以赋值空间上的

Ｂｏｒｅｌ概率测度的可数可加性要求太强，因而很多逻辑
学家都不接受可数可加性［７］．测度的有限可加性甚至
都可以去掉，因为现实生活中的不确定性信息间的依

赖关系并非是线性的，因此仅用 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分还不能准
确地表示逻辑命题的不确定性．Ｃｈｏｑｕｅｔ积分作为
Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分的一种推广能有效地表示不确定性数据
间的非线性关系，所以若能通过命题真值函数关于赋

值空间上的不确定性测度的 Ｃｈｏｑｕｅｔ积分将多值命题
逻辑中命题的各真值聚合起来，就能更准确地表示命

题的不确定性，从而为不确定性推理建立更为灵活、更

为宽泛的计量化的推理框架．
文献［３１］在ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑系统中建立了有限

个给定变元的 ＭｃＮａｕｇｈｔｏｎ函数关于有限维方体上的外
正则ｂｅｌｉｅｆ测度的Ｃｈｏｕｅｔ积分．但由于ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻
辑中的命题变元是无限多的，而有限维方体上的 ｂｅｌｉｅｆ
测度未必能唯一地扩张到整个赋值空间上［３２］，所以文献

［３１］未能给全体逻辑命题建立统一的计量化框架．

２ 预备知识

设 Ｓ＝｛ｐ１，ｐ２，．．．｝，Ｆ（Ｓ）是由 Ｓ生成的（，→）
型自由代数，其中，是一元逻辑连接词，→是二元连
接词，则称 Ｆ（Ｓ）中的元为逻辑命题，简称命题；称 Ｓ中
的元为原子命题．在 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑（简记为 ）
中，由初始连接词和→还可引入新的连接词如下：

设φ，ψ∈Ｆ（Ｓ），

φ∨ψ＝（φ→ψ）→ψ；

φ∧ψ＝（φ∨ψ）；

φψ＝φ→ψ；

φψ＝（φ→ψ）．
由于本文的 Ｃｈｏｑｕｅｔ积分型计量化方法仍是从语

义角度入手的，所以本文暂不关心 的语构理论，只简
单介绍它的语义理论．

对应于 Ｆ（Ｓ）中的连接词 和→，在单位区间
［０，１］中定义运算和→如下：

ｘ＝１－ｘ，ｘ→ｙ＝ｍｉｎ｛１－ｘ＋ｙ，１｝，ｘ，ｙ∈［０，１］．
则（［０，１］，，→，０，１）为一 ＭＶ代数，称为 的真值域．
在［０，１］中还可进一步引入新运算：

ｘ∨ｙ＝（ｘ→ｙ）→ｙ＝ｍａｘ｛ｘ，ｙ｝；
ｘ∧ｙ＝（ｘ∨ｙ）＝ｍｉｎ｛ｘ，ｙ｝；
ｘｙ＝ｘ→ｙ＝ｍｉｎ｛ｘ＋ｙ，１｝；
ｘｙ＝（ｘ→ｙ）＝ｍａｘ｛ｘ＋ｙ－１，０｝．

称（，→）型同态 ｖ：Ｆ（Ｓ）→（［０，１］，，→）为
Ｆ（Ｓ）的赋值．Ｆ（Ｓ）的全体赋值之集记为Ω．易见每个
赋值 ｖ也保持运算∨，∧，，等．在知识推理中，称
赋值为当事人所处的可能状态，称Ω为可能状态集．

由于 Ｆ（Ｓ）是由 Ｓ生成的自由代数，所以一个赋值
ｖ∈Ω完全由它在Ｓ上的限制ｖ｜Ｓ决定．设 ｖｉ＝ｖ（ｐｉ），ｉ

∈Ｎ，则得［０，１］ω中的向量ｖ＝（ｖ１，ｖ２，…）；反过来，任
取［０，１］ω中的向量ｖ＝（ｖ１，ｖ２，．．．），则存在唯一的 ｖ∈
Ω，使得 ｖ（ｐｉ）＝ｖｉ，ｉ∈Ｎ．由此一一对应，可以把赋值 ｖ
∈Ω 与其对应的向量ｖ＝（ｖ１，ｖ２，．．．）不加区分，从而

Ω＝［０，１］ω．
设φ，ψ∈Ｆ（Ｓ），若对任意赋值 ｖ∈Ω都有ｖ（φ）＝

１（ｖ（φ）＝０），则称φ为重言式（矛盾式），并把重言式

φ记为φ．若φ→ψ且ψ→φ，则称φ与ψ逻辑等
价，记为φ≈ψ．

设 Ｘｉ＝［０，１］（ｉ＝１，２，．．．）并赋予其通常拓扑，则

全体赋值集Ω＝∏
∞

ｉ＝１
Ｘｉ是通常乘积拓扑空间，简称赋

值空间．设Ｂ＝Ｂ（Ω）和Ｂｉ＝Ｂ（Ｘｉ）分别表示Ω和Ｘｉ中
的全体 Ｂｏｒｅｌ集之集，则由文献［３３］中的命题 ８．１．５知
Ｂ是由Ω的拓扑基

｛Ａ１×…×Ａｎ×Ｘｎ＋１×Ｘｎ＋２×…｜Ａｉ∈Ｂｉ；１ｉｎ；
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ｎ∈Ｎ｝生成的σ代数．
设φ∈Ｆ（Ｓ），则φ可视为Ω 上的实值函数（仍记

为φ）φ：Ω→［０，１］：

φ（ｖ）＝ｖ（φ），ｖ∈Ω．

φ是Ω上的连续函数，从而是 Ｂｏｒｅｌ可测的．另一方面，
由于中的命题都是有限长的符号串，即φ是由有限
个原子命题（不妨设为 ｐ１，．．．，ｐｎ）经若干逻辑连接词
连接而成，记为φ＝φ（ｐ１，．．．，ｐｎ）．则φ还可诱导出ｎ
维方体［０，１］ｎ上的一ｎ元函数φ：［０，１］

ｎ→［０，１］如下：

φ（ｘ１，．．．，ｘｎ）＝ｖ（φ），
其中 ｘｉ＝ｖ（ｐｉ），ｉ＝１，．．．，ｎ，ｖ∈Ω．称φ为φ诱导的真
值函数，亦称为φ的ＭｃＮａｕｇｈｔｏｎ函数．易见，φ是乘积空
间［０，１］ｎ上的连续函数，从而也是Ｂｏｒｅｌ可测的．由φ的

定义知，α∈［０，１］，φ
－１（α）＝φ

－１（α）×∏
∞

ｉ＝ｎ＋１
Ｘｉ∈Ｂ．

称函数μ：Ｂ→［０，１］为Ω上的不确定性测度，若μ
满足：

（１） μ（ ）＝０，μ（Ω）＝１；
（２） 若 ＡＢ，则μ（Ａ）μ（Ｂ）．
不确定性测度μ又称为单调测度或模糊测度

［３４］．
称不确定性测度μ是下连续的，如果对 Ｂ中的单调递

增序列｛Ａｉ｜ｉ∈Ｎ｝有ｌｉｍ
ｉ→∞μ

（Ａｉ）＝μ（∪
∞

ｉ＝１
Ａｉ）；称μ为上模

的，如果对任二 Ａ，Ｂ∈Ｂ有

μ（Ａ∪Ｂ）＋μ（Ａ∩Ｂ）μ（Ａ）＋μ（Ｂ）；
称μ为次模的，如果对任二 Ａ，Ｂ∈Ｂ有

μ（Ａ∪Ｂ）＋μ（Ａ∩Ｂ）μ（Ａ）＋μ（Ｂ）．
如果上两式仅对不交集 Ａ，Ｂ成立，则分别称μ是上可
加的和次可加的．若μ既上可加又次可加则称其为（有
限）可加的．不难验证，可加性也等价于上模＋次模．

把上述两不等式推广到有限个子集 Ａ１，．．．，Ａｋ∈
Ｂ有如下概念．称不确定性测度μ为ｋ阶单调的，如果
对任意 Ａ１，．．．，Ａｋ∈Ｂ有

μ（∪
ｋ

ｉ＝１
Ａｉ）＋ ∑

≠Ｉ｛１，．．．，ｋ｝
（－１）｜Ｉ｜μ（∩ｉ∈ＩＡｉ

）０；

称μ为ｋ阶交错的，如果对任意 Ａ１，．．．，Ａｋ∈Ｂ有

μ（∩
ｋ

ｉ＝１
Ａｉ）＋ ∑

≠Ｉ｛１，．．．，ｋ｝
（－１）｜Ｉ｜μ（∪ｉ∈ＩＡｉ

）０．

称μ为完全单调的，如果ｋ∈Ｎ，μ是ｋ阶单调的．完
全单调的不确定性测度又称为 Ｂｅｌｉｅｆ测度［３５］．对 Ｂｅｌｉｅｆ
测度有如下的等价刻画．

命题１ 设μ是Ω 上的不确定性测度．Ａ，Ｂ∈
Ｂ，定义ΔＡμ：β→［０，１］为ΔＡμ（Ｂ）＝μ（Ｂ）－μ（Ａ∩Ｂ）．
则μ是Ｂｅｌｉｅｆ测度当且仅当ｋ∈Ｎ及Ａ１，．．．，Ａｋ，Ｂ
∈Ｂ，ΔＡ１…ΔＡｋμ（Ｂ）０．

证明 由下式

ΔＡ１…ΔＡｋμ（Ｂ）＝μ（Ｂ）＋ ∑
≠Ｉ｛１，．．．，ｋ｝

（－１）｜Ｉ｜μ（Ｂ∩（∩ｉ∈ＩＡｉ
））

容易验证．
下一节一些结论的证明还需要μ在Ω 的幂集 ２Ω

上诱导的不确定性测度，即内、外不确定性测度．
定义μ：２Ω→［０，１］，μ：２Ω→［０，１］分别为

μ（Ａ）＝ｓｕｐ｛μ（Ｂ）｜Ｂ∈β，ＢＡ｝，Ａ∈２Ω；

μ
（Ａ）＝ｉｎｆ｛μ（Ｂ）｜ＡＢ∈β｝，Ａ∈２Ω．

则μ，μ
均为２Ω 上的不确定性测度，且均为μ的扩

张，即μ｜β＝μ
｜
β
＝μ，分别称为由μ诱导的内、外测

度．可以验证，若μ是上模（上可加）的，则μ也是上模
（上可加）的；若μ是次模的，则μ

也是次模的．
设Ｂ（ｎ）＝Ｂ（［０，１］ｎ）表示 ｎ维乘积空间［０，１］ｎ上

的全体 Ｂｏｒｅｌ集之集．则Ｅ∈Ｂ（ｎ），Ｅ×∏
∞

ｉ＝ｎ＋１
Ｘｉ∈Ｂ由

此，Ω上的不确定性测度μ可诱导出［０，１］
ｎ（ｎ１）上

的函数μ（ｎ）：Ｂ（ｎ）→［０，１］：

μ（ｎ）（Ｅ）＝μ（Ｅ×∏
∞

ｉ＝１
Ｘｉ），Ｅ∈Ｂ（ｎ）．

则μ（ｎ）也满足不确定性测度的定义（１）和（２），称为［０，
１］ｎ上的不确定性测度．此外，μ（ｎ）的性质也由μ决
定．

例 １ 设μｉ是Ｘｉ＝［０，１］上的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，ｉ∈
Ｎ，μ＝μ１×μ２×．．．．是μｉ在Ω ＝［０，１］ω 生成的（唯
一）乘积测度［３２］，则μ（ｎ）＝μ１×．．．．×μｎ是［０，１］

ｎ上

的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度．

３ Ｃｈｏｑｕｅｔ积分真度

φ∈Ｆ（Ｓ），α∈［０，１］，由φ：Ω→［０，１］的连续
性知φ

－１（［α，１］）∈Ｂ，从而μ（φ
－１（［α，１］））有定义，且

关于α单调不增，所以μ（φ
－１（［α，１］））在［０，１］上 Ｒｉｅ

ｍａｎ可积，记

（Ｃ）∫Ωφｄμ＝∫
１

０μ
（φ

－１（［α，１］））ｄα．

该积分通常称为 Ｃｈｏｑｕｅｔ积分［３４］．
定义１ φ∈Ｆ（Ｓ），称

τ（φ）＝（Ｃ）∫Ωφｄμ＝∫
１

０μ
（φ

－１（［α，１］））ｄα

为φ的 Ｃｈｏｑｕｅｔ积分真度．
注 １ （１）不妨设φ＝φ（ｐ１，．．．，ｐｎ），则α∈

［０，１］，

φ
－１（［α，１］）＝φ

－１（［α，１］）×∏
∞

ｉ＝ｎ＋１
Ｘｉ．

从而

μ（φ
－１（［α，１］））＝μ（φ

－１（［α，１］）×∏
∞

ｉ＝ｎ＋１
Ｘｉ）

＝μ（ｎ）（φ
－１（［α，１］）），
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所以τ（φ）＝（Ｃ）∫［０，１］ｎφｄμ（ｎ）＝∫
１

０μ
（ｎ）（φ

－１（［α，

１］））ｄα．
上式说明针对具体的逻辑命题（至多有限多个）

时，其Ｃｈｏｑｕｅｔ积分真度只取决于有限维方体［０，１］ｎ上
不确定性测度μ（ｎ）的Ｃｈｏｑｕｅｔ积分，因此为讨论方便我
们可以只考虑［０，１］ｎ上的不确定性测度，有时也把

μ（ｎ）简记为μ．
（２）由文献［３４］中的定理１１．１知

τ（φ）＝（Ｃ）∫Ωφｄμ＝∫
１

０μ
（φ

－１（（α，１］））ｄα．

例２ 设λ是［０，１］２上的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度，则μ（２）＝
λ
２是［０，１］２上的不确定性测度，但其不具有可加性．现
计算τ（ｐ１），τ（ｐ１∨ｐ２），τ（ｐ１∧ｐ２），τ（ｐ１→ｐ２）以及

τ（（ｐ１→ｐ２）→ｐ１∨ｐ２）．
解 注意ｐ１也可扩张为［０，１］２上的二元函数：

ｐ１（ｘ１，ｘ２）＝ｐ１（ｘ１），（ｘ１，ｘ２）∈［０，１］２．

τ（ｐ１）＝（Ｃ）∫［０，１］２ｐ１ｄμ＝∫
１

０μ
（｛（ｘ１，ｘ２）｜ｘ１α｝）ｄα

＝∫
１

０
（λ（｛（ｘ１，ｘ２）｜ｘ１α｝））２ｄα

＝∫
１

０
（１－α）２ｄα

＝１３；

τ（ｐ１∨ｐ２）＝（Ｃ）∫［０，１］２ｐ１∨ｐ２ｄμ
＝∫

１

０μ
（｛（ｘ１，ｘ２）｜ｘ１α或ｘ２α｝）ｄα

＝∫
１

０
（λ（｛（ｘ１，ｘ２）｜ｘ２ｘ１，ｘ２α｝

∪｛（ｘ１，ｘ２）｜ｘ１＞ｘ２，ｘ１α｝））２ｄα

＝∫
１

０
（λ（｛（ｘ１，ｘ２）｜ｘ２ｘ１，ｘ２α｝）

＋λ（｛（ｘ１，ｘ２）｜ｘ１＞ｘ２，ｘ１α｝））２ｄα

＝∫
１

０
（１－α２）２ｄα

＝８１５；

限于篇幅，其他命题的真度计算过程留给读者：

τ（ｐ１∧ｐ２）＝
１
５；τ（（ｐ１→ｐ２）→ｐ１∨ｐ２）＝

４
１５；

τ（ｐ１→ｐ２）＝
４３
６０．

由Ｃｈｏｑｕｅｔ积分的基本性质［３４］可得真度函数τ的
如下性质．

命题２τ具有下列性质：
（１）若φ是布尔命题，则τ（φ）＝μ（φ

－１（１））；
（２）若φ是重言式（矛盾式），则τ（φ）＝１（τ（φ）＝０）；

（３）若φ→ψ是重言式，则τ（φ）τ（ψ），从而逻辑
等价的命题有相同的真度；

（４）若μ是上模的，则τ也是上模的，即

τ（φ∨ψ）＋τ（φ∧ψ）τ（φ）＋τ（ψ）；
（５）若μ是次模的，则τ也是次模的，即

τ（φ∨ψ）＋τ（φ∧ψ）τ（φ）＋τ（ψ）；
（６）若μ是上可加（次可加）的，则τ也是上可加

（次可加）的；由此，若μ是可加的，则τ也是可加的．
（７）若μ是ｋ阶单调的，则τ也是ｋ阶单调的，即

τ（∨
ｋ

ｉ＝１φｉ
）＋ ∑

≠Ｉ｛１，…，ｋ｝
（－１）｜Ｉ｜τ（∧

ｉ∈Ｉφｉ
）０；

（８）若μ是ｋ阶交错的，则τ也是ｋ阶交错的，即

τ（∧
ｋ

ｉ＝１φｉ
）＋ ∑

≠Ｉ｛１，…，ｋ｝
（－１）｜Ｉ｜τ（∨

ｉ∈Ｉφｉ
）０；

（９）若μ是完全单调的，则τ也是完全单调的，即

ｋ∈Ｎ，τ是ｋ阶单调的．
命题３ 设μ是上模的，φ，ψ∈Ｆ（Ｓ），则：
（１）若φψ是矛盾式，则

τ（φψ）τ（φ）＋τ（ψ）；
（２）τ（φ）＋τ（φ）１．
证明 （１）设φψ是矛盾式，则φ，ψ和φψ作为

Ω上的函数满足φψ＝φ＋ψ．由μ是上模的知，其内测
度μ也是上模的，从而由文献［３４］中的推论６．４知

（Ｃ）∫Ω（φ＋ψ）ｄμ（Ｃ）∫Ωφｄμ＋（Ｃ）∫Ωψｄμ．
α，由（φ＋ψ）

－１（［α，１］），φ
－１（［α，１］），ψ

－１（［α，１］）∈
Ｂ，以及μ｜Ｂ＝μ得

τ（φψ）＝（Ｃ）∫Ω（φψ）ｄμ＝（Ｃ）∫Ω（φ＋ψ）ｄμ
＝（Ｃ）∫Ω（φ＋ψ）ｄμ
（Ｃ）∫Ωφｄμ＋（Ｃ）∫Ωψｄμ
＝（Ｃ）∫Ωφｄμ＋（Ｃ）∫Ωψｄμ
＝τ（φ）＋τ（ψ）．

（２）由φφ为重言式及φφ为矛盾式即得．
命题４ 设μ是可加的，φ，ψ∈Ｆ（Ｓ），则：
（１）命题３中的不等号都可改为等号；
（２）τ（φψ）＋τ（φψ）＝τ（φ）＋τ（ψ）；
（３）１＋τ（φ∧ψ）＝τ（φ）＋τ（φ→ψ）；
（４）τ（φ）＋τ（φ→ψ）＝τ（ψ）＋τ（ψ→φ）；
（５）τ（φ）＋τ（ψ）＝τ（φ∨ψ）＋τ（φ∧ψ）；
（６）若τ（φ→ψ）＝１，则τ（φ）τ（ψ）．
证明

（１）设φψ是矛盾式．则φ，ψ均为上μ可测的，
即α∈［０，１］，μ（φ

－１（［α，１］））＝μ（φ
－１（［α，１］））

＝μ（φ
－１（［α，１］））．
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所以由文献［３４］中的推论６．５知

（Ｃ）∫Ω（φ＋ψ）ｄμ＝（Ｃ）∫Ωφｄμ＋（Ｃ）∫Ωψｄμ，
即τ（φψ）＝τ（φ）＋τ（ψ）．

令ψ＝φ，即得τ（φ）＋τ（φ）＝１．
（２）考虑以下事实（０表示矛盾式）：

φ≈（（φψ）ψ）（φψ）；
（φψ）（ψ）φψ≈０；

ψ≈（（φψ）φ）（φψ）；
（φψ）（φ）φψ≈０；
（（φψ）ψ）（（φψ）φ）≈０；

［（（φψ）ψ）（（φψ）φ）］（φψ）≈０；

φψ≈［（（φψ） ψ）（（φψ） φ）］
（φψ）．所以，由命题４（１）得

τ（φ）＋τ（ψ）
＝τ（（φψ）ψ）＋τ（（φψ）φ）＋２τ（φψ）
＝τ（（（φψ）ψ）（（φψ）φ））＋２τ（φψ）
＝τ（（（φψ）ψ）（（φψ）φ）（φψ））
＋τ（φψ）
＝τ（φψ）＋τ（φψ）．
（３）由φ∧ψ≈（φψ）φ，（φψ）φ，φ

→ψ≈φψ及命题４（２）得
１＋τ（φ∧ψ）＝τ（（φψ）φ）＋τ（（φψ）φ）

＝τ（φ）＋τ（φψ）＝τ（φ）＋τ（φ→ψ）．
（４）由命题４（３）知（４）成立．
（５）由 φ∨ψ≈（φψ）ψ，

（φψ）ψ≈０
得

τ（φ∨ψ）＝τ（（φψ）ψ）
＝τ（（φψ））＋τ（ψ）
＝１－τ（φψ）＋τ（ψ）
＝１－τ（φ→ψ）＋τ（ψ）．

另一方面，由命题４（３）知
τ（φ∧ψ）＝τ（φ）＋τ（φ→ψ）－１．

所以命题４（５）成立．
（６）由命题４（４）知

τ（ψ）＝τ（φ）＋τ（φ→ψ）－τ（ψ→φ）
＝τ（φ）＋１－τ（ψ→φ）

τ（φ）．
注２ 由命题２（２）和命题４（１），（２）知当μ只满足

有限可加性时τ就是Ｍｕｎｄｉｃｉ的一个ｓｔａｔｅ［３］，但文献［２８］
中的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分表示定理只是针对由有限个原子命题
生成的全体命题之集上的 ｓｔａｔｅ给出的，而我们的 Ｆ（Ｓ）
是含有无限多原子命题的．至于文献［２８］中的结论能否
推广到 Ｆ（Ｓ）上本文尚无定论．但可以证明当μ是 Ｂｏｒｅｌ
概率测度时Ｃｈｏｑｕｅｔ积分就退化为Ｌｅｂｅｓｇｕｅ积分．

定理１ 设μ是Ω上的 Ｂｏｒｅｌ概率测度，则

τ（φ）＝∫
１

０μ
（φ

－１（［α，１］））ｄα＝∫Ωφｄμ＝∫［０，１］ｎφｄμ（ｎ）．
证明 由注１（２），只须证

∫Ωφｄμ＝∫
１

０μ
（φ

－１（（α，１］））ｄα＝∫
１

０μ
（φ＞α）ｄα．

由φ：Ω→［０，１］的 Ｂｏｒｅｌ连续性知，φ是 Ｂｏｒｅｌ概率空间
（Ω，Ｂ，μ）上的随机变量函数．令 Ｆφ（α）＝μ（φα）为

φ的分布函数，则 Ｆφ（α）关于α是单调递增和左连续
的，从而在［０，１］上Ｒｉｅｍａｎ可积且

∫
１

０μ
（φ＞α）ｄα＝１－∫

１

０
Ｆ
φ
（α）ｄα．

由分部积分和随机变量函数的数学期望的定义得

∫
１

０
Ｆ
φ
（α）ｄα ＝αＦφ（α）｜

１
０－∫

１

０
αｄＦφ（α）

＝１－∫
１

０
αｆφ（α）ｄα

＝１－∫Ωφｄμ．
上式中 ｆ

φ
为φ的概率密度函数，从而定理得证．

４ 逻辑度量空间

设μ是Ω上的不确定性测度，φ，ψ∈Ｆ（Ｓ），定义

ρ（φ，ψ）＝１－τ（（φ→ψ）∧（ψ→φ））．
命题５ 若μ满足对偶公理，即μ（Ａ）＋μ（Α

ｃ）＝
１，Ａ∈Ｂ，则

ρ（φ，ψ）＝（Ｃ）∫Ω φ－ψ ｄμ．

证明 首先不难验证，命题φ，ψ作为Ω上的函数

满足：

（φ→ψ）∧（ψ→φ）＝１－φ－ψ ．
所以，

ρ（φ，ψ）＝１－τ（（φ→ψ）∧（ψ→φ））

＝１－∫
１

０μ
（（（φ→ψ）∧（ψ→φ））

－１（［α，１］））ｄα

＝１－∫
１

０μ
（（１－φ－ψ ）－１（［α，１］））ｄα

＝１－∫
１

０μ
（φ－ψ

－１（［０，１－α］））ｄα

＝１－∫
１

０μ
（φ－ψ

－１（［０，β］））ｄβ

＝∫
１

０μ
（φ－ψ

－１（（β，１］））ｄβ

＝（Ｃ）∫Ω φ－ψ ｄμ．

命题６ 若μ是次模的，φ，ψ∈Ｆ（Ｓ），则

τ（φ）－τ（ψ）（Ｃ）∫Ω φ－ψ ｄμ．

证明 由文献［３４］中的推论６．６可得．
设μ是可加的，则可验证ρ是个伪距离，从而可以

１３３２第 １２ 期 周红军：Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑中命题的Ｃｈｏｑｕｅｔ积分真度理论



建立逻辑伪度量空间，进而展开程度化推理研究．
定理２ 设μ是可加测度，则：

（１）ρ是Ｆ（Ｓ）上的伪距离；
（２）在伪度量空间（Ｆ（Ｓ），ρ）中，逻辑连接词，→，

∨，∧，，都是连续的．
证明（１）只需证三角不等式．由文献［３４］中推论６．

５知

ρ（φ，χ）＝（Ｃ）∫Ω φ－χ ｄμ．

（Ｃ）∫Ω（φ－ψ ＋ψ－χ ）ｄμ

＝（Ｃ）∫Ω φ－ψ ｄμ＋（Ｃ）∫Ω ψ－χ ｄμ
＝ρ（φ，ψ）＋ρ（ψ，χ）．

（２）由于 φ－ψ ＝ φ－ψ ，所以ρ（φ，
ψ）＝ρ（φ，ψ），这说明是连续的．不难验证

（φ→ψ）－（χ→γ） φ－χ ＋ψ－γ ．
由前面的证明知ρ（φ→ψ，χ→γ）ρ（φ，χ）＋ρ（ψ，

γ）．从而当ｌｉｍ
ｉ→∞ρ
（φｉ，φ）＝ｌｉｍｉ→∞ρ

（ψｉ，ψ）＝０时

ｌｉｍ
ｉ→∞ρ
（φｉ→ψｉ，φ→ψ）＝０．

这就证明了→是连续的．由于∨，∧，，都可由 ，

→来表达，所以它们也都是连续的．

５ 程度化推理

文献［１４］在 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑中以真度理论为
工具提出了基于演绎定理的程度化推理方法，但这种

方法只适用于有限理论．随后文献［１６，１７］克服了这一
困难，提出了三种从一般理论出发的程度化推理方法，

并研究了其关系．文献［１６，１７］中的这些推理方法在本
文的框架下也成立．

设μ是可加测度，ΓＦ（Ｓ），称为理论，２
（Γ）为Γ的全

体有限子理论之集．Σ＝｛φ１，…，φｋ｝∈２
（Γ），令ω（ｋ）＝

（ｉ１，…，ｉｋ）∈Ｎｋ，并假定ω（０）＝ ．设φ∈Ｆ（Ｓ），令

Σ（ω（ｋ））→φ＝
φ
ｉ１１…φ

ｉｋｋ， ｋ１，

φ， ｋ＝０{ ．
定义

Ｅｄ（Γ，φ）＝ｓｕｐ｛τ（Σ（ω（Σ ））→φ）｜Σ∈２
（Γ）｝，

称为Γ关于φ的语义蕴涵度．
定理３ 设μ是可加测度，ΓＦ（Ｓ），Ｄ（Γ）为Γ

的全体结论之集［１０］，０为矛盾式，则：
（１）Ｅｄ（Γ，φ）＝１－ｓｕｐ｛τ（ψ→φ）｜ψ∈Ｄ（Γ）｝；
（２）Ｅｄ（Γ，φ）＝１－ρ（φ，Ｄ（Γ））；
（３）Ｅｄ（Γ，０）＝ｓｕｐ｛ρ（ψ，χ）｜ψ，χ∈Ｄ（Γ）｝．
证明 由定理２可类似于文献［１６，１７］进行证明．
另外，利用 Ｆ（Ｓ）上的 Ｈａｕｓｄｏｒｆ距离还可引入一种

程度化方法，请参见文献［１０］．

６ 结束语

本文利用 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑中的 ＭｃＮａｕｇｈｔｏｎ函
数关于赋值空间上的一般不确定性测度的 Ｃｈｏｑｕｅｔ积
分引入了命题的 Ｃｈｏｑｕｅｔ积分真度概念，研究了其基本
性质，特别是证明了有限可加测度定义的真度函数就

已具有良好性质，由此可以建立逻辑度量空间并展开

程度化推理理论．只用到不确定性测度的有限可加性
也是和命题逻辑中每个命题都是有限长符号串并且也

不涉及无限可数多个命题的交或并的事实相吻合的．
特别是，本文还证明了由赋值空间上的 Ｂｏｒｅｌ概率测度
定义的 Ｃｈｏｑｕｅｔ积分真度函数实为概率计量逻辑中的
概率真度函数，这一结论说明本文建立的逻辑推理框

架较概率计量逻辑要宽泛的多．
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