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摘 要： 常规ＩＩＲ宽带波束形成器可以获得比ＦＩＲ宽带波束形成器更好的性能，但其需要多极点的自适应调整
过程，存在稳定性无法保证，计算复杂度较高等问题．本文提出一种新的基于ＩＩＲ滤波器的宽带波束形成算法．该算法
基于高阶Ｌａｇｕｅｒｒｅ宽带波束形成器，利用双线性变换和函数束方法设计相应的低阶等价 ＩＩＲ宽带波束形成器．仿真实
验及理论分析表明，该方法无需常规ＩＩＲ宽带波束形成器的多极点自适应调整过程，在保证算法稳定性的同时，减少
了计算复杂度，并提高了输出信干噪比（ＳＩＮＲ）．
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１ 引言

作为阵列信号处理的研究热点和难点之一，宽带波

束形成已广泛应用于通信、声呐、雷达以及地震勘探等

众多国民经济领域［１～３］．两种最基本的 ＦＩＲ波束形成器
分别为 Ｆｒｏｓｔ波束形成器［４］和广义旁瓣对消（Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
ＳｉｄｅｌｏｂｅＣａｎｃｅｌｌｅｒ，ＧＳＣ）波束形成器［５］．它们在每个阵元
后面连接预延迟补偿和一组抽头延迟线（（ＴａｐｐｅｄＤｅｌａｙ
Ｌｉｎｅｓ，ＴＤＬ），以更好地抑制干扰和随机噪声．

随着处理带宽越来越宽，ＦＩＲ宽带波束形成方法需
要较长长度的抽头延迟线以获取期望的输出信干噪比

（ＳｉｇｎａｌｔｏＩｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｐｌｕｓＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＳＩＮＲ）［６］，但大量的

抽头延迟线组将降低自适应权系数求解的收敛速度、增

加计算复杂度．为此，文献［７］利用波束空间技术以提高
算法的收敛速度，但波束空间的主波束和副波束的设计

需要较大的计算量．文献［８］基于子带滤波器设计，利用
子带宽带波束形成技术提高了收敛速度，降低了计算

量．文献［９］在 ＧＳＣ结构中引入频率不变约束，降低了
计算量，但文献［７～９］均没有减少权系数的维数．为了
大幅减少权系数的维数，文献［１０］首次提出利用 ＩＩＲ滤
波器代替宽带波束形成器中的ＦＩＲ滤波器，在ＧＳＣ结构
下给出三种 ＩＩＲ宽带波束形成器，并证明了同等条件下
ＩＩＲ宽带波束形成器的性能优于 ＦＩＲ滤波器．文献［１１］
通过理想滤波器去极点的设计来降低 ＩＩＲ滤波器的阶
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数．文献［１２］将 ＩＩＲ滤波器与 ＦＩＲ扇形滤波器相结合，
有效地应用于部分自适应阵列中．文献［１３］提出基于
ＴＤＬ形式的 ＩＩＲ宽带波束形成算法，该算法在每个阵元
上连接预延迟补偿和一组类 ＴＤＬ形式的 ＩＩＲ滤波器，并
结合约束和无约束最小均方误差（ＬＭＳ）算法求解最优
权系数矢量．基于文献［１３］，文献［１４］进一步给出了二
阶 ＩＩＲ单元下的宽带波束形成，并利用高斯牛顿迭代算
法提高了算法的收敛速度．文献［１０～１４］提出的 ＩＩＲ宽
带波束形成器输出ＳＩＮＲ较高且抗干扰性能较好，但ＩＩＲ
滤波器需要进行多极点的自适应调整，稳定性得不到

保证．为此，ＳａｅｉｄＲ．Ｓ．等人提出了一种基于 Ｌａｇｕｅｒｒｅ滤
波器的类ＴＤＬ形式宽带波束形成器［１５］．与传统 ＩＩＲ滤
波器相比，Ｌａｇｕｅｒｒｅ滤波器既保持了 ＦＩＲ滤波器的稳定
性，又具有 ＩＩＲ滤波器较长的记忆深度．另外，Ｌａｇｕｅｒｒｅ
宽带波束形成器仅需线下求解一个极点，避免了多极

点的自适应调整过程，保证稳定性的同时降低了计算

量．Ｌａｇｕｅｒｒｅ滤波器的性能取决于其唯一的自由参数
（单极点）及截断误差的大小，但低阶的 Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形
成器并不能提供理想的ＳＩＮＲ．

基于高阶的Ｌａｇｕｅｒｒｅ宽带波束形成器，本文首先利
用双线性变换方法，定义 ｓ平面到 ｚ平面的映射关系
式，得到 ｓ域上 Ｌａｇｕｅｒｒｅ系数的表达式；然后通过函数
束方法推导 Ｒ阶ＩＩＲ滤波器系数在 ｓ域上的表达式，并
利用 ｚ域逆变换得到 ＩＩＲ滤波器的传递函数；最后构造
Ｒ＋１阶的 ＴＤＬ形式的级联型 ＩＩＲ宽带波束形成器结
构，实现宽带波束形成，并给出仿真实验与结果分析．

２ 模型

时域Ｆｒｏｓｔ宽带波束形成器的结构如图 １（ａ）所
示，假设 Ｐ个远场宽带信号以方位角θ入射到一均匀
直线阵，阵元数为 Ｍ，每个阵元所接延迟线的抽头个数
为 Ｊ，则波束形成器的输出为

ｙ（ｎ）＝ｗＨｘ（ｎ） （１）
其中，（·）Ｈ表示矢量共轭转置，权矢量 ｗ＝［ｗ１，１，ｗ２，１，
···，ｗＭ，Ｊ］Ｔ，（·）Ｔ为转置，ｘ（ｎ）为 ＭＪ×１维阵列接收矢
量．

当已知期望信号来向和带宽而参考信号未知时，

采用线性约束最小方差（ＬｉｎｅａｒｌｙＣｏｎｓｔｒａｉｎｅｄＭｉｎｉｍｕｍ
Ｖａｒｉａｎｃｅ，ＬＣＭＶ）准则，Ｆｒｏｓｔ宽带波束形成问题可以表示
为

ｍｉｎｗＨＲｘｗ， ｓ．ｔ． ＣＨｗ＝ｇ （２）
其中，Ｒｘ＝Ｅ［ｘ（ｎ）ｘＨ（ｎ）］为阵列接收数据协方差矩
阵，ｇ可以表示为Ｊ×１维的阵列响应向量，满足某一元
素为１，其它元素为０；Ｃ为ＭＪ×Ｊ维约束矩阵

Ｃ＝

１Ｍ ０Ｍ … ０Ｍ
０Ｍ １Ｍ … 

   

０Ｍ ０Ｍ … １











Ｍ

（３）

其中，１Ｍ和０Ｍ分别为Ｍ×１维全１、全０矢量．
最优权矢量的自适应求解过程如下

ｗ（ｎ＋１）＝Ｐ［ｗ（ｎ）－μｙ（ｎ）ｘ（ｎ）］＋ｆ
ｗ（０）＝{ ｆ

（４）

其中，μ 为迭代步长，ｆ＝Ｃ（Ｃ
ＴＣ）－１ｇ，Ｐ＝Ｉ－Ｃ

（ＣＴＣ）－１ＣＴ．

３ Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成器

如图１（ｂ）所示，ＩＩＲ宽带波束形成器利用一阶或二
阶的 ＩＩＲ滤波器单元代替抽头延迟线．ＩＩＲ滤波器单元
可以表示为

Ｇｊ（ｚ）＝
ｚ－１

１－ａｊｚ－１
ｏｒ ｚ－１
１－ａｊ，１ｚ－１－ａｊ，２ｚ－２

，

ｊ＝１，２，…，Ｊ－１

（５）

通过式（５）构造新的协方差矩阵，并利用式（４）求解最优
权矢量，实现宽带波束形成．易知，此类 ＩＩＲ波束形成器
需要多极点的自适应调整过程，计算复杂度高且稳定

性较差．文献［１５］利用单极点 Ｌａｇｕｅｒｒｅ滤波器设计宽带
波束形成器，避免了多极点的自适应调整，稳定性较

好．该方法具体的结构如图 １（ｃ）所示，下面将介绍 Ｌａ
ｇｕｅｒｒｅ波束形成器的设计方法［１５］．

Ｌａｇｕｅｒｒｅ函数通常可以定义为

Ｌｋ（ｚ，ｂ）＝ １－ｂ槡 ２ （ｚ－１－ｂ）ｋ
（１－ｂｚ－１）ｋ＋１

，ｋ＝０，１，２… （６）

其中，ｂ为单极点且满足｜ｂ｜＜１．传递函数 Ｈ（ｚ）可以表
示为

Ｈ（ｚ）＝∑
∞

ｋ＝０
αｋ（ｂ）Ｌｋ（ｚ，ｂ） （７）

其中，αｋ（ｂ）为 Ｌａｇｕｅｒｒｅ系数，可以通过下式进行求解

αｋ（ｂ）＝〈Ｈ（ｚ）Ｌｋ（ｚ，ｂ）〉

＝ １
２πｊ∮Ｃ

Ｈ（ｚ）Ｌｋ（ｚ－１，ｂ）ｚ－１ｄｚ （８）

为了实现宽带波束形成，假设目标滤波器 Ｈｂｐ（ｚ）
为一个理想带通滤波器

Ｈｂｐ（ｚ）＝
ｚ－τ， ｅｊｗ１＜ｚ＜ｅｊｗ２，ｅ－ｊｗ２＜ｚ＜ｅ－ｊｗ１
０{
， 其他

（９）

对 Ｌａｇｕｅｒｒｅ函数进行 Ｊ阶的截断处理

Ｈ^（ｚ）＝∑
Ｊ

ｋ＝０
αｋ（ｂ）Ｌｋ（ｚ，ｂ）≈Ｈｂｐ（ｚ） （１０）

令 Ｈ^（ｚ）逼近于 Ｈｂｐ（ｚ），求解最优单极点 ｂｏｐｔ，然后利用
图１（ｃ）中Ｌａｇｕｅｒｒｅ函数构造新的协方差矩阵，并通过式
（４）得到最优解权矢量．
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４ 新的ＩＩＲ宽带波束形成器

为了减少 Ｌａｇｕｅｒｒｅ滤波器的截断误差和获得更优
的单极点，本文选取阶数 Ｊ（通常取 Ｊ３０），并利用文
献［１５］方法设计Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成器．下面将基于此高
阶波束形成器，利用双线性变换与函数束方法设计等

价的低阶 ＩＩＲ波束形成器．
定义 ｓ平面到ｚ平面的映射关系为

ｓ＝１－ｂｚｚ－ｂ （１１）

则Ｌａｇｕｅｒｒｅ系数αｋ在ｓ平面上表示为

Ｇ０（ｓ）＝∑
∞

ｋ＝０
αｋｓ－ｋ＝ １－ｂ槡 ２ ｓ

ｓ＋ｂＨ（
ｓ＋ｂ
１＋ｂｓ） （１２）

式（１２）中的内积运算可以在时域或 Ｌａｇｕｅｒｒｅ系数域内
等价实现．

〈Ｈ，Ｈ〉＝〈Ｇ０，Ｇ０〉＝∑
∞

ｋ＝０
α
２
ｋ （１３）

为了寻找 Ｇ０（ｓ）的等价表达式，本文提出一种函数
束方法以最小化转化误差．选择新的 ＩＩＲ滤波器阶数为
Ｒ（通常取 Ｒ≤Ｊ），定义 Ｇｊ（ｓ）如下：

Ｇｊ（ｓ）＝∑
∞

ｋ＝０
αｋ＋ｊｓ－ｋ＝αｊ＋α１＋ｊｓ－１

＋α２＋ｊｓ－２＋…， ｊ＝０，１，…，Ｒ （１４）
则优化问题可以表示为

ｍｉｎ‖Ｅ（ｓ）‖２

ｓ．ｔ． Ｅ（ｓ）＝∑
Ｒ

ｊ＝０
ｃｊＧｊ（ｓ

{
）

（１５）

其中，ｃＲ＝１．易知，优化问题等价于利用不同的 Ｇｊ（ｓ），ｊ
＝０，１，…，Ｒ近似表示Ｇ０（ｓ）．通过求解一组经典的线
性问题得到最优系数 ｃｊ，线性问题表示如下：

ψａ＝－ｂ （１６）
其中，ａ＝［ｃ１ｃ２…ｃＲ－１］Ｔ，ψ为一个Ｒ×Ｒ维的 Ｇｒａｍ矩
阵且由一组内积ψｉ，ｊ＝〈Ｇｉ，Ｇｊ〉ｉ，ｊ＝０，１，…，Ｒ－１组
成，ｂ＝［ψ０，Ｒψ１，Ｒ…ψＲ－１，Ｒ］

Ｔ．由式（１３）可知，ψｉ，ｊ仅与
Ｌａｇｕｅｒｒｅ系数有关．

ψｉ，ｊ＝∑
∞

ｋ＝０
αｋ＋ｉαｋ＋ｊ （１７）

ψｉ，ｊ＝ψｉ－１，ｊ－１－αｉ－１αｊ－１， ｉ，ｊ＝１，…，Ｒ （１８）
观察式（１２）和式（１４），Ｇｊ（ｓ）与 Ｇ０（ｓ）的关系可以

表示为

Ｇｊ（ｓ）＝Ｇ０（ｓ）ｓｊ－∑
ｊ－１

ｋ＝０
αｋｓｊ－ｋ， ｉ，ｊ＝１，…，Ｒ （１９）

将式（１９）代入式（１５），推导出 Ｇ０（ｓ）新的表达式为

Ｇ０（ｓ）＝
∑

Ｒ

ｊ＝１
ｃｊ∑

ｊ－１

ｋ＝０αｋｓ
ｊ－ｋ＋Ｅ（ｓ）

∑
Ｒ

ｊ＝０
ｃｊｓｊ

（２０）

经观察可知，系数 ｃｊ通过式 （１６）和最小化

‖Ｅ（ｓ）‖２求解，因此可以将珘Ｇ０（ｓ）近似表示为

珘Ｇ０（ｓ）＝
∑

Ｒ

ｊ＝１
ｃｊ∑

ｊ－１

ｋ＝０αｋｓ
ｊ－ｋ

∑
Ｒ

ｊ＝０
ｃｊｓｊ

（２１）

对式（２１）进行 ｚ＝ｓ＋ｂ１＋ｂｓ的逆变换，则 ＩＩＲ滤波器的

传递函数珟Ｈ（ｚ）为

珟Ｈ（ｚ）＝ １－ｂ槡 ２ ｚ
ｚ－ｂ
珘Ｇ０（

ｚ－ｂ
１－ｂｚ） （２２）

通过式（２２）构造 Ｒ＋１阶的 ＴＤＬ形式的级联型 ＩＩＲ
宽带波束形成器，可以线下获取各级联单元上的零、极

点．利用各级联单元上的零、极点构造新的阵列接收数
据协方差矩阵，最后通过ＬＣＭＶ准则式（４），实现宽带波
束形成．

５ 仿真分析

考虑一阵元数为 ８的均匀直线阵，选取 ＩＩＲ和 Ｌａ
ｇｕｅｒｒｅ滤波器阶数均为８，Ｆｒｏｓｔ抽头延迟线的抽头个数
为１５，期望信号来向为 ０°，两个干扰信号分别来自于
４０°和 －６０°．期望信号和干扰信号的最低频率 ｆｌ＝
８００ＭＨｚ，带宽为 Ｂ＝３００ＭＨｚ，选取离散频率点数为 １６．
阵元间距取期望信号最高频率对应波长的一半，信干

比均为 －４０ｄＢ，信噪比为 １０ｄＢ，迭代次数为 ２０００，每次
均做１００次蒙特卡罗实验．
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实验１ 阵列响应性能

从图２（ａ）和 图２（ｂ）可以看出，本文算法波束主波
束可以准确地指向期望信号方向，并在两个干扰方向

上形成了很深的零陷．图 ２（ｃ）给出了本文算法、文献
［１５］中的Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成器、文献［１４］中一阶极点ＩＩＲ
波束形成器及 Ｆｒｏｓｔ算法的期望信号及４０°入射干扰信
号在不同频率下阵列响应的变化．从图中可以看出，所
有算法均可以在期望方向得到较好的频率响应，性能

相差无几．但本文算法可以在方位角为４０°的干扰方向
上形成最深的零陷，Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成器与一阶 ＩＩＲ波
束形成器抗干扰性能相当，但 Ｆｒｏｓｔ算法的抗干扰性能
明显较差．

实验２ 输出性能分析

假设迭代次数为１００～３５００，其他仿真条件不变．比
较本文算法、Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成器、一阶极点 ＩＩＲ波束形
成器及Ｆｒｏｓｔ算法在不同迭代次数下输出ＳＩＮＲ的变化．

从图３可以看出，随着迭代次数的增加，所有算法
的输出ＳＩＮＲ均不断增加．因为本文算法是基于高阶Ｌａ
ｇｕｅｒｒｅ波束形成器的等价变换，零极点的计算可以线下
完成，所以收敛速度较快，且输出 ＳＩＮＲ在整个迭代范
围内高于其他三种算法，而一阶 ＩＩＲ波束形成器中基于
牛顿迭代方法的极点自适应调整过程导致该算法不仅

收敛速度较慢，而且在迭代次数小于 １０００次时，输出
ＳＩＮＲ低于Ｆｒｏｓｔ算法．

实验３ 随 ＳＮＲ增加输出性能分析
假设ＳＮＲ从１０ｄＢ增加到３５ｄＢ，迭代次数为３５００，

其他仿真参数不变．比较本文算法、Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成
器、一阶极点 ＩＩＲ波束形成器及 Ｆｒｏｓｔ算法在不同 ＳＮＲ
条件下输出ＳＩＮＲ的变化．

从图４可以看出，随着 ＳＮＲ的增加，所有算法的输
出ＳＩＮＲ均不断增加，而本文算法的输出ＳＩＮＲ高于其他
三种算法．当算法均收敛至最优解时，Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形
成器的输出ＳＩＮＲ与一阶 ＩＩＲ波束形成器性能相当．但
与Ｆｒｏｓｔ算法相比，三种基于 ＩＩＲ滤波器的宽带波束形
成器输出 ＳＩＮＲ均有提高．因此，在稳定性得到保证的
条件下，基于 ＩＩＲ滤波器设计的宽带波束形成器性能将
优于同阶数的基于 ＦＩＲ滤波器设计的自适应波束形成
器．

实验４ 计算复杂度分析

信噪比为１０ｄＢ，迭代次数为２０００，仅考虑乘法计算
量，求逆运算计算复杂度约为 Ｏ（Ｋ３），其中 Ｋ为矩阵维
数．Ｆｒｏｓｔ算法的计算量主要是求解最优权值时式（４）产
生的乘法计算量，每次迭代时计算复杂度可以表示为

ＬＦ（Ｍ，Ｊ）＝Ｍ２Ｊ３＋２ＭＪ３＋３Ｍ２Ｊ２＋Ｏ（Ｊ３）＋ＭＪ２．本文
算法、Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成器和常规极点 ＩＩＲ波束形成器
均需要式（４）的计算过程．Ｎｂ表示 ＩＩＲ波束形成器中极
点数，各算法的计算量及输出ＳＩＮＲ如表１所示：
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表１ 各算法的计算复杂度

算法类型 权值数量
计算复杂度／
每次迭代

输出

ＳＩＮＲ／ｄＢ

Ｆｒｏｓｔ ６４（Ｍ＝８，Ｊ＝８） ＬＦ（Ｍ，Ｊ） ６．７０

Ｆｒｏｓｔ １２０（Ｍ＝８，Ｊ＝１５） ＬＦ（Ｍ，Ｊ） １３．２１

一阶ＩＩＲ ７１（Ｍ＝８，Ｊ＝８，Ｎｂ＝Ｊ－１） ＬＦ（Ｍ，Ｊ）＋Ｏ（Ｍ３Ｎ３ｂ） １４．４６

二阶ＩＩＲ７７（Ｍ＝８，Ｊ＝８，Ｎｂ＝２Ｊ－２）ＬＦ（Ｍ，Ｊ）＋Ｏ（Ｍ３Ｎ３ｂ） １５．３７

Ｌａｇｕｅｒｒｅ ６４（Ｍ＝８，Ｊ＝８） ＬＦ（Ｍ，Ｊ）＋２ＭＪ＋３Ｍ １４．９８

本文算法 ６４（Ｍ＝８，Ｊ＝８） ＬＦ（Ｍ，Ｊ）＋４ＭＪ＋３Ｍ １６．２２

由表１可知，同等条件下，一阶和二阶的 ＩＩＲ波束
形成器需要额外对多极点自适应求解，所以它们的权

值数量和计算复杂度均较大，其中二阶 ＩＩＲ波束形成器
的权值数量和计算复杂度最大，但与一阶 ＩＩＲ波束形成
器相比，输出 ＳＩＮＲ的提高并不明显；本文算法是基于
高阶 Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成器的等价变换，极点的求解可以
线下完成，其求解过程并不参与自适应权矢量的计算，

所以本文算法和 Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成器的权值数量相同，
计算复杂度相当，但与传统 ＩＩＲ波束形成器相比，权值
数量和计算复杂度较小，且本文算法的输出 ＳＩＮＲ最
高；Ｆｒｏｓｔ算法的权值数量和计算复杂度最小，但它需要
较长的延迟线长度才可以获取期望的ＳＩＮＲ．

６ 结论

本文基于高阶的 Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成器，利用双线性
变换和函数束方法，设计与 Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成器等价的
低阶 ＩＩＲ波束形成器．该方法依赖于 Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成
器的设计，可以看成是 Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成器与 ＩＩＲ滤波
器的等价变换．与传统 ＩＩＲ和Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成器相比，
本文提出的 ＩＩＲ宽带波束形成器有如下优点：（１）避免
了传统 ＩＩＲ滤波器多极点的自适应调整过程，在线下直
接求解多极点，保证了算法的稳定性；（２）降低了 Ｌａ
ｇｕｅｒｒｅ波束形成器的阶数，降低了权矢量的维数和计算
复杂度；（３）基于高阶 Ｌａｇｕｅｒｒｅ波束形成器的等价设计
方法，减少了实际应用中截断量化误差，提高了波束形

成器的输出性能．
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