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摘 要： 通过变量代换平滑三角形上推迟位（标量位函数和矢量位函数）并消除推迟矢量位旋度的奇异性，使得

采用数值积分法就能够精确快速地计算任意正则时间基函数与推迟位函数及推迟矢量位旋度之间的时间卷积运算，

可用于基于任意类型时间基函数的时域电场、时域磁场及其混合场积分方程时间步进（ＭＯＴ）算法．与时间卷积运算的
解析法对比分析表明，该时间卷积数值积分方法能够精确快速地计算基于任意类型时间基函数和不同时间步长条件

下时域积分方程ＭＯＴ算法的阻抗矩阵元素；而具体的计算实例也表明，阻抗矩阵的精确计算显著地提升了时域积分
方程ＭＯＴ算法的后时稳定性和求解精度．

关键词： 时域积分方程；时间步进算法；后时不稳定性

中图分类号： ＴＮ９１１２３ 文献标识码： Ａ 文章编号： ０３７２２１１２（２０１５）０１０１５１０９
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１５．０１．０２４

ＡＮｏｖｅｌＮｕｍｅｒｉｃａｌＩｎｔｅｇｒａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｆｏｒＣｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈｔｈｅＲｅｔａｒｄｅｄＰｏｔｅｎｔｉａｌｓ
ｉｎＴｉｍｅＤｏｍａｉｎＩｎｔｅｇｒａｌＥｑｕａｔｉｏｎＭＯＴＡｌｇｏｒｉｔｈｍ

ＪＩＡＭｉａｏｍｉａｏ，ＺＨＡＯＹａｎｗｅｎ，ＺＨＥＮＧＹｕｔｅｎｇ，ＣＡＩＱｉａｎｇｍｉｎｇ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙｏｆＣｈｉｎａ，Ｃｈｅｎｇｄｕ，Ｓｉｃｈｕａｎ６１１７３１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａｎｏｖｅｌｖａｒｉａｂｌｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｉｓｐｒｅｓｅｎｔｅｄｔｏｓｍｏｏｔｈａｎｄｅｌｉｍｉｎａｔｅｔｈｅｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｏｆｔｈｅｒｅｔａｒｄｅｄｐｏｔｅｎｔｉａｌ
（ｓｃａｌａｒａｎｄｖｅｃｔｏｒｐｏｔｅｎｔｉａｌ）ａｎｄｔｈｅｃｕｒｌｏｆｔｈｅｖｅｃｔｏｒｐｏｔｅｎｔｉａｌｂｙｖａｒｉａｂｌｅｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎ．Ｓｏｔｈｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎａｎｙｒｅｇｕｌａｒ
ｔｉｍｅｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎａｎｄｒｅｔａｒｄｅｄｐｏｔｅｎｔｉａｌ（ｏｒｉｔｓｃｕｒｌ）ｃａｎｂｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄｑｕｉｃｋｌｙａｎｄａｃｃｕｒａｔｅｌｙｕｓｉｎｇｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅａｄｖａｎｔａｇｅｉｓｔｈａｔｉｔｃａｎｂｅｕｓｅｄｉｎｔｈｅＭＯＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｆｔｈｅｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｆｉｅｌｄｉｎｔｅｇｒａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ｎｏｍａｔｔｅｒｈｏｗｔｈｅ
ｔｉｍｅｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｒｅ．Ｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｔｉｍｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｉｓｎｕｍｅｒｉｃａｌｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｃａｎａｃｃｕｒａｔｅｌｙａｎｄ
ｑｕｉｃｋｌｙｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｉｍｐｅｄａｎｃｅｍａｔｒｉｘｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆＭＯＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈａｎｙｔｙｐｅｏｆｔｉｍｅｂａｓｉｓｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｓｔｅｐ，ａｎｄ
ａｓｓｅｖｅｒａｌｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｗｉｌｌｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ，ｔｈｉｓｎｏｖｅｌｎｕｍｅｒｉｃａｌｍｅｔｈｏｄｃａｎｌａｒｇｅｌｙｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅａｃｃｕｒａｃｙａｎｄｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅ
ＭＯＴａｌｇｏｒｉｔｈｍ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｉｎｔｅｇｒａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ（ＴＤＩＥ）；ｍａｒｃｈｉｎｇｏｎｉｎｔｉｍｅ（ＭＯＴ）ａｌｇｏｒｉｔｈｍ；ｌａｔｅｔｉｍｅｉｎｓｔａｂｉｌｉｔｙ

１ 引言

因同时兼备时域方法和积分方程法的优点，时域积

分方程（ＴＤＩＥ）法越来越被广泛地用于求解时域宽带电
磁散射和辐射问题．求解时域积分方程的时间步进
（ＭＯＴ）算法的计算效率（计算量和内存需求）、求解精度
和后时稳定性一直是学者们研究和关心的三大主要问

题．采用诸如时域平面波算法（ＰＷＴＤ）［１］、时域自适应积
分法（ＴＤＡＩＭ）［２］等快速算法及高阶方法［３］可以有效地
降低ＭＯＴ算法的计算量和内存需求．国内外许多学者
对用ＭＯＴ算法求解 ＴＤＩＥ的后时稳定性问题做了广泛
而深入的研究并在近年来取得了非常显著的进

展［４～１１］．基于显式时间步进（ＥｘｐｌｉｃｉｔＭＯＴ，ＥＭＯＴ）算法［４］

基础之上的电流在空间或／和时间上平均、电荷在空间
上的平均等滤波技术［５，６］被认为可以部分滤除高频成

份对后时稳定性的影响，但是这些方法在计算量有所增

加的同时，计算精度却有所下降，而且更为严重的是当

散射体尺寸较大或几何结构复杂时该方法失效；采用隐

式时间步进（ＩｍｐｌｉｃｉｔＭＯＴ，ＩＭＯＴ）算法［７］和选取适当的
时间基函数［８～１１］也可提高 ＭＯＴ算法的后时稳定性；精
确计算阻抗矩阵元素可同时改善 ＭＯＴ算法的后时稳定
性和求解精度［１２～２０］．

实际上，阻抗矩阵的精确快速计算是获得精确稳定

ＭＯＴ算法的基础和最关键因素，近年来学者们提出了
能精确计算时域阻抗矩阵的多种数值或解析方

法［１２～２０］．文献［１７］和［１９］给出了基于 ＲＷＧ基函数的源
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三角形上内层积分解析解并推导出了多项式插值时间

基函数与推迟位函数（推迟矢量位和标量位）及推迟矢

量位旋度之间时间卷积的解析表达式，提高了时域阻

抗矩阵的计算精度并大幅度改善了ＭＯＴ算法的求解精
度和后时稳定性．然而，该方法仅适用于多项式插值时
间基函数，且多项式阶数越高、时间卷积解析表达式就

越复杂．对于非多项式时间基函数［９，１０］的时间卷积运算
须采用数值积分法，但由于推迟位函数的不光滑特性

以及推迟矢量位旋度的奇异性［１６，１８，２１］将导致数值积分

法的积分精度差、收敛慢及计算量增大．本文通过变量
代换平滑三角形上推迟位（标量位函数和矢量位函数）

并消除推迟矢量位旋度的奇异性，采用数值积分法（如

高斯积分法）就可以快速地精确计算任意正则时间基

函数与推迟位函数及推迟矢量位旋度之间的时间卷积

运算，并可用于精确快速计算基于任意类型时间基函

数和不同时间步长条件下时域电场、时域磁场及其混

合场积分方程时间步进（ＭＯＴ）算法的阻抗矩阵．在此基
础上，通过计算实例，分析和探讨了时域电场、时域磁

场及其混合场积分方程时间步进（ＭＯＴ）算法的求解精
度和后时稳定性．

２ 理想导体目标时域积分方程的ＭＯＴ算法

假设 Ｓ为位于均匀背景介质中的理想导体表面，
则瞬态入射电场 Ｅｉｎｃ（ｒ，ｔ）或入射磁场 Ｈｉｎｃ（ｒ，ｔ）将在
理想导体表面 Ｓ上产生感应电流Ｊｓ（ｒ，ｔ），而 Ｊｓ（ｒ，ｔ）
又要产生散射电场 Ｅｓｃａｔ（ｒ，ｔ）和磁场 Ｈｓｃａｔ（ｒ，ｔ）．利用
理想导体表面上切向电场和切向磁场的边界条件，

ｎ×ｎ×Ｅ（ｒ，ｔ）＝０， ｎ×Ｈ（ｒ，ｔ）＝Ｊｓ（ｒ，ｔ）（１）
以及总电场 Ｅ（ｒ，ｔ）＝Ｅｉｎｃ（ｒ，ｔ）＋Ｅｓｃａｔ（ｒ，ｔ）和总磁场
Ｈ（ｒ，ｔ）＝Ｈｉｎｃ（ｒ，ｔ）＋Ｈｓｃａｔ（ｒ，ｔ）可以得到时域电场积
分方程（ＴＤＥＦＩＥ）和时域磁场积分方程（ＴＤＭＦＩＥ）分别
为，

ｎ×ｎ×［１ｔＡ（ｒ，ｔ）－－１ｔΦ（ｒ，ｔ）］＝ｎ×ｎ×Ｅｉｎｃ（ｒ，ｔ）
（２）

Ｊｓ（ｒ，ｔ）－ｎ×μ
－１×Ａ（ｒ，ｔ）＝ｎ×Ｈｉｎｃ（ｒ，ｔ）（３）

而矢量位函数 Ａ（ｒ，ｔ）和标量位函数Φ（ｒ，ｔ）分别为，

Ａ（ｒ，ｔ）＝μ４π∫Ｓ
Ｊｓ（ｒ′，ｔ）

δ（ｔ－
Ｒ
ｃ）

Ｒ ｄＳ′ （４）

Φ（ｒ，ｔ）＝
１
４πε∫Ｓ

′·Ｊｓ（ｒ′，ｔ）
δ（ｔ－

Ｒ
ｃ）

Ｒ ｄＳ′（５）

其中，符号“”表示时间卷积，ｎ为理想导体表面的外
法向单位矢量，Ｒ＝｜ｒ－ｒ′｜表示场点 ｒ与源点ｒ′之间
的距离，ε和μ分别为散射体周围背景介质介电常数和

磁导率且ｃ＝１／ε槡μ为电磁波在其中的传播速度，而η

＝ μ／槡 ε为背景介质的波阻抗；并采用了缩写关系，

ｉｔＦ（ｔ）＝∫
ｔ

０
Ｆ（ｔ′）ｄｔ′， ｉ＝－１

ｉｔＦ（ｔ）＝Ｆ（ｔ）， ｉ＝０

ｉｔＦ（ｔ）＝
ｉＦ（ｔ）
ｔｉ

， ｉ＝１，









 ２

（６）

由方程（２）和方程（３）加权求和可得时域混合场积分方
程（ＴＤＣＦＩＥ）为，

ＴＤＣＦＩＥ＝ｗｃｆｉｅＴＤＥＦＩＥ＋（１－ｗｃｆｉｅ）ＴＤＭＦＩＥ （７）
其中加权系数 ｗｃｆｉｅ∈［０，１］，当 ｗｃｆｉｅ＝１或０时混合场积
分方程分别退化为时域电场积分方程或时域磁场积分

方程．
为利用时域积分方程法数值求解未知面电流

Ｊｓ（ｒ，ｔ），首先将电流 Ｊｓ（ｒ，ｔ）用空间面基函数 ｆｓｎ（ｒ）（ｎ
＝１，２，…，Ｎｓ）和时间基函数 Ｔｌ（ｔ）＝Ｔ（ｔ－ｌΔｔ）（ｌ＝１，
２，…，Ｎｔ）展开为，

Ｊｓ（ｒ，ｔ）＝∑
Ｎｓ

ｎ＝１
∑
Ｎｔ

ｌ＝１
Ｉｌｎ［Ｔｌ（ｔ）ｆｓｎ（ｒ）］ （８）

其中，Ｉｌｎ为与时空基函数Ｔｌ（ｔ）ｆｓｎ（ｒ）相关的待求加权
系数．这里，时间基函数 Ｔｌ（ｔ）主要采用三角时间基函
数［４］（本文给出的方法与时间基函数类型无关，其他类

型时间基函数［８～１０］的处理过程几乎相同），并选取时间

步长Δｔ＝
Ｃｔ

（１０ｆｍａｘ）
；而采用平面三角形拟合理想导电目

标表面且空间面基函数 ｆｓｎ（ｒ）采用 ＲＷＧ基函数［２２］．为
了以后阐述方便，采用字母 ｐ统一地表示 ＲＷＧ基函数
正／负三角形 Ｓ±ｎ所对应的“＋”号或“－”号，并定义符
号函数关系，

ｓｇｎ（Ｓｐｎ）＝
＋１， ｒ∈Ｓ＋ｎ（ｐ＝＋）

－１， ｒ∈Ｓ－ｎ（ｐ＝－
{ ）

（９）

则可以将ＲＷＧ基函数简略地表示成为

ｆｓｎ（ｒ）＝∑
ｐ
ｓｇｎ（Ｓｐｎ）

ｌｎ
２Ａｐｎ
（ｒ－ｒｐｎ） （１０）

其中，ｌｎ为正／负平面三角形 Ｓ＋ｎ和Ｓ－ｎ之间的公共边长
度，Ａｐｎ表示三角形Ｓｐｎ的面积，ｒｐｎ表示三角形Ｓｐｎ上 ＲＷＧ
基函数自由节点的空间坐标（如图１所示）．

将式（８）和式（１０）代入时域混合场积分方程（７），并
在时间 ｔ＝ｔｋ＝ｋΔｔ上采用点匹配法、空间上采用伽略
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金法，则方程（７）可以离散成为在时间步上递推的矩阵
方程及其对应的右端向量和阻抗矩阵元素分别为，

Ｍｃ０·Ｉｋ＝Ｖｉｎｃ，ｃｋ －∑
ｋ－１

ｌ＝１
Ｍｃｌ·Ｉｋ－ｌ

Ｍｃｌ＝ｗｃｆｉｅＭｅｌ＋（１－ｗｃｆｉｅ）Ｍｈｌ
Ｖｉｎｃ，ｃｋ ＝ｗｃｆｉｅＶｉｎｃ，ｅｋ ＋（１－ｗｃｆｉｅ）Ｖｉｎｃ，ｈｋ

Ｖｉｎｃ，ｅｋ （ｍ）＝η
－１∫Ｓｍ

ｆｓｍ（ｒ）·Ｅｉｎｃ（ｒ，ｔｋ）ｄＳ

（１１）

Ｖｉｎｃ，ｈｋ （ｍ）＝η
－１∫Ｓｍ

ｆｓｍ（ｒ）·ｎ×ηＨ
ｉｎｃ（ｒ，ｔｋ）ｄＳ （１２）

Ｍｅｌ（ｍ，ｎ）＝∫Ｓｍ
ｆｓｍ（ｒ）·［１ｔＴ（ｌΔｔ）Ｅｎ（ｒ，ｔ）］ｄＳ

＋∫Ｓｍ
·ｆｓｍ（ｒ）［ｃ２－１ｔＴ（ｌΔｔ）Φｎ（ｒ，ｔ）］ｄＳ，

ｌ＝０，１，…

Ｍｈｌ（ｍ，ｎ）＝Ｔ（ｌΔｔ）∫Ｓｍ
ｆｓｍ（ｒ）·ｆｓｎ（ｒ）ｄＳ

－∫Ｓｍ
ｆｓｍ（ｒ）·ｎ×［ｃＴ（ｌΔｔ）Ｈｎ（ｒ，ｔ）］ｄＳ，

ｌ＝０，１，… （１３）
其中，

Φｎ（ｒ，ｔ）＝∑
ｐ

ｓｇｎ（Ｓｐｎ）ｌｎ
４πＡｐｎ

１
ｃ∫Ｓ

ｐ
ｎ

δ（ｔ－
Ｒ
ｃ）

Ｒ ｄ

       

Ｓ′

Φ
ｐ
ｎ（ｒ，ｔ）

Ｅｎ（ｒ，ｔ）＝∑
ｐ

ｓｇｎ（Ｓｐｎ）ｌｎ
８πＡｐｎ

１
ｃ∫Ｓ

ｐ
ｎ

（ｒ′－ｒｐｎ）
δ（ｔ－

Ｒ
ｃ）

Ｒ ｄ

         

Ｓ′

Ｅ
ｐ
ｎ（ｒ，ｔ）

Ｈｎ（ｒ，ｔ）＝∑
ｐ

ｓｇｎ（Ｓｐｎ）ｌｎ
８πＡｐｎ

×
１
ｃ∫Ｓ

ｐ
ｎ

（ｒ′－ｒｐｎ）
δ（ｔ－

Ｒ
ｃ）

Ｒ ｄ

           

Ｓ′

Ｈ
ｐ
ｎ（ｒ，ｔ）

（１４）
为了精确计算时域阻抗矩阵 Ｍｃｌ，除精确计算积分式
（１４）之外，还应精确计算式（１３）的时间卷积运算．文献
［１６，１８，１９］给出了精确地计算积分式（１４）的详细过程，
并推导出了基于多项式时间基函数的式（１３）中时间卷
积的解析表达式．因Φｐｎ（ｒ，ｔ）和 Ｅｐｎ（ｒ，ｔ）及 Ｈｐｎ（ｒ，ｔ）仍
然存在光滑性差（拐点和不连续性）或奇异性，故式（１３）
的时间卷积数值积分法收敛性差或无法直接精确计

算．下面，通过变量代换平滑函数Φｐｎ（ｒ，ｔ）和 Ｅｐｎ（ｒ，ｔ）
并消除函数 Ｈｐｎ（ｒ，ｔ）的奇异性，以便采用数值积分法
就能够精确快速地计算任意正则时间函数（如时间基

函数及其导数或积分）与函数Φ
ｐ
ｎ（ｒ，ｔ）和 Ｅｐｎ（ｒ，ｔ）及

Ｈｐｎ（ｒ，ｔ）之间的时间卷积运算．

３ 时间卷积的精确快速数值计算方法

设源三角形 Ｓｐｎ三个顶点的全局坐标为（ｒ１，ｒ２，
ｒ３），并以 ｒ１为坐标原点建立笛卡儿局部坐标系（ｕ，ｖ，
ｗ）（如图２（ａ）所示）且将其坐标单位矢量定义为，

ｕ^＝
ｒ２－ｒ１
｜ｒ２－ｒ１｜

，^ｗ＝
（ｒ２－ｒ１）×（ｒ３－ｒ１）
｜（ｒ２－ｒ１）×（ｒ３－ｒ１）｜

，^ｖ＝ｗ^×ｕ^

（１５）
在该局部坐标系下场点 ｒ（用ο表示）和源点 ｒ′所对应
的局部坐标可分别表示为（ｕ，ｖ，ｗ）和（ｕ′，ｖ′，ｗ′＝０）．
若进一步令ρ＝ｕ^ｕ＋ｖ^ｖ和ρ′＝ｕ′^ｕ＋ｖ′^ｖ，则空间 ＲＷＧ
基函数式（１０）可表示为，

ｆｓｎ（ｒ′）＝∑
ｐ
ｓｇｎ（Ｓｐｎ）

ｌｎ
２Ａｐｎ
（ρ′－ρ

ｐ
ｎ） （１６）

这样，可将矢量函数 Ｅｐｎ（ｒ，ｔ）写成，

Ｅｐｎ（ｒ，ｔ）＝
１
ｃ∫Ｓ

ｐ
ｎ

［（ρ′－ρ）＋（ρ－ρ
ｐ
ｎ）］
δ（ｔ－

Ｒ
ｃ）

Ｒ ｄＳ′

＝Ｕｅ（ｒ，ｔ）＋（ρ－ρ
ｐ
ｎ）ψｅ（ｒ，ｔ） （１７）

其中，

ψｅ（ｒ，ｔ）＝Φ
ｐ
ｎ（ｒ，ｔ）＝

１
ｃ∫Ｓ

ｐ
ｎ

δ（ｔ－
Ｒ
ｃ）

Ｒ ｄＳ′

Ｕｅ（ｒ，ｔ）＝
１
ｃ∫Ｓ

ｐ
ｎ

（ρ′－ρ）
δ（ｔ－

Ｒ
ｃ）

Ｒ ｄＳ′ （１８）

而利用矢量恒等式 ×（φＡ）＝φ×Ａ＋φ ×Ａ及

×（ｒ′－ｒｐｎ）＝０，则有
Ｈｐｎ（ｒ，ｔ）＝ｗ^×（ρ－ρ

ｐ
ｎ）ψｈ（ｒ，ｔ）

＋［（ρ－ρ
ｐ
ｎ）＋ｗ^ｗ］×Ｕｈ（ｒ，ｔ） （１９）

其中，

ψｈ（ｒ，ｔ）＝
１
ｃ∫Ｓ

ｐ
ｎ

ｗ
Ｒ

Ｒ

δ（ｔ－
Ｒ
ｃ）[ ]

Ｒ
ｄＳ′

Ｕｈ（ｒ，ｔ）＝
１
ｃ∫Ｓ

ｐ
ｎ

（ρ′－ρ）
１
Ｒ

Ｒ

δ（ｔ－
Ｒ
ｃ）[ ]

Ｒ
ｄＳ′

（２０）
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若以场点ο投影点ο′为坐标原点建立局部圆柱坐标系
（ζ，φ，ｗ）且其单位坐标矢量为（^ζ，^φ，^ｗ），在该坐标系

下有ζ＝ρ′－ρ，Ｒ＝ｒ－ｒ′＝－ζ＋ｗ^ｗ且ζ Ｒ２－ｄ槡 ２（ｄ
＝｜ｗ｜）、ｄζ＝ＲｄＲ／ζ（如图２（ｂ）所示）且有

ζ ＝ρ′－ρ
＝ｕ^（ｕ′－ｕ）＋ｖ^（ｖ′－ｖ）
＝ｕ^ζｃｏｓφ＋ｖ^ζｓｉｎφ

∫Ｓ
ｐ
ｎ

ｄＳ′＝∫Ｓ
ｐ
ｎ
ζｄζｄφ

＝∫
Ｒｍａｘ

Ｒｍｉｎ
Ｒ∫

φｕｐｐ（ζ）

φｌｏｗ（ζ）
ｄ( )φ ｄＲ （２１）

其中，Ｒｍｉｎ和 Ｒｍａｘ分别为场点ο到源三角形Ｓｐｎ的最小距
离和最大距离，φｌｏｗ（ζ）和φｕｐｐ（ζ）分别表示以场点ο的

投影点ο′为中心、以ζ为半径的圆与源三角形Ｓ
ｐ
ｎ相交

圆弧段所对应的φ向最小及最大角度．设 ｌｉ（ｉ＝１，２，３）
为三角形边 Ｃｉ的长度，ａｉ及ζｉ，ｍｉｎ和ζｉ，ｍａｘ（ｉ＝１，２，３）分
别为场点ο的投影点ο′到三角形边Ｃｉ的垂直距离及边
Ｃｉ两个端点的较小和较大距离，若设

Ｒｉ，ｍａｘ＝ ζ
２
ｉ，ｍａｘ＋ｄ槡 ２

Ｒｉ，ｍｉｎ＝
ζ
２
ｉ，ｍｉｎ＋ｄ槡 ２， ζ

２
ｉ，ｍｉｎ＋ｌ２槡 ｉ／ζｉ，ｍａｘ≤１

ａ２ｉ＋ｄ槡 ２， ζ
２
ｉ，ｍｉｎ＋ｌ２槡 ｉ／ζｉ，ｍａｘ

{
＞１
（２２）

则最小距离 Ｒｍｉｎ和最大距离 Ｒｍａｘ可分别表示为，
Ｒｍａｘ＝ｍａｘ［Ｒ１，ｍａｘ，Ｒ２，ｍａｘ，Ｒ３，ｍａｘ］

Ｒｍｉｎ＝
ｄ， ο′∈Ｓｐｎ
ｍｉｎ［Ｒ１，ｍｉｎ，Ｒ２，ｍｉｎ，Ｒ３，ｍｉｎ］，ο′ Ｓ{ ｐ

ｎ
（２３）

基于源三角形 Ｓｐｎ的面积坐标系下，若ξｉ（ｉ＝１，２，
３）为对应于ζ的面积坐标，并定义符号函数ｓｇｎ（ξｉ）为，

ｓｇｎ（ξｉ）＝

＋１，ξｉ＞０
０， ξｉ＝０
－１，ξｉ

{
＜０

（２４）

则将式（２１）代入式（１８）和式（２０）可得［１５，１６，１８，１９］，

ψｅ（ｒ，ｔ）

＝
∑
３

ｉ＝１
ｓｇｎ（ξｉ）αｉ（ζ）｜Ｒ＝{ ｃｔ

ψｅ，ｉ（ｒ，ｔ）

， Ｒｍｉｎ≤ Ｒ≤ Ｒｍａｘ

０，
{

ｅｌｓｅｗｈｅｒｅ
Ｕｅ（ｒ，ｔ）

＝
∑
３

ｉ＝１
ｓｇｎ（ξｉ）［ζｅｉ（ζ）］Ｒ＝

     

ｃｔ

Ｕｅ，ｉ（ｒ，ｔ）

， Ｒｍｉｎ≤ Ｒ≤ Ｒｍａｘ

０，
{

ｅｌｓｅｗｈｅｒｅ

（２５）

ψｈ（ｒ，ｔ）＝－Ｄαｓｇｎ（ｗ）δ（ｔ－ｄ／ｃ）

－∑
３

ｉ＝１
ｓｇｎ（ξｉ）［ｗζ

－１ζαｉ（ζ）］Ｒ＝

       

ｃｔ

ψｈ，ｉ（ｒ，ｔ）

Ｕｈ（ｒ，ｔ）＝－∑
３

ｉ＝１
ｓｇｎ（ξｉ）［ζ

－１ｅｉ（ζ）＋ζｅｉ（ζ）］Ｒ＝

         

ｃｔ

Ｕｈ，ｉ（ｒ，ｔ）

（２６）

其中，矢量函数 ｅｉ（ζ）＝ｕ^ｅｕ，ｉ（ζ）－ｖ^ｅｖ，ｉ（ζ），而αｉ（ζ）、
ｅｕ，ｉ（ζ）、ｅｖ，ｉ（ζ）及ζαｉ（ζ）、ζｅｉ（ζ）的具体表达式参见文
献［１６，１８］，且符号函数 ｓｇｎ（ｗ）和 Ｄα分别定义为，

ｓｇｎ（ｗ）＝
＋１， ｗ≥０
－１， ｗ{ ＜０

（２７）

Ｄα ＝∑
３

ｉ＝１
ｓｇｎ（ξｉ）αｉ（０

＋） （２８）

式（２８）表明，当场点ο的投影点ο′位于源三角形Ｓｐｎ之
外时总有Ｄα≡０，而投影点ο′位于源三角形Ｓ

ｐ
ｎ的内部、

边内及顶点时 Ｄα分别等于 ２π、π和所在顶点的内顶
角［２０］．

若用函数 Ｆ（ｒ，ｔ）统一地分别表示标量函数ψｅ（ｒ，
ｔ）和ψｈ（ｒ，ｔ）或矢量函数 Ｕｅ（ｒ，ｔ）和 Ｕｈ（ｒ，ｔ）并定义其
时间卷积运算珘Ｆｉ（ｒ，ｔ）为，
珘Ｆｊ（ｒ，ｔ）＝（ｃΔｔ）１－ｊ［Δｊ－１ｔｉｔＴ（ｔ）Ｆ（ｒ，ｔ）］

＝（ｃΔｔ）１－ｊ∫Δｊ－１ｔ Ｆ（ｒ，ｔ）ｊｔＴ（ｔ－τ）ｄτ
＝∑

３

ｉ＝１
ｓｇｎ（ξｉ）珘Ｆ

ｊ
ｉ（ｒ，ｔ） （２９）

其中珘Ｆｊｉ（ｒ，ｔ）＝（ｃΔｔ）１－ｊ∫Δｊ－１ｔ Ｆｉ（ｒ，ｔ）ｊｔＴ（ｔ－τ）ｄτ，而
基于式（２９）容易获得式（１３）中的时间卷积运算．当
Ｔ（ｔ）为多项式插值时间基函数时，文献［１６］和［１８］推
导出了珘Ｆｊｉ（ｒ，ｔ）的解析表达式；不过，多项式阶数越高，
该解析表达式越复杂且计算量越大．对于非多项式插
值时间基函数 Ｔ（ｔ）［９，１０］，时间卷积式（２９）并没有对应
的解析表达式，只能采用数值积分法计算．由于αｉ（ζ）
和 ｅｉ（ζ）在ζ＝ζｉ处存在拐点

［１６，２１］，时间卷积珘ψ
ｊ
ｅ（ｒ，ｔ）

和珟Ｕｊｅ（ｒ，ｔ）的数值积分法（如１Ｄ高斯积分法）的收敛性
较差、计算量较大；而ζαｉ（ζ）和ζｅｉ（ζ）在ζ＝０和ζ＝
ａｉ处所存在的奇异性［１６，２１］，使得直接的数值积分法不
能精确计算时间卷积珘ψ

ｊ
ｈ（ｒ，ｔ）和珟Ｕｊｈ（ｒ，ｔ）．为平滑

αｉ（ζ）和 ｅｉ（ζ）并消除ζαｉ（ζ）和ζｅｉ（ζ）的奇异性，以提
高时间卷积式（２９）数值积分运算的积分精度和收敛特
性，设τ＝ηΔｔ并采用如下的分段积分法及相应的变量
代换法可以将卷积式（２９）分区间地表示成为，

（１）ηｄ＜η＜ηｍｉｎ（ηｍｉｎ＝
Ｒｍｉｎ
（ｃΔｔ）

，ηｄ＝ ηｗ ，ηｗ＝

ｗ／（ｃΔｔ））：若场点ο的投影点ο′位于源三角形Ｓｐｎ外部
（ψｅ（ｒ，ｔ）＝ψｈ（ｒ，ｔ）＝０、Ｕｅ（ｒ，ｔ）＝Ｕｈ（ｒ，ｔ）＝０）、边内
及顶点（ηｄ＝ηｍｉｎ即该积分区间消失），时间卷积（２９）均
为零；若场点ο的投影点ο′位于Ｓｐｎ内部，有ψｈ（ｒ，ｔ）＝
０、Ｕｅ（ｒ，ｔ）＝Ｕｈ（ｒ，ｔ）＝０，而仅需计算的珘ψ

ｊ
ｅ（ｒ，ｔ）可表
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示为，

珘ψ
ｊ
ｅ（ｒ，ｔ）＝Ｄα（ｃΔｔ）

１－ｊ∫
ηｍｉｎ

ηｄ
Δ
ｊ
ｔｊｔＴ（ｔ－ηΔｔ）ｄη （３０）

（２）ηｍｉｎ≤η≤ηｉ，ｍｉｎ（ηｉ，ｍｉｎ＝Ｒｉ，ｍｉｎ／（ｃΔｔ））：此时

αｉ（ζ），ｅｉ（ζ）为与ζ无关的常数有ψｈ（ｒ，ｔ）＝０；珘ψ
ｊ
ｈ（ｒ，

ｔ）＝０，而珘ψ
ｊ
ｅ（ｒ，ｔ）可表示为，

珘ψ
ｊ
ｅ（ｒ，ｔ）＝（ｃΔｔ）１－ｊ∑

３

ｉ＝１
ｓｇｎ（ξｉ）αｉ∫

ηｉ，ｍｉｎ

ηｍｉｎ
Δ
ｊ
ｔｊｔＴ（ｔ－ηΔｔ）ｄη

（３１）
为平滑卷积珟Ｕｊｅ，ｉ（ｒ，ｔ）的被积函数并消除卷积

珟Ｕｊｈ，ｉ（ｒ，ｔ）的被积函数奇异性，设η＝ηｄ＋γ
２，有 ｄη＝

２γｄγ、ζ＝ｃΔｔγ ２ηｄ＋γ槡 ２，则卷积珟Ｕｊｅ，ｉ（ｒ，ｔ）和珟Ｕｊｈ，ｉ（ｒ，
ｔ）可分别表示为，
珟Ｕｊｅ，ｉ（ｒ，ｔ）＝

２（ｃΔｔ）１－ｊｅｉ∫
ηｉ，ｍｉｎ－η槡 ｄ

ηｍｉｎ－η槡 ｄ

γ
２ ２ηｄ＋γ槡 ２

Δ
ｊ
ｔｊｔＴ（ｔ－ηΔｔ）ｄγ

（３２）

珟Ｕｊｈ，ｉ（ｒ，ｔ）＝２（ｃΔｔ）１－ｊｅｉ∫
ηｉ，ｍｉｎ－η槡 ｄ

ηｍｉｎ－η槡 ｄ

Δ
ｊ
ｔｊｔＴ（ｔ－ηΔｔ）

２ηｄ＋γ槡 ２
ｄγ

（３３）
可以证明［１６，１８，１９］，当 ｄ→０且 Ｒｍｉｎ→ｄ（即场点ο趋近于
非共面场源三角形的公共边或公共顶点）时时间卷积

（３３）仍然存在（对数）奇异性．若选取位于场三角形内部
的面高斯积分节点可避开此奇异性，也可采用适用于

对数奇异性积分的数值积分法［２３］．

（３）ηｉ，ｍｉｎ≤η≤ηｉ，ｍａｘ（ηｉ，ｍａｘ＝
Ｒｉ，ｍａｘ
（ｃΔｔ）

）：设η＝ηＡ，ｉ＋

γ
２（ηＡ，ｉ＝

ａ２ｉ＋ｄ槡 ２

（ｃΔｔ）
），有 ｄη ＝２γｄγ、ζ ＝ ｃΔｔ·

η
２
ａ，ｉ＋２ηＡ，ｉγ

２＋γ槡 ４（ηａ，ｉ＝
ａｉ
（ｃΔｔ）

），则各卷积可分别表

示为，

珘ψ
ｊ
ｅ，ｉ（ｒ，ｔ）＝２（ｃΔｔ）１－ｊ∫

ηｉ，ｍａｘ－ηＡ，槡 ｉ

ηｉ，ｍｉｎ－ηＡ，槡 ｉ

γαｉ（ζ）Δ
ｊ
ｔｊｔＴ（ｔ－ηΔｔ）ｄγ

（３４）
珟Ｕｊｅ，ｉ（ｒ，ｔ）＝

２（ｃΔｔ）１－ｊ∫
ηｉ，ｍａｘ－ηＡ，槡 ｉ

ηｉ，ｍｉｎ－ηＡ，槡 ｉ

γζｅｉ（ζ）Δ
ｊ
ｔｊｔＴ（ｔ－ηΔｔ）ｄγ （３５）

珘ψ
ｊ
ｈ，ｉ（ｒ，ｔ）＝２（ｃΔｔ）１－ｊηｗ∫

ηｉ，ｍａｘ－ηＡ，槡 ｉ

ηｉ，ｍｉｎ－ηＡ，槡 ｉ

· ηａ，ｉΔ
ｊ
ｔｊｔＴ（ｔ－ηΔｔ）

（η
２
ａ，ｉ＋２ηＡ，ｉγ

２＋γ４） ２ηＡ，ｉ＋γ槡 ２
ｄγ （３６）

珟Ｕｊｈ，ｉ（ｒ，ｔ）＝２（ｃΔｔ）１－ｊ∫
ηｉ，ｍａｘ－ηＡ，槡 ｉ

ηｉ，ｍｉｎ－ηＡ，槡 ｉ

Δ
ｊ
ｔｊｔＴ（ｔ－ηΔｔ）

η
２
ａ，ｉ＋２ηＡ，ｉγ

２＋γ槡 ４

·γｅｉ（ζ）－
ηａ，ｉ珟Ｅｉ（ζ）
２ηＡ，ｉ＋γ槡[ ]２ ｄγ （３７）

其中ζｅｉ（ζ）＝珟Ｅｉ（ζ）ζαｉ（ζ）并基于文献［１６］的式（３８）
～（４４）可易于得到珟Ｅｉ（ζ）的具体表达式．若函数

ｊ
ｔＴ（ｔ

－ηΔｔ）及其导数在积分区间内不连续，则积分式（３０）
～（３７）需进一步采用时间上的分段积分法、以提高数值
积分运算的积分精度和收敛特性．采用上述变量代换
及分段积分法之后，对任意类型的时间基函数，采用数

值积分法就能精确快速计算时间卷积（３０）～（３７），实现
了时域积分方程ＭＯＴ算法的阻抗矩阵元素式（１３）的精
确计算．而另一个优点在于，其处理过程不随所采用的
时间基函数类型和ＭＯＴ算法时间步长的改变而变化．
表１ 时间卷积的数值积分法与解析法之间的均方根误差（×１０－６）

Δｔ（ｎｓ）
高斯积分

节点数目
珘ψ
１
ｅ（ｒ，ｔ）珘ψ

－１
ｅ（ｒ，ｔ）珟Ｕ１ｅ，ｕ（ｒ，ｔ）珟Ｕ０ｈ（ｒ，ｔ）珟Ｕ０ｈ，ｕ（ｒ，ｔ）

１．００

３ ０．２７１ ３．６２１ １．３０６ ０．３４５ ０．２５０

５ １．７４８ ２．９２７ ０．９６９ ０．１７１ ０．２７０

７ １．１７３ ８．１８５ ０．６３６ ０．３０２ ０．３１３

０．５０

３ ２．５１１ ４．７４３ １．８１４ ０．３２１ ０．５４９

５ １．８６０ ３．０６１ ０．９８０ ０．３７８ ０．３７０

７ １．４６２ １．３２７ １．０５０ ０．３２８ ０．３８０

０．２５

３ １．８８９ ６．１１７ １．６０５ ０．５９６ １．０６７

５ １．９８５ ３．８６１ １．０９３ ０．４８１ ０．６０４

７ １．７５８ ５．５３４ １．１１５ ０．４８０ ０．６０４

为验证上述时间卷积数值积分法的计算精度与效

率，设源三角形 Ｓｐｎ的三个顶点坐标分别为（－５２０，
６１４，６０３），（－８６１，５３６，１２１７）和（１０，１７３２，００），
场点 ｒ的坐标为 （０５，２，０００１），时间步长Δｔ＝０２５ｎｓ．
当时间卷积运算的１Ｄ高斯积分节点数目分别为３、５和
７时，表１给出了计算珘ψ

１
ｅ（ｒ，ｔ）、珘ψ

－１
ｅ（ｒ，ｔ）和珘ψ

０
ｈ（ｒ，ｔ）以

及珟Ｕ１ｅ（ｒ，ｔ）和珟Ｕ０ｈ（ｒ，ｔ）的 ｕ分量珟Ｕ１ｅ，ｕ（ｒ，ｔ）和珟Ｕ０ｈ，ｕ（ｒ，
ｔ）的高斯积分法与解析法［１６，１８］之间的均方根误差．从
表１可以看出，两种方法结果吻合得非常好且均方根误
差总是＜１０－５，采用较少高斯积分节点数目（如３点１Ｄ
高斯积分法）和不同的时间步长均可获得非常高的数

值积分精度．另外，若选取１阶插值时间基函数（即三角
时间基函数）且高斯积分节点为５时，数值积分法的计
算时间仍略少于解析法，由此可知本文的数值积分法

在保持高精度的同时计算量较少．

４ 数值计算实例及讨论分析

下面通过具体计算实例来考察和验证本文方法的

正确性和有效性．为了尽量排除其它因素对时间步进
算法求解精度和后时稳定性的不利影响，采用了双精
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度计算以降低数值截断误差、矩阵方程求解采用 ＬＵ分
解的直接解法以避免迭代解法（如 ＣＧ迭代解法）所产
生的方程求解误差（如收敛域值不足够小等）．采用较
细的网格剖分以减少目标几何建模所产生的误差，且

频域积分方程矩量法在各不同频率点上的网格剖分与

ＴＤＩＥ的ＭＯＴ算法相同，即使较高频率点的矩量法结果
与精确值相比可能存在一定的误差；而时域混合场积

分方程的加权因子 ｗｃｆｉｅ总是选为０２．入射波采用以下
的调制高斯平面波，

Ｅｉｎｃ（ｒ，ｔ）＝ｐ^ｃｏｓ２πｆ０（ｔ－ｒ·ｋ^／ｃ[ ]）

·ｅ－（ｔ－ｔｐ－ｒ·ｋ^／ｃ）
２／（２σ

２
） （３８）

其中，ｆ０为入射波脉冲的中心频率，且σ＝７／（２πｆｂｗ）
（ｆｂｗ称为入射波的脉冲宽度）、ｔｐ＝８σ，则入射波在频率
点 ｆ＝ｆ０±ｆｂｗ处的能量比在 ｆ＝ｆ０时要低１６０ｄＢ，并将入
射波频率成分相对值下降到约１０－５时的较高频率设置
为最高频率 ｆｍａｘ；^ｋ和 ｐ^分别为入射波的传播方向和极
化方向，不做特殊说明本文所有例子中均选取 ｐ^＝ｅｘ、^ｋ
＝－ｅｚ．
因采用平面三角形网格剖分理想导电立方体的几

何建模误差小且其内谐振频率可解析地获得（如边长

为１ｍ的理想导电立方体目标的前几个内谐振频率分
别为约 ２１２１ＭＨｚ、２５９８ＭＨｚ、３３５４ＭＨｚ、…），首先以边
长为１ｍ的理想导电立方体目标为例且被剖分成６９６个
三角形贴片、共１０４４个未知量．

若选取 ｆ０＝１２０ＭＨｚ且 ｆｂｗ＝８０ＭＨｚ，可避开低频成
分及目标内谐振对时域电场积分方程和时域磁场积分

方程ＭＯＴ算法求解过程的影响，有利于单独分析阻抗
矩阵的计算精度对时域积分方程ＭＯＴ算法后时稳定性
和求解精度的影响．由图３（ａ）和（ｂ）可以看出，在精确
计算时域阻抗矩阵条件下，若无低频成分且入射波带

宽内不包含目标内谐振频率，不论是时域电场、时域磁

场或时域混合场积分方程的ＭＯＴ算法的后时均非常稳
定、未见发散现象；同时，整个入射波频率带宽范围内

各个频点上的双站ＲＣＳ与频域积分方程矩量法结果也
吻合得非常好、具有非常高的求解精度（如图 ３（ｃ）～
（ｆ）所示），即使相对幅度非常低（＜１０－８）的低频点 ｆ＝
４０ＭＨｚ和高频点 ｆ＝２００ＭＨｚ时的 ＲＣＳ也仍然与频域积
分方程矩量法结果吻合得非常好．

在考察和分析精确计算时域阻抗矩阵条件下时域

积分方程ＭＯＴ算法后时稳定性和求解精度的基础上，
下面考察目标内谐振频率成分对ＭＯＴ算法后时稳定性
和求解精度的影响．在上一个例子基础上选取 ｆ０＝
２００ＭＨｚ且 ｆｂｗ＝８０ＭＨｚ．此时入射波频带内包含了频率
分别为２１２１ＭＨｚ和２５９８ＭＨｚ的两个谐振频率点．由图
４（ａ）和（ｆ）可以看出，时域混合场积分方程时间步进算

法的后时仍然非常稳定的，且与频域积分方程矩量法

结果吻合得非常好．由图４（ａ）和（ｂ）还可以看出，在精
确计算时域阻抗矩阵条件下，若入射波带宽内包含了

目标内谐振频率点，采用了不同时间步长的时域电场、

时域磁场或混合场积分方程ＭＯＴ算法后时仍然是非常
稳定的；尽管时域电场或时域磁场积分方程 ＭＯＴ算法
求解的电流幅度与正确值相比要大较多的数量级，却
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并未有明显的发散现象，但是却导致了相对幅度较小

的频率成分所对应的雷达双站散射截面与频域积分方

程矩量法相比出现了较大的误差（甚至可能是错误的

结果）；另外，由图４（ａ）和（ｂ）可以看到，时域电场和磁
场积分方程的电流在时间早期（ｔ≤１２０ｎｓ左右）与混合
场积分方程仍然吻合较好、其误差出现在时间较晚期，

这也正是目标产生了谐振的表征．由于时间早期电流
包含有较多高频成分、时间晚期电流包含较多低频成

分，尽管 ｆ＝１８０ＭＨｚ和 ｆ＝２６０ＭＨｚ两个频率成分的相
对幅度相同，因而较低的频率点 ｆ＝１８０ＭＨｚ的双站ＲＣＳ
（如图４（ｃ））却比较高频率点 ｆ＝２６０ＭＨｚ的误差更大

（如图４（ｆ））．
这样，不论是否存在低频成分、也不管入射波频带

内是否包含了目标内谐振频率点，只要采用隐式时间

步进算法并精确计算时域阻抗矩阵，求解时域混合场

积分方程的ＭＯＴ算法时间后期非常稳定且计算结果也
十分精确．在此意义上讲，隐式时间步进算法的采用和
精确计算时域阻抗矩阵的实现是采用ＭＯＴ算法能够精
确稳定地求解时域积分方程的最大贡献和最为重要的

研究进展（尽管并不能够从数学上证明，它们就是 ＴＤＩＥ
的ＭＯＴ算法后时绝对稳定的充分条件）．

为进一步证明该方法在求解精度和确保后时稳定

性的能力，将长度为２５２ｍ、最大宽度为０９７５８８ｍ、最大
高度为０３２ｍ的理想导体杏仁核剖分成为１５３０个三角
形、共２２９５个未知量．选取 ｆ０＝２２０ＭＨｚ且 ｆｂｗ＝８０ＭＨｚ
的入射波、时间步长Δｔ＝００８ｎｓ，并分别采用了１阶和２
阶插值多项式时间基函数．图５给出了时域电场、磁场
和混合场积分方程（加权系数为 ０８）ＭＯＴ算法的电流
随时间的变化关系及其对双站 ＲＣＳ与频域积分方程矩
量法之间的对比．由图５可以看出，采用了１阶和２阶
插值多项式时间基函数的时域电场、磁场和混合场积

分方程ＭＯＴ算法的后时仍然均非常稳定，且双站 ＲＣＳ

与频域积分方程矩量法结果仍然吻合得非常好、具有

非常高的求解精度．
从前面的几个计算实例并通过大量的计算实例表

明，在精确计算时域阻抗矩阵的条件下采用不同的时

间步长并不会明显影响时间步进算法的后时稳定性，

较大的时间步长并不能够提升时间步进算法的后时稳

定性，反而过大的时间步长将降低其计算精度．当时间
步长较大时基于传统的内外层积分均采用高斯积分法

的ＴＤＩＥＭＯＴ算法表现出后时更为稳定的特性，是因为
较大时间步长有利于阻抗矩阵的精确计算．
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５ 结束语

通过变量代换平滑三角形上推迟位（标量位函数

和矢量位函数）并消除推迟矢量位旋度的奇异性，采用

１Ｄ数值积分法就能够快速地精确计算任意类型时间基
函数与推迟位函数及推迟矢量位旋度之间的时间卷积

运算，实现了基于任意类型时间基函数和不同时间步

长条件下时域（电场／磁场／混合场）积分方程 ＭＯＴ算法
阻抗矩阵元素的精确计算（由于篇幅的限制，尽管文中

仅给出了二阶时间基函数［８］的计算实例，而对其他类

型的时间基函数［９，１０］的处理过程与三角形时间基函

数［４］几乎相同）．通过计算实例表明，时域阻抗矩阵的
精确计算大幅度地提高了ＭＯＴ算法的求解精度和后时
稳定性，便于在更大范围内选取ＭＯＴ算法的时间步长．
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