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摘 要： 正则化方法是目前解决图像去噪不适定性的一条有效途径，但对于图像中纹理细节的保持仍是棘手的

问题．本文针对图像方向纹理保持的去噪问题，给出了图像方向纹理保持的方向全变差正则化去噪模型．分析和证明
了方向全变差的若干等价表示性质，并基于该性质迭代构造代理泛函和 Ｂ样条离散差分逼近方法，给出了一种主优
化去噪算法．数值实验表明，该方法在去除噪声、抑制图像的“阶梯效应”和保持图像方向纹理等方面取得较好的效果．

关键词： 方向全变差；纹理保持；图像去噪；Ｂ样条；阶梯效应
中图分类号： ＴＰ３１７．４ 文献标识码： Ａ 文章编号： ０３７２２１１２（２０１４）１１２２０５０８
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１４．１１．０１２

ＤｉｒｅｃｔｉｏｎａｌＴｅｘｔｕｒｅＰｒｅｓｅｒｖｉｎｇＴｏｔａｌＶａｒｉａｔｉｏｎＲｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎＢａｓｅｄＩｍａｇｅ
ＤｅｎｏｉｓｉｎｇａｎｄＭａｊｏｒｉｚａｔｉｏｎＭｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ

ＬＩＵＰｅｎｇｆｅｉ１，ＸＩＡＯＬｉａｎｇ１，２，ＨＵＡＮＧＬｉｌｉ３
（１．ＳｃｈｏｏｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＮａｎｊｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｎａｎｊｉｎｇ，Ｊｉａｎｇｓｕ２１００９４，Ｃｈｉｎａ；

２．ＪｉａｎｇｓｕＫｅｙＬａｂｏｆＳｐｅｃｔｒａｌＩｍａｇｉｎｇａｎｄＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔＳｅｎｓｉｎｇＮａｎｊｉｎｇ，Ｊｉａｎｇｓｕ２１００９４，Ｃｈｉｎａ；
３．ＳｃｈｏｏｌｏｆＳｃｉｅｎｃｅ，ＧｕａｎｇｘｉＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｌｉｕｚｈｏｕ，Ｇｕａｎｇｘｉ５４５００６，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｈａｓｒｅｃｅｎｔｌｙｂｅｅｎａｎｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｐｐｒｏａｃｈｔｏｍａｋｅｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｏｆｉｍａｇｅｄｅｎｏｉｓｉｎｇｗｅｌｌ
ｐｏｓｅｄ，ｗｈｉｌｅｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｉｍａｇｅｔｅｘｔｕｒｅｓａｎｄｄｅｔａｉｌｓｂｅｃｏｍｅｍｏｒｅｉｎｔｒａｃｔａｂｌｅ．Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｆｏｃｕｓｅｄｏｎｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｔｅｘｔｕｒｅｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｉｍ
ａｇｅｄｅｎｏｉｓｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｇｉｖｅｓａｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｔｅｘｔｕｒｅｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｔｏｔａｌｖａｒｉａｔｉｏｎｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｂａｓｅｄｍｏｄｅｌ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｗｅａｎａｌｙｚｅａｎｄ
ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｓｏｍｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｔｏｔａｌｖａｒｉａｔｉｏｎ，ａｎｄｇｉｖｅｔｈｅｍａｊｏｒｉｚａｔｉｏｎｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎ
ｉｔｅｒａｔｉｖｅｌｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｓｕｒｒｏｇａｔｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｓａｎｄＢｓｐｌｉｎｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｆｉｌｔｅｒｓ．Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄｃａｎ
ａｃｈｉｅｖｅｂｅｔｔｅｒｒｅｓｕｌｔｉｎｒｅｍｏｖｉｎｇｔｈｅｎｏｉｓｅ，ｒｅｓｔｒａｉｎｉｎｇｓｔａｉｒｃａｓｅｅｆｆｅｃｔａｎｄｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｔｅｘｔｕｒｅ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌｔｏｔａｌｖａｒｉａｔｉｏｎ；ｔｅｘｔｕｒｅｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ；ｉｍａｇｅｄｅｎｏｉｓｉｎｇ；Ｂｓｐｌｉｎｅ；ｓｔａｉｒｃａｓｅｅｆｆｅｃｔ

１ 引言

图像去噪是图像处理中信号恢复的基础问题．图像
去噪要求在降低或消除观测图像噪声的同时，尽可能地

保持图像的纹理、角点、边缘和细节特征，以便后续的图

像分析和模式识别．数学上，图像去噪属于不适定反问
题［１］，解决不适定性的有效途径是在图像处理中引入关

于图像的先验信息，将图像去噪转换成适定问题．因此，
正则化方法是图像去噪的一条有效途径．考虑一幅实值
图像 ｆ（ｘ，ｙ）：Ω→Ｒ，其中ΩＲ２是图像的定义域．对
于含加性噪声的观测图像，降质模型可以表示为：

ｇ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ）＋ｎ（ｘ，ｙ） （１）
其中，ｎ（ｘ，ｙ）是假设均值为０且方差为σ２的服从高斯
分布的加性噪声．基于变分正则化方法的图像去噪模型
可表示为：

ｆ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ∫Ω ｜ｆ－ｇ｜２ｄｘｄｙ＋λＪ（ｆ） （２）

其中，∫Ω ｜ｆ－ｇ｜２ｄｘｄｙ称为数据保真项，主要用于度量
去噪图像 ｆ和观测图像ｇ的接近程度；Ｊ（ｆ）称为正则化
项，保证去噪图像 ｆ的正则性；λ≥０为保真项和正则化
项之间的权衡参数．
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正则化项选取是图像去噪中的关键技术，直接影

响去噪图像的质量．近年来，利用变分正则化方法研究
图像恢复问题得到了许多重要模型和方法．１９７７年，
Ｔｉｋｈｏｎｏｖ等人提出了一类在 Ｌ２（Ω）空间中约束图像光
滑性的 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化模型［１］，该模型所得到的解常常
过分平滑．对于图像均匀区域来说，能够很好地去除噪
声，但磨光了边缘等重要特征，图像中的纹理细节丢失

严重．为了在去除噪声的同时能够有效地保持图像边
缘，Ｒｕｄｉｎ，Ｏｓｈｅｒ和 Ｆａｔｅｍｉ首次在图像去噪中使用全变
差（ＴｏｔａｌＶａｒｉａｔｉｏｎ，ＴＶ）正则化项［２］．由于 ＴＶ正则化项具
有良好的保持边缘特性，ＴＶ正则化方法广泛应用于图
像恢复［３～７］、图像修补［８］、图像放大［９］等图像处理任务．
然而，由于 ＴＶ正则化方法所求的解是分段常数的，仍
然存在“阶梯效应”和纹理保持不好的问题．为了减少
和抑制“阶梯效应”以及增强纹理保持效果，研究者们

提出基于图像高阶导数的高阶正则化方法．２０１１年，Ｈｕ
Ｙｕｅ等基于 ＴＶ可重新解释为图像一阶方向导数的 Ｌ１
－Ｌ２和 Ｌ１－Ｌ１混合范数，将 ＴＶ进行了推广，提出了 ｎ
阶各向同性和各向异性 ＴＶ正则化项（称为高阶
ＴＶ）［１０］．数值实验表明，二阶 ＴＶ比一阶 ＴＶ具有更好的
去噪效果，并能有效地抑制阶梯效应和振铃效应．２０１２
年，ＩｌｋｅｒＢａｙｒａｍ和 ＭｕｓｔａｆａＥ．Ｋａｍａｓａｋ首次提出了方向
全变差（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎａｌＴｏｔａｌＶａｒｉａｔｉｏｎ，ＤＴＶ）模型［１１］，为图像
方向纹理的保持提出了一种新的方法，但欠缺充分的

理论分析，并且由于基于传统有限差分的离散形式不

是旋转不变的，不利于方向纹理的保持．
本文在ＩｌｋｅｒＢａｙｒａｍ和ＭｕｓｔａｆａＥ．Ｋａｍａｓａｋ的研究基

础上展开工作，针对图像方向纹理的去噪问题，首先通

过等价表示分析了经典图像各向同性全变差模型不利

于方向纹理保持的缺点，在此基础上，引出了方向全变

差模型．分析了ＤＴＶ正则化项的若干等价表示性质，揭
示了新模型的方向纹理表征机理．基于 Ｂ样条离散差
分形式的旋转不变性［１２］，使用 Ｂ样条离散差分逼近的
方法近似图像的偏导数，代替了常用的向前差分或向

后差分法，并在此基础上给出了图像方向纹理保持的

ＤＴＶ正则化去噪模型．基于 ＤＴＶ等价表示性质迭代构
造代理泛函，给出了一种主优化（ＭａｊｏｒｉｚａｔｉｏｎＭｉｎｉｍｉｚａ
ｔｉｏｎ，ＭＭ）算法．数值实验表明，与 ＴＶ去噪算法和 ＤＴＶ
去噪算法［１１］相比，本文方法能更好地去除噪声、保持图

像方向纹理和抑制图像的阶梯效应．

２ 方向全变差（ＤＴＶ）模型及其等价表示

２１ 图像各向同性全变差的等价表示及问题分析

对于一幅大小为 Ｍ×Ｎ的离散图像ｆ（ｉ，ｊ），其中 ｉ
＝１，…，Ｍ；ｊ＝１，…，Ｎ．为方便起见，我们引入以下记
号，用 Ｘ表示Ｍ×Ｎ维欧氏空间 ＲＭ×Ｎ，Ｙ＝Ｘ×Ｘ，〈·〉

和‖·‖２分别表示欧氏空间 Ｒ２上的内积和欧氏范数．
定义离散的梯度算子：Ｘ→Ｙ，及其共轭算子Ｔ：Ｙ→
Ｘ，图像 ｆ的梯度表示为ｆ＝［ｆ（ｉ，ｊ）］∈Ｙ，其中ｆ
（ｉ，ｊ）＝（Δ１，０ｆ（ｉ，ｊ），Δ０，１ｆ（ｉ，ｊ））Τ，Δ１，０和Δ０，１分别表示
水平和垂直方向的偏导数算子．

图像 ｆ在任意一点（ｉ，ｊ）∈Ω处沿着单位向量ｕφ＝
（ｃｏｓφ，ｓｉｎφ）Τ的方向导数和 ｆ的各向同性全变差分别
定义为：

ｆ
φ
（ｉ，ｊ）＝Δ１，０ｆ（ｉ，ｊ）ｃｏｓφ
＋Δ０，１ｆ（ｉ，ｊ）ｓｉｎφ＝〈ｆ（ｉ，ｊ），ｕφ〉

（３）

ＴＶ（ｆ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
‖ｆ（ｉ，ｊ）‖２ （４）

定义１ 对于任意的 ｐ∈Ｘ，ｑ∈Ｘ，ｕ＝（ｕ１，ｕ２）∈
Ｙ，ｖ＝（ｖ１，ｖ２）∈Ｙ，定义 Ｘ和 Ｙ上的内积：〈ｐ，ｑ〉Ｘ

＝∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｐｉ，ｊｑｉ，ｊ，〈ｕ，ｖ〉Ｙ＝∑

Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
（ｕ１ｉ，ｊｖ１ｉ，ｊ＋ｕ２ｉ，ｊｖ２ｉ，ｊ）．

特别地，记〈ｐ，ｐ〉Ｘ＝‖ｐ‖２Ｘ，〈ｕ，ｕ〉Ｙ＝‖ｕ‖２Ｙ．
设 ｚ＝［ｚ（ｉ，ｊ）］∈Ｙ，其中 ｚ（ｉ，ｊ）＝（ｚ１（ｉ，ｊ），ｚ２（ｉ，

ｊ））Τ，ｉ＝１，…，Ｍ；ｊ＝１，…，Ｎ．用 Ｂ表示单位圆内的所
有向量构成的集合，即 Ｂ＝｛ｗ∈Ｒ２｜‖ｗ‖２≤１｝（见图
１）．记集合 Ｑ＝｛ｚ∈Ｙ｜ｚ（ｉ，ｊ）＝（ｚ１（ｉ，ｊ），ｚ２（ｉ，ｊ））Τ∈
Ｂ｝．
基于 ｕ

φ∈Ｂ和式（３）中图像方向导数的定义，可证
明图像 ｆ的各向同性全变差可利用方向导数进行等价
表示．

性质１ ＴＶ（ｆ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｓｕｐ
ｗ∈Ｂ
〈ｆ（ｉ，ｊ），ｗ〉．

证明 基于 ｗ∈Ｂ，令 ｗ＝（‖ｗ‖２ｃｏｓφ，‖ｗ‖２
ｓｉｎφ）Τ，由式（３）知，在 ｆ点（ｉ，ｊ）∈Ω 沿着向量ｗ的方
向导数为：

〈ｆ（ｉ，ｊ），ｗ〉＝‖ｆ（ｉ，ｊ）‖２‖ｗ‖２ｃｏｓ（φ－）
（５）

其中，表示梯度ｆ（ｉ，ｊ）的方向．则当φ＝且‖ｗ
‖２＝１时，式（５）取得最大值，即ｓｕｐ

ｗ∈Ｂ
〈ｆ（ｉ，ｊ），ｗ〉＝

‖ｆ（ｉ，ｊ）‖２，从而性质１得证．
由性质１可知，基于图像各向同性全变差的旋转不

变性，即经任意旋转变换后，图像各向同性全变差的值

都相等，进而，我们找不到一个特定方向使图像的各向

同性全变差取得最小值．因此，各向同性全变差并不能
够体现图像中纹理的主方向性，不利于图像中方向纹

理的保持．
２２ 方向全变差（ＤＴＶ）的导出及其等价表示

为了保持图像中的方向纹理和边缘，ＩｌｋｅｒＢａｙｒａｍ
和ＭｕｓｔａｆａＥ．Ｋａｍａｓａｋ在各向同性 ＴＶ的基础上，使用
Ｅα，θ代替了Ｂ，提出了ＤＴＶ正则化项

［１１］，定义为：
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ＴＶ（α，θ）（ｆ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｍ

ｊ＝１
ｓｕｐ
Ｗ∈Ｅα，θ
〈ｆ（ｉ，ｊ）ｗ〉 （６）

其中，α＞１，θ∈［－π２，
π
２］，Ｅα，θ表示长轴为α个单位长

度、短轴为１个单位长度、倾斜角为θ的椭圆所围成的
区域（见图１）．

如图１，我们可以看出 Ｅα，θ是由Ｂ经过拉伸和旋转
变换得到的，则 Ｅα，θ与Ｂ之间的关系可以表示为：

Ｅα，θ＝ＲθΛαＢ （７）

其中，Ｒθ＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ
ｓｉｎθ ｃｏｓ[ ]

θ
，Λα＝

α ０[ ]０ １
．

定义算子Ｒθ：Ｙ→Ｙ和∏α：Ｙ→Ｙ，作用于 ｚ∈Ｙ有
如下形式：

（Ｒθｚ）（ｉ，ｊ）＝Ｒθ（ｚ（ｉ，ｊ）），（∏αｚ）（ｉ，ｊ）＝Λα（ｚ（ｉ，
ｊ）），则可验证共轭算子 ＲＴθ 和∏

Ｔ
α
具有如下性质：ＲＴθ＝

Ｒ－θ，∏
Ｔ
α＝∏α．

因此，根据定义 １以及算子 ＲＴθ和∏
Ｔ
α
的性质，式

（６）中的图像方向全变差ＴＶα，θ（ｆ）可以等价表示为：
ＴＶα，θ（ｆ）＝ｓｕｐｚ∈Ｑ

〈ｆ，ＴＲθ∏αｚ〉Ｘ （８）

性质２ ＴＶα，θ（ｆ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
‖ΛαＲ－θｆ（ｉ，ｊ）‖２．

证明 根据算子 ＲＴθ和∏
Ｔ
α
的性质以及式（７），从

而，

ＴＶα，θ（ｆ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｓｕｐ
ｗ∈Ｅα，θ
〈ｆ（ｉ，ｊ），ｗ〉

＝∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｓｕｐ
ｗ∈Ｂ
〈ｆ（ｉ，ｊ），ＲθΛαｗ〉

＝∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｓｕｐ
ｗ∈Ｂ
〈ΛαＲ－θｆ（ｉ，ｊ），ｗ〉

＝∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
‖ΛαＲ－θｆ（ｉ，ｊ）‖２．

由性质２可知，基于该等价表示性质计算图像的方
向全变差，便于我们寻找出使得图像方向全变差取得

最小值的θ，进而，确定图像中纹理的主方向．

３ 基于Ｂ样条差分逼近偏导数方法

本质上，ＴＶ和高阶 ＴＶ正则化项都是基于连续图
像的偏导数及其积分定义的［２，１０］．在数值实验时，经常
使用有限差分方法来近似偏导数．例如，文献［１１］使用

向后差分法近似图像的偏导数，即图像 ｆ（ｉ，ｊ）沿着水
平方向和垂直方向的偏导数分别近似为：

Δ１，０ｆ（ｉ，ｊ）＝ｆ（ｉ，ｊ）－ｆ（ｉ－１，ｊ）；

Δ０，１ｆ（ｉ，ｊ）＝ｆ（ｉ，ｊ）－ｆ（ｉ，ｊ－１） （９）
然而，这种离散形式不是旋转不变的，不利于图像

中方向纹理的保持．基于 Ｂ样条差分形式的旋转不变
性，本文使用Ｂ样条离散差分逼近偏导数方法，代替常
用的向前差分或向后差分法，即

Δ
Ｂ
ｍ，ｎｆ［ｉ，ｊ］＝［β

ｄ
ｍ（ｉ＋δ）β

ｄ
ｎ（ｊ＋δ

         

）］

β
ｄ
ｍ，ｎ（ｉ，ｊ）

ｆ［ｉ，ｊ］ （１０）

其中，表示 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积，表示卷积，ｄ＝ｍ＋ｎ，

β
ｄ
ｎ（ｘ）表示 ｄ次 Ｂ样条函数的 ｎ阶偏导数，δ的选择如
下：

δ＝
１
２， ｄ为奇数

０， ｄ
{

为偶数

（１１）

因此，根据性质 ２，Ｂ样条差分逼近的 ＤＴＶ正则化
项（称ＤＴＶ－Ｂ正则化项）为：

ＴＶＢα，θ（ｆ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
‖ΛαＲ－θｆ（ｉ，ｊ）‖２ （１２）

其中ｆ（ｉ，ｊ）＝（ΔＢ１，０ｆ（ｉ，ｊ），ΔＢ０，１ｆ（ｉ，ｊ））Τ．
对于ｗｏｏｄ纹理图像 ２（如图３（ｂ）），使用向后差分

和 Ｂ样条离散差分逼近的图像方向全变差分别记为
ＴＶα，θ与 ＴＶＢα，θ．当α＝５时，图像的方向全变差 ＴＶ５，θ和
ＴＶＢ５，θ与θ的关系如图 ２所示．ＴＶ５，θ与 ＴＶＢ５，θ都在θ＝

π／６处取得最小值，与 ｗｏｏｄ图像 ２中纹理的主方向一
致．但 ＴＶ５，π／６的值远大于ＴＶＢ５，π／６，基于最小化图像方向
全变差的问题，ＴＶＢ５，π／６越小越有利于保持 ｗｏｏｄ图像 ２
中的主方向纹理．因此，本文 Ｂ样条差分逼近的 ＤＴＶ－Ｂ
正则化项更有利于图像中方向纹理的保持．

４ 基于方向全变差的去噪模型及其算法

本文针对方向纹理图像去噪问题，使用 ＤＴＶ－Ｂ正
则化项，建立如下ＤＴＶ－Ｂ去噪模型：

ｆ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ

１
２‖ｇ－ｆ‖

２
Ｘ＋λＴＶＢα，θ（ｆ） （１３）
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根据式（８），模型式（１３）可进一步表示为：

ｆ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ

１
２‖ｇ－ｆ‖

２
Ｘ＋λｓｕｐ

ｚ∈Ｑ
〈ｆ，ＴＲθΠαｚ〉Ｘ

（１４）

令 Ｌ（ｆ，ｚ）＝１２‖ｇ－ｆ‖
２
Ｘ＋λ〈ｆ，ＴＲθΠαｚ〉Ｘ，由于

Ｌ（ｆ，ｚ）关于 ｆ严格凸，关于 ｚ严格凹，因此，模型式（１４）
等价于寻找鞍点（^ｆ，^ｚ）求解如下极小极大化问题：

ｍｉｎ
ｆ
ｍａｘ
ｚ∈Ｑ
Ｌ（ｆ，ｚ）＝Ｌ（^ｆ，^ｚ）＝ｍａｘ

ｚ∈Ｑ
ｍｉｎ
ｆ
Ｌ（ｆ，ｚ） （１５）

由于 Ｌ（ｆ，ｚ）可以进一步表示为：

Ｌ（ｆ，ｚ）＝１２‖ｇ－ｆ‖
２
Ｘ＋λ〈ｆ，ＴＲθΠαｚ〉Ｘ

＝１２‖ｆ－（ｇ－λ
ＴＲθΠαｚ）‖

２
Ｘ＋
１
２‖ｇ‖

２
Ｘ

－１２‖ｇ－λ
ＴＲθΠαｚ‖

２
Ｘ （１６）

联合式（１４）、（１５）、（１６），因此，^ｆ＝ｇ－λＴＲθ∏α^ｚ，其
中，

ｚ^＝ａｒｇｍａｘ
ｚ∈Ｑ

－１２‖ｇ－λ
ＴＲθ∏αｚ‖

２
Ｘ

＝ａｒｇｍｉｎ
ｚ∈Ｑ

‖ｇ－λＴＲθ∏αｚ‖
２
Ｘ （１７）

建立如下目标函数：Ｃ（ｚ）＝‖ｇ－Ａｚ‖２Ｘ，其中 Ａ＝λ
ＴＲθ∏α．基于最小化目标函数 Ｃ（ｚ），本文使用 ＭＭ算
法［１０，１３］，在ＭＭ算法的框架中，根据 ＭＭ算法的迭代思
想，第 ｋ次迭代时的ＭＭ算法主要包括以下两个步骤：

（１）在第 ｋ次迭代值ｚｋ处构造一个代理泛函Ｒ（ｚ，
ｚｋ），其中 Ｒ（ｚ，ｚｋ）满足如下性质：

Ｃ（ｚ）≤Ｒ（ｚ，ｚｋ），ｚ∈Ｑ；Ｒ（ｚｋ，ｚｋ）＝Ｃ（ｚｋ）（１８）
（２）通过最小化 Ｒ（ｚ，ｚｋ）产生下一次迭代值 ｚｋ＋１，

即 ｚｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｚ∈Ｑ
Ｒ（ｚ，ｚｋ）．

根据代理泛函 Ｒ（ｚ，ｚｋ）的性质（１８），迭代最小化 Ｒ
（ｚ，ｚｋ）求得的一系列解｛ｚｋ｝收敛到模型式（１７）的解 ｚ^，
即ｌｉｍ

ｋ→∞
ｚｋ＝ｚ^．

因为，Ｃ（ｚ）在点 ｚｋ∈Ｑ处的二阶泰勒展开式为：
Ｃ（ｚ）＝Ｃ（ｚｋ）＋２〈ｚ－ｚｋ，ＡＴ（Ａｚｋ－ｇ）〉Ｙ

＋〈ｚ－ｚｋ，ＡＴＡ（ｚ－ｚｋ）〉Ｙ （１９）
假设存在常数τ∈Ｒ，使得τＩ－Ｔ是半正定的，则

α
２
τλ
２Ｉ－ＡＴＡ也是半正定的．所以，

Ｃ（ｚ）＝Ｃ（ｚｋ）＋２〈ｚ－ｚｋ，ＡＴ（Ａｚｋ－ｇ）〉Ｙ＋〈ｚ－ｚｋ，ＡＴＡ（ｚ－ｚｋ）〉Ｙ
≤Ｃ（ｚｋ）＋２〈ｚ－ｚｋ，ＡＴ（Ａｚｋ－ｇ）〉Ｙ＋α２τλ２〈ｚ－ｚｋ，ｚ－ｚｋ〉Ｙ

＝Ｃ（ｚｋ）－ １
α
２
τλ
２〈Ａ

Ｔ（ｇ－Ａｚｋ），ＡＴ（ｇ－Ａｚｋ）〉Ｙ

＋ １
α
２
τλ
２〈Ａ

Ｔ（ｇ－Ａｚｋ），ＡＴ（ｇ－Ａｚｋ）〉Ｙ

＋２〈ｚ－ｚｋ，ＡＴ（Ａｚｋ－ｇ）〉Ｙ＋α２τλ２〈ｚ－ｚｋ，ｚ－ｚｋ〉Ｙ

＝α２τλ２‖ｚ－［ｚｋ＋
１

α
２
τλ
２Ａ
Ｔ（ｇ－Ａｚｋ）］‖２Ｙ＋

             

Ｋ

Ｒ（ｚ，ｚｋ）

其中，Ｋ＝Ｃ（ｚｋ）－ １
α
２
τλ
２〈Ａ

Ｔ（ｇ－Ａｚｋ），ＡＴ（ｇ－Ａｚｋ）〉Ｙ是

与ｚ无关的常数．
因此，

ｚｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｚ∈Ｑ
Ｒ（ｚ，ｚｋ）

＝ａｒｇｍｉｎ
ｚ∈Ｑ
α
２
τλ
２‖ｚ－［ｚｋ＋

１
α
２
τλ
２Ａ
Ｔ（ｇ－Ａｚｋ）］‖２Ｙ

＝ｚｋ＋ １
α
２
τλ
２Ａ
Ｔ（ｇ－Ａｚｋ） （２０）

由｛ｚｋ｝收敛到模型式（１７）的解 ｚ^，即得

ｚ^（ｉ，ｊ）＝ ｚｋ＋１（ｉ，ｊ）
ｍａｘ｛‖ｚｋ＋１（ｉ，ｊ）‖２，１｝

，

ｉ＝１，…，Ｍ；ｊ＝１，…，Ｎ

（２１）

则模型式（１３）的解为：
ｆ^＝ｇ－Ａ^ｚ （２２）

综上所述，本文ＤＴＶ－Ｂ图像去噪算法如算法１所
列：

算法１ ＤＴＶ－Ｂ图像去噪算法
步骤１ 输入：观测图像 ｇ，参数λ，α，θ，τ和最大迭代次数ＭａｘＩｔｅｒ．
步骤２ 初始化：ｋ←０，ｚ０←０，
步骤３ 根据式（１０）计算图像的偏导数；
步骤４ 根据式（２０）和式（２１）求解 ｚｋ＋１；
步骤５ 若 ｋ＜ＭａｘＩｔｅｒ，令 ｋ←ｋ＋１，算法转至步骤３；否则，算法转至
步骤６；
步骤６ 输出：去噪图像 ｆ^←ｇ－Ａ^ｚ．

５ 数值实验和分析

在本节中，我们采用仿真实验测试 ＤＴＶ－Ｂ算法对
方向纹理图像去噪的有效性．本文的实验图像如图３所
示，在实验中将其加入均值为０，不同方差σ２的服从高
斯分布的加性噪声，得到含噪图像．分别使用各向同性
ＴＶ方法［２］、各向异性 ＴＶ方法［１４］、ＤＴＶ方法［１１］及本文
ＤＴＶ－Ｂ方法对含噪图像进行去噪处理和比较，其中各
向同性和各向异性 ＴＶ方法分别使用向后差分和 Ｂ样
条离散差分近似图像偏导数（分别称为 ＴＶ［２］方法、ＴＶ－
Ｂ方法与ＡＴＶ［１４］方法、ＡＴＶ－Ｂ方法）．

本文采用信噪比（ＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＳＮＲ）作为衡
量图像去噪效果的评价指标，ＳＮＲ定义为：
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ＳＮＲ＝－１０ｌｏｇ１０
‖ｆｏｒｉｇ－ｆ^‖２Ｆ
‖ｆｏｒｉｇ‖２( )

Ｆ
（２３）

其中，^ｆ表示去噪图像，ｆｏｒｉｇ表示原始图像，‖·‖Ｆ表示

Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数．
实验采用的计算机硬件环境为 ＩｎｔｅｌＸｅｏｎＣＰＵ

２６７ＧＨｚ、内存 ４ＧＢ，软件环境为 ＭｉｃｒｏｓｏｆｔＷｉｎｄｏｗｓ７、
ＭＡＴＬＡＢ７１０．
５１ 参数的选择

本节研究参数｛λ，α，θ｝对ＤＴＶ－Ｂ去噪算法性能的
影响．根据性质２知，图像的方向全变差ＴＶＢα，θ（ｆ）是以
参数｛α，θ｝为自变量的二元函数．根据图 ２所示，选择
使ＴＶＢα，θ（ｆ）取得最小值的方向参数θ，以确定图像中
纹理的主方向．图４显示了去噪后 ｗｏｏｄ纹理图像２的
ＳＮＲ值与参数｛α，θ｝之间的关系．由图４可以看出，如
果选择较小的α，将会导致较差的去噪效果，而选择较

大的α，当图像纹理主方向θ的先验知识没有选择正确

时，则会导致较低的信噪比．因此，基于图像纹理主方
向的先验信息，我们可权衡去噪的性能和稳定性来选

择参数｛α，θ｝的值．对于确定的｛α，θ｝，我们选择正则化
参数λ使得‖ ｆ^－ｇ‖２Ｘ≈σ２．

实验１ 对于ｗｏｏｄ纹理图像１，加入均值为０，标准
差为σ＝２５的服从高斯分布的加性噪声，得到信噪比
为２０．０８４３ｄＢ的含噪图像（如图 ５（ｂ）所示）．分别使用
ＡＴＶ［１４］、ＡＴＶ－Ｂ、ＤＴＶ［１１］及本文方法对图５（ｂ）进行去噪
处理和比较．在ＤＴＶ方法和本文方法中，选择参数α＝
５和θ＝π／２，使用 ４种方法得到的去噪图像如图 ５所

示．表１中列出了不同信噪比ｗｏｏｄ纹理图像１对应于４
种方法的去噪图像信噪比的比较．
表１ 不同信噪比ｗｏｏｄ纹理图像１的去噪图像ＳＮＲ（ｄＢ）比较

含噪图像ＳＮＲ

去噪方法
ＡＴＶ［１４］ ＡＴＶ－Ｂ ＤＴＶ［１１］ 本文方法

２０．０８４３ ２４．３９３１ ２４．７５３５ ２６．３９３１ ２７．４４５２

１７．５２９６ ２２．４０１８ ２２．９６２９ ２４．０８８６ ２５．０５６５

１６．０２８６ ２１．１８３２ ２１．４５０３ ２２．６７６ ２３．８８２６

１４．９５４２ ２０．７８０７ ２１．０８２３ ２１．９５５５ ２２．７３８３

从图５中去噪图像和表１中信噪比的比较可以看
出，ＡＴＶ方法和ＡＴＶ－Ｂ方法可以有效地去除噪声，但去
噪图像存在明显的阶梯效应，图像方向纹理丢失严重．
ＤＴＶ方法能较好地抑制阶梯效应和保持图像方向纹
理．与其他３种方法相比，本文方法得到的图像信噪比
是最大的，不仅能有效地抑制阶梯效应，而且充分地保

持了图像方向纹理和细节．
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实验２ 对于ｗｏｏｄ纹理图像２，加入均值为０，标准
差为σ＝２０的服从高斯分布的加性噪声，得到信噪比
为１９２４６９ｄＢ的含噪图像（如图 ６（ｂ）所示）．分别使用
ＴＶ［２］、ＴＶ－Ｂ、ＤＴＶ［１１］及本文方法对图 ６（ｂ）进行去噪处
理和比较．在ＤＴＶ方法和本文方法中，根据图２和图４

所示，选择参数α＝５和θ＝π／６，使用４种方法得到的
去噪图像及其局部放大图如图６所示．表２中列出了不
同信噪比 ｗｏｏｄ纹理图像２对应于４种方法的去噪图像
信噪比的比较．

表２ 不同信噪比ｗｏｏｄ纹理图像２的去噪图像ＳＮＲ（ｄＢ）比较

含噪图像ＳＮＲ

去噪方法
ＴＶ［２］ ＴＶ－Ｂ ＤＴＶ［１１］ 本文方法

１９．２４６９ ２４．８２６３ ２５．５３４ ２６．９６５９ ２８．２５６９

１６．６２８３ ２３．１１６９ ２３．６９４２ ２５．０３４７ ２６．４９５２

１５．１４０８ ２１．９８０１ ２２．５７９７ ２３．６９１７ ２５．１１０８

１４．０８２７ ２０．９８３２ ２１．６６３１ ２２．５８９６ ２３．９８９１

从表２中信噪比的比较可以看出，本文方法得到的
图像信噪比是最大的，可以有效地去除噪声．同时，从
图６中去噪图像的局部放大图可以看出，ＴＶ方法和
ＴＶ－Ｂ方法可以有效地去除噪声，但去噪图像方向纹理
的保持效果不好．ＤＴＶ方法能较好地保持图像方向纹
理，与其他３种方法相比，本文方法保持图像方向纹理
的效果是最好的．

实验３ 对于 ｂａｍｂｏｏ图像，加入均值为 ０，标准差
为σ＝２５的服从高斯分布的加性噪声，得到信噪比为
１５．３８４５ｄＢ的含噪图像（如图 ７（ｂ）所示）．分别使用
ＡＴＶ［１４］、ＡＴＶ－Ｂ、ＤＴＶ［１１］及本文方法对图７（ｂ）进行去噪
处理和比较．在ＤＴＶ方法和本文方法中，选择参数α＝

５和θ＝０，使用４种方法得到的去噪及残差图像如图７
所示（这里为更清楚地显示残差图像，本文使用 ｜^ｆ－ｆ｜
＋５０计算残差图像）．表３中列出了不同信噪比 ｂａｍｂｏｏ
图像对应于４种方法的去噪图像信噪比的比较．

表３ 不同信噪比ｂａｍｂｏｏ图像的去噪图像ＳＮＲ（ｄＢ）比较

含噪图像ＳＮＲ

去噪方法
ＡＴＶ［１４］ ＡＴＶ－Ｂ ＤＴＶ［１１］ 本文方法

１５．３８４５ １６．９７９８ １７．５４２１ １９．１１０７ ２０．０６６３

１２．３６４０ １４．４４２５ １４．９９３８ １６．９０８９ １７．８２６４

１０．６２６３ １３．０２４３ １３．６０６１ １５．６００９ １６．４３４８

９．３８５４ １１．８２６２ １２．６７４３ １４．４５５７ １５．４５０７

从表３中信噪比的比较可以看到，本文方法得到的
信噪比是最大的，可以有效地去除噪声．同时，从图７中
的去噪及残差图像比较可以明显看到，与其他３种方法
相比，ＤＴＶ方法虽然能取得较好的去噪效果，但是 ｂａｍ
ｂｏｏ图像中的垂直条带纹理丢失严重．而本文方法不仅
能有效地去除噪声，同时也能较好地保持 ｂａｍｂｏｏ图像
中的垂直条带纹理．
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６ 结论

本文针对方向纹理图像去噪问题，分析了 ＤＴＶ正
则化项的若干等价表示性质．基于 Ｂ样条离散差分形
式的旋转不变性近似图像的偏导数，代替了常用的向

前差分或向后差分法．同时，基于等价表示性质迭代构
造代理泛函，给出了图像方向纹理保持的 ＤＴＶ正则化
去噪模型及其主优化算法．并讨论了参数｛α，θ｝的选
择，特别地，如果关于图像中纹理主方向θ的先验信息

不可信，则需选择相对较小的α．数值实验表明，与 ＴＶ
去噪算法和ＤＴＶ去噪算法相比，本文方法能更好地保
持图像方向纹理、抑制图像的阶梯效应，充分说明了本

文方法针对方向纹理图像去噪问题的有效性．
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