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摘 要： 针对现有调制宽带转换器（ＭｏｄｕｌａｔｅｄＷｉｄｅｂａｎｄＣｏｎｖｅｒｔｅｒ，ＭＷＣ）亚奈奎斯特采样重构算法性能不高问
题，提出了一种基于随机投影思想的重构算法．该算法首先将ＭＷＣ所获得的测量值矩阵通过随机投影方法压缩成具
有较少向量的新的测量值矩阵，然后利用所提出的求解器求解多测量向量问题，通过检验和重复尝试性求解过程提高

ＭＷＣ的重构性能．从理论和实验两个方面验证了所提出的算法的有效性．实验结果表明，与著名的 ＲｅＭＢｏ算法相比，
该算法有效提高了重构成功率；当信号的频带数相同时，精确重构所需的硬件通道数更小；在相同的硬件通道数前提

下，可重构的信号频带数更高．该算法与ＲｅＭＢｏ相比运算时间并没有大幅度增加，当信号频带数较大时，不仅重构性
能高，而且运算时间比ＲｅＭＢｏ小．
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１ 引言

现代通信技术将窄带信息调制到了较宽的频谱范

围内．获取这些信息的传统方法是在已知载波频率的前
提下通过解调来实现．然而在一些应用领域中，载波频

率是未知的或随时间变化的，如在认知无线电［１，２］、军

事侦察［３］等领域，要求直接对信号进行采样来提取信

息．然而，较宽的频谱给采样系统带来了双重压力，即高
采样率和较大的数据量，前者使模数转换成为较大挑

战，后者对数据的存储和传输造成了巨大压力［４］．
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新近提出的压缩感知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）理
论［５～７］使得稀疏信号亚奈奎斯特采样成为可能．根据
ＣＳ理论，如果测量矩阵满足 ＲＩＰ准则，稀疏信号可以从
比奈奎斯特率所要求的更少的线性测量值中精确地恢

复．基于ＣＳ理论，学者们提出了一些亚奈奎斯特采样
方法，如随机解调［８］、随机采样［９］等，但这些方法不能直

接处理具有连续频谱的信号．在文献［１０，１１］中，Ｍｉｓｈａｌｉ
结合傅里叶分析思想和 ＣＳ理论，针对具有连续频谱的
稀疏宽带信号提出了称为调制宽带转换器（Ｍｏｄｕｌａｔｅｄ
ＷｉｄｅｂａｎｄＣｏｎｖｅｒｔｅｒ，ＭＷＣ）的亚奈奎斯特采样方法．该方
法可以采用现有的器件，以低维的采样矩阵，实现可精

确重构的亚奈奎斯特采样，有效缓解稀疏宽带信号在

采样和存储方面的压力．ＭＷＣ所处理的频谱稀疏信号
模型，在通信、雷达、声纳和医疗成像等工程和科学应

用领域具有重要的应用价值，因此 ＭＷＣ的提出对这些
领域产生了巨大的潜在影响［１２］．

重构作为ＭＷＣ亚奈奎斯特采样的核心技术，目前
在成功率、所需的最小通道数和所能重构的信号的最

大频带数等方面存在着较大的改进空间．ＭＷＣ重构模
型属于多测量向量（ＭｕｌｔｉｐｌｅＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔＶｅｃｔｏｒｓ，ＭＭＶ）
问题［１０］，是 ＣＳ理论的一个重要分支，受到了国内外学
者的高度关注［１３，１４］．ＭＭＶ重构算法大致可以分为贪婪
算法［１５］和凸松弛算法［１３］两大类．这些重构算法在平均
重构性能方面都具有一定的确定性，即给定重构算法

的重构能力主要取决于具体 ＭＭＶ问题的可解性．文献
［１６］提出了一种性能可调的降维多测量向量与性能提
升（ＲＥｄｕｃｅＭＭＶａｎｄＢＯｏｓｔ，ＲｅＭＢｏ）重构算法，该算法将
ＭＭＶ问题随机地组合成单测量向量（ＳｉｎｇｌｅＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ
Ｖｅｃｔｏｒ，ＳＭＶ）问题进行求解，通过多次尝试的方法来提
升重构性能，使得 ＲｅＭＢｏ算法的重构性能优于现有大
多数重构算法．尽管如此，目前 ＲｅＭＢｏ算法在 ＭＷＣ重
构方面的性能距离理论上限［１３］仍存在较大差距．

本文针对 ＲｅＭＢｏ算法存在的问题，提出了一种维
度可调的随机投影与性能提升（ＲａｎｄｏｍｌｙＰｒｏｊｅｃｔＭＭＶ
ａｎｄＢｏｏｓｔ，ＲＰＭＢ）算法框架．该框架通过随机投影将原
始ＭＭＶ问题转化成新的 ＭＭＶ问题来求解，然后检验
并重复该过程，直到获得满意解．为了充分利用保留的
多个测量向量间的联合稀疏性，本文提出了一种适合

于ＲＰＭＢ框架的求解器算法．实验结果表明，在相同条
件下与ＲｅＭＢｏ相比，ＲＰＭＢ有效提高了 ＭＷＣ的重构成
功率，降低了高概率重构所需的最小通道数，提高了能

够重构的信号的最大频带数量．

２ＭＷＣ亚奈奎斯特采样原理与重构问题描述

２１ 采样原理

ＭＷＣ是一种稀疏宽带信号亚奈奎斯特采样方法．

其采用扩频技术，故意将各个子频带混叠在基带范围

内，使得低速率采样中包含原始信号中的完整信息．如
图１所示，ＭＷＣ系统由 ｍ个通道组成，输入信号 ｘ（ｔ）
同时进入 ｍ个通道，在第 ｉ通道信号 ｘ（ｔ）被周期为
Ｔｐ（ｆｐ＝１／Ｔｐ）的伪随机信号 ｐｉ（ｔ）混频．混频后的信号
在频域被截止频率为１／（２Ｔ）的低通滤波器 ｈ（ｔ）截断，
最后利用采样率为 ｆｓ＝１／Ｔ的低速 ＡＤＣ采样，获取 ｍ
组低速采样值序列ｙｉ（ｎ），ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝．

由经典傅里叶分析思想，可以推导出第 ｉ通道采样
值序列 ｙｉ（ｎ）与原信号 ｘ（ｔ）的频谱之间有如下关系：

Ｙｉ（ｅｊ２πｆＴ）＝∑
∞

ｎ＝－∞
ｙｉ（ｎ）ｅ－ｊ２πｆｎＴ＝∑

Ｌ０

ｎ＝－Ｌ０

ｃｉ，ｎＸ（ｆ－ｎｆｐ）

（１）
其中 ｆ∈［－ｆｓ／２，ｆｓ／２］，ｃｉ，ｎ为ｐｉ（ｔ）的傅里叶级数的系
数，Ｌ０＝「（ｆＮＹＱ＋ｆｓ）／２ｆｐ?－１，ｆＮＹＱ为信号 ｘ（ｔ）的奈奎斯
特率．

从表达式（１）可以看到，ＭＷＣ第 ｉ通道采样后的信
号频谱是原信号频谱Ｘ（ｆ）以 ｆｐ为步长的移位、截断、
加权和求和的结果．如果把 Ｙｉ（ｅｊ２πｆＴ）看作是 ｍ维列向
量ｙ（ｆ）的第 ｉ个分量，Ｘ（ｆ－ｎｆｐ）看作是 Ｌ＝２Ｌ０＋１维
列向量 ｚ（ｆ）的第 ｎ个分量，则式（１）可以简洁表达为：

ｙ（ｆ）＝Φｚ（ｆ），ｆ∈［－ｆｓ／２，ｆｓ／２］ （２）
其中Φｉ，ｊ＝ｃｉ，ｊ－Ｌ０－１构成 ｍ×Ｌ（ｍ＜Ｌ）维的采样矩阵．

结合式（１）、（２）和上述分析，可以看出 ＭＷＣ采样
过程等效于图２所示的频谱分割过程，当采用基本配置
ｆｓ＝ｆｐＢ时，整个频谱 Ｘ（ｆ）相当于被模拟低通滤波器
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分割成了 Ｌ个片段，伪随机信号 ｐｉ（ｔ）的频率 ｆｐ通过设
置移位步长决定了最终各频谱片段在 ｚ（ｆ）中的位置．
因此，只要求出 ｚ（ｆ），那么通过频谱搬移方法立即可以
重建出原信号的频谱［１０］．
２２ 重构问题描述

通过离散时间傅里叶变换的逆运算，可以推导出

式（２）的时域表达形式：
Ｙ（ｎ）＝ΦＺ（ｎ） （３）

这里，Ｙ（ｎ）＝［ｙ１（ｎ），ｙ２（ｎ），…，ｙｍ（ｎ）］Ｔ，Ｚ（ｎ）＝
［ｚ１（ｎ），ｚ２（ｎ），…，ｚｍ（ｎ）］Ｔ，其中 ｙｉ（ｎ）代表从第 ｉ个通
道所获得的时间序列，ｚｉ（ｎ）表示 ｚ（ｆ）中与第 ｉ个未知
频谱片段所对应的时间序列．由于 ｍ＜Ｌ，矩阵方程式
（２）和（３）均是欠定的，通常情况下无法通过逆运算直接
获得唯一解．对于稀疏宽带信号而言，未知量ｚ（ｆ）和
Ｚ（ｎ）仅有少量非零行，在一定条件［１０］下方程组存在唯
一的最稀疏解．当 Ｘ（ｆ）中各频带位置已知时，支撑集Ω
＝ｓｕｐｐ（Ｚ（ｎ））＝｛ｉ｜ｚｉ（ｎ）≠０｝是确定的，重构可以通过
下式来完成：

ＺΩ（ｎ）＝Φ

ΩＹ（ｎ）

Ｚｉ（ｎ）＝０，ｉ }
Ω

（４）

其中Φ

Ω＝（Φ

Ｈ
ΩΦΩ）

－１
Φ
Ｈ
Ω
代表ΦΩ的左伪逆矩阵．

当然实际中更多关注的是各频带位置未知即支撑

集Ω未知的情况．考虑实际的时域采样过程，一次采样
所获得的矩阵 Ｙ（ｎ）一定是有限维的，且 Ｚ（ｎ）具有联
合稀疏特征，因此式（３）为ＭＭＶ问题［１０，１３～１５］，其求解目
标可转化为如下所示最优化问题：

ｍｉｎＩ（Ｚ（ｎ）） ｓ．ｔ． Ｙ（ｎ）＝ΦＺ（ｎ） （５）
式中 Ｉ（Ｚ（ｎ））表示 Ｚ（ｎ）的联合稀疏度．

３ ＲｅＭＢｏ算法分析

在各种ＭＭＶ重构算法中，ＲｅＭＢｏ算法在重构成功
率和计算花费等方面优于大多数现有重构算法．该算
法将测量值矩阵 Ｙ的各个列向量通过一个随机向量ｗ
线性组合成一个列向量珋ｙ＝Ｙｗ，巧妙地将多测量向量
（ＭＭＶ）问题转化为单测量向量（ＳＭＶ）问题．然后借助于
压缩感知重构算法，采用次最优的方法解这个 ＳＭＶ问
题珋ｙ＝ΦＺｗ＝Φ珋ｚ，找到一个满足或者近似满足珋ｙ＝Φ珋ｚ
的稀疏解．检查该解是否充分稀疏以及是否满足由
珋ｙ－Φ珋

 

ｚ２≤ε决定的精度要求．如果不满足这两个条
件，则用一个新的向量 ｗ重复执行上述步骤，直到这两
个条件均得到满足或达到重复次数上限为止．

在ＲｅＭＢｏ算法中“性能提升（ｂｏｏｓｔ）”步骤具有多次
循环尝试环节，与传统算法相比改进了重构性能．算法
中用随机组合实现的“降维（ｒｅｄｕｃｅ）”步骤可一定程度
地降低算法的计算复杂度．然而，另一方面该步骤也潜

在地降低了算法重构性能的上限，影响算法性能的进

一步提高．ＲｅＭＢｏ算法在每个循环步骤中都将多个测
量向量降维成了单测量向量，形成 ＳＭＶ问题．因此与原
ＭＭＶ问题相比，降维后的 ＳＭＶ问题中可用于重构的信
息也同时减少了．这一点从 ＭＭＶ问题重构性能上限表
达式（６）中可以看出：

Ｉ（Ｚ）≤
１
２（σ（Φ）＋Ｒａｎｋ（Ｙ）－１） （６）

式中，Ｉ（Ｚ）表示矩阵 Ｚ的联合稀疏度，σ（Φ）为采样矩
阵Φ的Ｋｒｕｓｋａｌ秩，Ｒａｎｋ（Ｙ）为矩阵 Ｙ的秩．显然，ＲｅＭ
Ｂｏ算法在降维步骤降低了矩阵 Ｙ的秩，使之由大于 １
的整数变成了１，根据表达式（６），ＭＭＶ问题最大可重构
稀疏度减小了一些．因此，如果能够增大测量值矩阵的
秩，则重构性能有望获得改进．如果在降维过程中，保
留更多的列向量，而不是单独一列，测量值矩阵的秩

Ｒａｎｋ（Ｙ）有望得到提高．受此启发，本文提出了一个新
的算法框架，该框架通过随机投影，将测量值矩阵 Ｙ转
化成包含少量列向量的“窄”矩阵珔Ｙ，而不是一个列向
量珋ｙ．

４ 随机投影与性能提升算法框架

所提出的方法通过随机投影将测量值矩阵 Ｙ压缩
成一个包含较少列的矩阵珔Ｙ．下面通过定理的形式证明
原ＭＭＶ问题的支撑集Ω＝ｓｕｐｐ（Ｚ）可以通过求解新的
ＭＭＶ问题珔Ｙ＝ΦＶ来获取，为了证明该定理首先提出
一个引理．

引理１ 设 ａ∈ＲＬ是一个已知非零向量．ｕ∈ＲＬ

为从某一连续分布随机获取的向量，则事件“ａ在ｕ上
的投影不是零”发生的概率为１．

证明 将 ａ投影到ｕ等价于进行内积运算ａＴｕ（假
定 ｕ为单位向量）．显然，方程ａＴｕ＝０解空间的维数为
Ｌ－１．换言之，ａ的零空间｛ｘ｜ａＴｘ＝０｝在 ｕ的可能样本
空间（可以是 ＲＬ）中的测度为 ０．根据概率与测度理
论［１７］，并结合 ｕ的概率分布的连续性，测度为零的事件
发生的概率也为零．因此可以得到如下结论：

Ｐ｛ａＴｕ≠０｝＝１－Ｐ｛ｕ∈｛ｘ｜ａＴｘ＝０｝｝＝１．
定理１ 已知矩阵Φ 满足σ（Φ）２Ｋ，^Ｚ是 Ｙ＝

ΦＺ的唯一 Ｋ稀疏解矩阵，Ｗ＝｛ｗ１，ｗ２，…，ｗＪ｝（１≤Ｊ≤
ｒ）是一系列长度为 ｒ，从任意连续概率分布中随机获取
的单位向量集．设珔Ｙ＝ＹＷ，珔Ｚ＝Ｚ^Ｗ．考虑降维后新的
ＭＭＶ问题珔Ｙ＝ΦＶ，那么对于任意 Ｗ，ｓｕｐｐ（^Ｚ）＝ｓｕｐｐ（珔Ｚ）
成立的概率为１，并且矩阵珔Ｚ为其唯一的 Ｋ稀疏解．

证明 从投影的角度来说，珔Ｚｉ→的每一个元素都可以
看作是 Ｚ^ｉ→在 ｗｊ，ｊ∈［１，Ｊ］上的随机投影．因此根据引理
１，^Ｚｉ→，ｉ∈ｓｕｐｐ（^Ｚ）的各个行向量以概率１映射到了珔Ｚｉ→的
非零行，而且很显然，在投影前后零行不发生改变，因此未
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知矩阵的支撑集在投影前后保持不变的概率为１．如上述
分析，既然珔Ｚ也是 Ｋ稀疏的且满足珔Ｙ＝Φ珔Ｚ，因此，结合条
件σ（Φ）２Ｋ，珔Ｚ是珔Ｙ＝ΦＶ的唯一 Ｋ稀疏解．

定理１为新重构框架提供了理论依据，该框架在下
文简称为ＲＰＭＢ（ＲａｎｄｏｍｌｙＰｒｏｊｅｃｔＭＭＶａｎｄＢｏｏｓｔ）．ＲＰＭＢ
中，测量值矩阵 Ｙ首先被变换成由少量列向量所组成

的低维矩阵Ｙ
－
，该变换将矩阵 Ｙ的每一行投影到由Ｗ

的列向量所张成的空间中．然后通过求解新 ＭＭＶ问题
寻求原ＭＭＶ问题的支撑集．最后，由伪逆运算求得最
终解．

此外，为了提高重构成功率，在求解过程中本算法

框架重复上述投影过程以增加尝试次数．该策略主要
基于下面的实验现象：随机取两个具有相同支撑的矩

阵Ｚ１和Ｚ２，采用贪婪算法或凸松弛算法经常只能从测
量值矩阵Ｙ１＝ΦＺ１和Ｙ２＝ΦＺ２中恢复出其中之一，而
无法恢复出另一个，尤其是当稀疏度 Ｋ接近Φ 的
Ｋｒｕｓｋａｌ秩的一半时，该现象出现的频率会更高．该现象
表明，ＭＭＶ问题的重构性能不仅取决于具体支撑情况，
而且与未知矩阵 Ｚ的支撑集所对应的具体元素也有一
定关系．因此，本算法重复这一过程直到稀疏解被识别
出来．算法１给出了ＲＰＭＢ算法框架的伪代码．

算法１ ＲＰＭＢ算法框架伪代码

输入：采样矩阵Φ，测量值矩阵 Ｙ，联合稀疏度 Ｋ，重构误差ε，最大迭
代次数ＭａｘＩｔｅｒｓ

输出：稀疏解 Ｚ^和支撑集Ω^
步骤１ 初始化． 初始化迭代计数器Ｉｔｅｒ＝１
步骤２ 随机投影降维．

Ｗ＝ｒａｎｄｏｍ（ｒ，Ｊ）
珔Ｙ＝ＹＷ

步骤３ 求解． 解新的ＭＭＶ问题：珔Ｙ＝ΦＶ，获得一个解珔Ｚ和支撑集
珚Ω＝ｓｕｐｐ（珔Ｚ）

步骤４ 检验与性能提升．
如果集合珚Ω的势｜珚Ω｜≤Ｋ并且 珔Ｙ－Φ珔

 

Ｚ Ｆ≤ε，则执行步骤５；
否则，Ｉｔｅｒ＝Ｉｔｅｒ＋１并重复步骤２、３、４直到 Ｉｔｅｒ＞ＭａｘＩｔｅｒｓ

步骤５ 输出． 返回支撑集Ω^＝珚Ω并由下式伪逆运算求出最终解 Ｚ^

Ｚ^ｉ→＝０ ，ｉΩ^
Ｚ^Ω^→＝Φ↓Ω^

{ Ｙ
（７）

在上述步骤中，函数 ｒａｎｄｏｍ（ｒ，Ｊ）表示由连续型概
率分布生成 ｒ×Ｊ（１≤Ｊ≤ｒ）维的随机矩阵，矩阵的每个
列均为单位向量．

 

Ｚ Ｆ表示矩阵Ｚ的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数．
ＲＰＭＢ采用了与 ＲｅＭＢｏ中“降维与性能提升”相似的思
想，但不同的是ＲＰＭＢ在降维过程中不是仅保留一列测
量向量，而是通过随机投影思想保留了 Ｊ（１≤Ｊ≤ｒ）个
测量向量．在步骤２中如果随机矩阵 Ｗ仅为一列的向
量，则ＲＰＭＢ便退化成了 ＲｅＭＢｏ算法．从这个角度可以

看出，ＲＰＭＢ是ＲｅＭＢｏ算法的推广．算法中的随机矩阵
Ｗ具有两个功能：一是在一定程度上，降低 ＭＭＶ问题
的维数；二是将原始的ＭＭＶ问题转化成一个新的 ＭＭＶ
问题以便于执行性能提升策略．

与ＲｅＭＢｏ相比，ＲＰＭＢ增加了测量向量数目，从重
构信息的角度来说，ＭＭＶ问题增加了可用于重构的信
息的丰富程度，尤其是增加了测量向量间的联合信息．
正如文献［１５］中所报道的那样，与基于 ＳＭＶ的重构方
法相比，随着测量向量数的增加，联合重构方法可以在

很大程度上改进重构性能．因此使用ＲＰＭＢ框架增加尝
试次数，同时充分利用多个测量向量间的公共信息，可

以改进算法的重构性能．

５ ＭＭＶ求解器

ＲＰＭＢ的一个重要优点是其在投影过程中保留了
多个列向量，可以充分利用在多个测量向量之间的联

合信息（联合稀疏结构），该优点在基于 ＳＭＶ的算法框
架中是不具备的．需要指出的是，ＲＰＭＢ所侧重的是一
种加速和性能提升机制，而其本身无法完成具体重构

任务．在算法的步骤３中需要一个求解器来执行每个尝
试循环的具体求解工作．尽管步骤３并不要求特定的求
解器，但是如果所使用的求解器具有随测量向量数增

加性能提高的特点显然对发挥 ＲＰＭＢ框架的优势是有
利的．为此，本节提出了一个用于 ＲＰＭＢ框架的高性能
求解器算法，该算法带有一个高性能的支撑集识别策

略．所提出的算法在下文中简记为 ＭＯＭＰＭＭＶ（Ｍｏｄｉｆｉｅｄ
ＯＭＰＭＭＶ）．求解器首先利用现有的 ＯＭＰＭＭＶ算法［１３，１５］

重构出一个初步解，然后执行一个两步的支撑识别过

程．在初步重构后，首先计算初步解矩阵中每个行向量
的２范数，并且找出 ｍ个最大范数，将其所对应的行
的序号作为粗略的支撑集．然后利用初步重构获得的
原子集（字典）通过伪逆运算重新计算支撑集．算法２给
出了具体求解器算法．

在算法２中，函数 ｍａｘ（ｖ，ｍ）的值是返回向量 ｖ中
ｍ个最大值所对应的序号．对于Ω｛１，…，ｎ｝，ΦΩ→，

Φ↓Ω代表以ｉ∈Ω为行或列索引的Φ的子矩阵．
实验中注意到，在很多情况下，仅仅因为少量的支

撑元素识别错误而造成初步重构的结果是失败的．因
此，步骤 １～步骤 ３通过寻找更多的潜在的支撑元素
———ｍ（ｍＫ）个最大２范数所对应的序号———可以
改进容错能力．此外，由于步骤２中各个行的２范数反
映的是所有列的联合贡献，因此与只有一列的情形相

比，采用２范数后所识别出的支撑元素的可信度得到

了提高，算法的整个过程相当于充分利用了解矩阵中

各个列向量之间的公共信息．一般来说，只要这 ｍ个序
号包含Ｋ个真实的支撑元素，步骤４、５通过最优的伪逆
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运算便能够得到正确的支撑集．

算法２ ＭＯＭＰＭＭＶ求解器算法

输入：采样矩阵Φ，测量值矩阵 Ｙ，联合稀疏度 Ｋ，门限ε
输出：稀疏解 Ｚ^和支撑集Ω^
步骤１ 利用ＯＭＰＭＭＶ重构算法求解优化问题：ｍｉｎＩ（Ｚ） ｓ．ｔ． Ｙ

＝ΦＺ，并获得一个初步解 Ｚ̈
步骤２ 计算 Ｚ̈的每个行向量的２范数：

ＲｏｗＮｏｒｍ（ｉ）＝ Ｚ̈ｉ

 

→
２

步骤３ 获得初步支撑集：

Ω̈＝ｍａｘ（ＲｏｗＮｏｒｍ，ｍ）
步骤４ 计算在初步字典Ω↓Ω̈下的最优解：

珘ＺΩ̈→＝Φ↓Ω̈Ｙ
步骤５ 通过２范数和预设门限ε计算最终支撑集Ω^：

Ω^：＝｛ｉ∈Ω̈｜‖珘Ｚｉ→‖２ε｝
步骤６ 返回支撑集Ω^和由式（７）所决定的解矩阵 Ｚ^

６ 实验结果与讨论

本节实验的目的是验证 ＲＰＭＢＭＯＭＰＭＭＶ作为
ＭＷＣ亚奈奎斯特采样重构算法的优势．首先考察在相
同条件下，与 ＲｅＭＢｏ算法相比，ＲＰＭＢ算法的重构成功
率情况，同时比较在相同条件下两种算法高概率重构

所需的最小硬件通道数以及能够重构的信号的最大频

带数，最后对两种算法的重构时间进行比较和分析．
实验中，两种算法的最大迭代次数和重构误差均

设置为ＭａｘＩｔｅｒｓ＝２０，ε＝１０－３，具体稀疏宽带信号由下
式生成［１０］：

ｘ（ｔ）＝∑
Ｎ／２

ｎ＝１
ＥｎＢ槡 ｎｓｉｎｃ（Ｂｎ（ｔ－τｎ））ｃｏｓ（２πｆｎ（ｔ－τｎ））

其中，参数 Ｅｎ，Ｂｎ，ｆｎ，τｎ分别代表第ｎ个频带的能量系
数、带宽、载波频率和延迟时间，Ｎ为频带数量．各频带
的能量系数设置为 Ｅｎ＝１带宽 Ｂｎ＝５０ＭＨｚ，信号奈奎斯
特率 ｆＮＹＱ＝１０ＧＨｚ．ＭＷＣ具体采样参数按照采样原理设
置如下：ｆｓ＝ｆｐ＝ｆＮＹＱ／１９５＝５１２８ＭＨｚ；Ｌ０＝９７，Ｌ＝２Ｌ０
＋１＝１９５；ｍ＝５０．每个实验重复以下过程５００次，将成
功次数的百分率作为成功概率：

（１）按相同概率随机产生由（±１）组成的符号波形
ｐｉ（ｔ）；
（２）在区间［－ｆＮＹＱ／２，ｆＮＹＱ／２］内按均匀分布随机产

生各个频带的载波频率 ｆｎ；
（３）在有效观测时间内随机确定延时τｎ；
（４）用 ＲＰＭＢＭＯＭＰＭＭＶ算法和 ＲｅＭＢｏＯＭＰ算法

来估计支撑集，当估计支撑集与实际支撑集相同即 Ω^

＝Ω时则称重构成功，如果 Ω^Ω，同时ΦΩ^ 是列满秩
的，也作为成功的标志［１０］．

首先，考察在相同条件下 ＲＰＭＢ与 ＲｅＭＢｏ用于

ＭＷＣ重构时成功率情况．
图３给出了信号频带数分别为 Ｎ＝６和 Ｎ＝８时，

两种算法的重构成功率随通道数 ｍ的变化情况，图中
分别给出了降维程度 Ｊ＝１，２，５，１０时所对应的曲线，易
知当 Ｊ＝１时 ＲＰＭＢ退化成 ＲｅＭＢｏ．从图 ３（ａ）可以看
出，当频带数为６，通道数小于３３时，ＲＰＭＢ在各种降维
程度（Ｊ＝２，５，１０）下的重构成功率均比 ＲｅＭＢｏ高．如当
ｍ＝１８，Ｊ＝２，５，１０时 ＲＰＭＢＭＯＭＰＭＭＶ算法分别比
ＲｅＭＢｏＯＭＰ的重构成功率高４５４％，５２６％，６３４％；从
图３（ｂ）可以看出，在频带数为８时也有类似的特点，当
通道数小于３７时，ＲＰＭＢ在各种降维程度（Ｊ＝２，５，１０）
下的重构率均比ＲｅＭＢｏ高．如当 ｍ＝２５，Ｊ＝２，５，１０时
ＲＰＭＢ算法分别比 ＲｅＭＢｏ算法的重构概率高 ３９８％，
５１８％，５４８％．此外，由图３可见，在通道数较低时，随
着 Ｊ的增加，总体上ＲＰＭＢ算法的重构成功率也随之增
加，这一点表明随着保留的测量向量数 Ｊ的增加，正如
３节所分析的那样，用于重构的信息增多，ＲＰＭＢ在充分
利用联合信息的前提下有效提高了算法的重构性能．
表明随机投影过程保留多个列向量具有较大优势．

从图３还可以看出，ＲＰＭＢ高概率重构所需的硬件
通道数 ｍ要比 ＲｅＭＢｏ算法小，如当 Ｎ＝６时若需重构
概率不低于 ９９％，ＲｅＭＢｏ算法至少需要 ｍ＝３３，而
ＲＰＭＢ当 Ｊ＝２，５，１０时分别只需２７，２５，２２个硬件通道．
由此可见，若采用ＲＰＭＢ作为重构算法可以在一定程度
上节省硬件开销．

图４给出了当通道数固定为 ｍ＝３０时，两种算法
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的重构成功率随信号频带数 Ｎ的变化情况．如图所示，
随着频带数的增加，两种算法的重构概率均有下降的

趋势，这是因为通常信号越稀疏越容易获得高概率重

构，而频带数直接与未知矩阵的稀疏度相关，因此随着

Ｎ的增大，算法的重构概率必然有降低的趋势．可重构
的信号的频带数也是算法重构能力的体现．如图 ４所
示，在通道数不变的前提下，当 Ｎ４时，随着频带数的
增加 ＲｅＭＢｏ算法的重构概率便开始下降，而 ＲＰＭＢ
ＭＯＭＰＭＭＶ（Ｊ＝１０）在信号频带数 Ｎ＝８时重构概率仍
高达９９２％，可见ＲＰＭＢ算法有效提高了可重构的信号
的最大频带数量，提高了重构能力．

综上所述，ＲＰＭＢ算法通过保留更多的测量向量，
并充分利用测量向量间的联合稀疏性有效提高了算法

的重构性能，那么与 ＲｅＭＢｏ相比 ＲＰＭＢ的运算时间如
何呢？

为了比较两种算法的平均运算时间，表１统计了两
种算法在通道数 ｍ＝３０时的重构时间．实验中信号频
带数Ｎ在区间［４，１２］内以２为步长变化，对每个 Ｎ值，
按照与前述实验完全相同的方法设置信号参数，并执

行５００次步骤１～４，分别统计并计算 Ｊ＝｛１，２，５，１０｝时
的平均重构时间．实验所使用的软件为 Ｍａｔｌａｂ２０１１ｂ，所
采用的计算机主要配置如下：ＣＰＵ为 ｉ７２６４０Ｍ，双核／
２８ＧＨｚ，内存为４Ｇ．如表１所示，ＲＰＭＢ算法的重构时间
并没有随着 Ｊ的增加而大幅度增加．相反，当频带数较
大（Ｎ６）时，与 ＲｅＭＢｏ相比，ＲＰＭＢ（Ｊ＝２）、ＲＰＭＢ（Ｊ＝
５）、ＲＰＭＢ（Ｊ＝１０）算法的重构时间均比 ＲｅＭＢｏ算法有
所减小．ＲＰＭＢ保留了多个测量向量而其运算时间反而
下降，原因在于算法的平均尝试次数有所降低，进一步

分析可知，ＲＰＭＢ利用保留的多个测量向量间的联合稀
疏性提高单次尝试成功的概率，减少了特定重构问题

的平均尝试次数，因此与 ＲｅＭＢｏ相比，ＲＰＭＢ可降低重
构时间花费．当信号频带数较少（Ｎ≤４）时，ＲｅＭＢｏ算法
也可以在较少的尝试次数内完成重构，此时，与之相比

ＲＰＭＢ所节省的尝试次数不足以抵消因多个列向量参
与运算而引入的额外时间开销，因此此时的平均重构

时间会略有增加．如当 Ｎ＝２时，随着 Ｊ的增加算法的

重构时间呈递增规律变化．尽管如此，重构时间的增加
幅度很小，与保留的测量向量数 Ｊ远远未达到成倍增
长关系，因此即使在信号的频带数较低时，考虑到在重

构性能方面的优势，本文所提出的ＲＰＭＢ方法仍然是不
错的选择．
表１ 在不同降维程度下ＲＰＭＢ与 ＲｅＭＢｏ算法重构时间的比较

频带数

Ｎ

不同降维程度下的平均重构时间／ｓ

ＲｅＭＢｏ
［ＲＰＭＢ（Ｊ＝１）］

ＲＰＭＢ
（Ｊ＝２）

ＲＰＭＢ
（Ｊ＝５）

ＲＰＭＢ
（Ｊ＝１０）

１２ １．４１１９ １．０６５２ ０．６９１５ ０．６０６５
１０ ０．７７３９ ０．３６０７ ０．２１５７ ０．２０７７
８ ０．２４１４ ０．１６０９ ０．１８０２ ０．１５８６
６ ０．２９３７ ０．１６５６ ０．１８５６ ０．１５０７
４ ０．１２８８ ０．１２６８ ０．１４９４ ０．１６７９
２ ０．１０７３ ０．１２６８ ０．１４５３ ０．１５４８

７ 结论

基于随机投影思想，提出了一种 ＭＷＣ亚奈奎斯特
采样高性能重构算法，该算法由一个灵活的重构算法

框架（称为ＲＰＭＢ）和一个适用于该框架的高性能求解
器两部分组成．ＲＰＭＢ框架将 ＭＭＶ随机地投影到一个
低维空间上，并重复这个过程进行尝试性求解，提高了

算法的重构性能．ＲＰＭＢ为著名的ＲｅＭＢｏ算法提供了一
个推广的算法框架，ＲｅＭＢｏ可以看作是ＲＰＭＢ的一个特
例．此外，本文还提出了一个可以嵌入 ＲＰＭＢ框架的高
性能求解器算法．实验结果表明，与 ＲｅＭＢｏ算法相比，
所提出的算法可以充分利用多个测量向量间的联合稀

疏性，有效提高了算法的重构成功率；当信号的频带数

相同时，所提出的算法为达到精确重构所需硬件通道

数更小；在相同的硬件通道数前提下，可重构的信号频

带数更高；而且与 ＲｅＭＢｏ相比运行时间并没有大幅度
增加，当信号频带数较大时，运算时间比 ＲｅＭＢｏ算法
小．
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