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摘 要： 高维多目标优化问题普遍存在且非常重要，但是，已有的解决方法却很少．本文提出一种有效解决该问
题的融入决策者偏好的集合进化优化方法，该方法首先基于决策者给出的每个目标的偏好区域，将原优化问题的目标

函数转化为期望函数；然后，以原优化问题的多个解形成的集合为新的决策变量，以超体积和决策者期望满足度为新

的目标函数，将优化问题转化为２目标优化问题；最后，采用多目标集合进化优化方法求解，得到满足决策者偏好且收
敛性和分布性均衡的Ｐａｒｅｔｏ优化解集．将所提方法应用于４个基准高维多目标优化问题，并与其他２种方法比较，实验
结果验证了所提方法的优越性．
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１ 引言

实际优化问题通常包含多个目标，且这些目标之间

相互冲突．Ｆａｒｉｎａ等［１］把目标多于３个的优化问题，称为
高维多目标优化问题．这类问题非常普遍，如地下水管
设计［２］、背包［３］，以及电路元件布局［４］等．本文考虑的优

化问题描述为：

ｍｉｎｆ（ｘ）＝（ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｍ（ｘ））
ｓ．ｔ．ｘ∈ＳＲｎ （１）

式中：ｘ为ｎ维决策向量，Ｓ为ｘ的可行域；ｆｉ（ｘ），ｉ＝１，
２，…，ｍ为第ｉ个目标函数，ｍ为目标函数的个数，且
ｍ＞３．
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求解高维多目标优化问题时，不能得到一个在所

有目标上都最优的解，而只能得到问题的 Ｐａｒｅｔｏ优化解
集或非被占优解集．解决高维多目标优化问题的最终
目的，是找到一个或几个满足决策者偏好的非被占优

解．为此，需要引入反映决策者偏好的信息，这涉及到
决策者偏好的嵌入方式．总体上讲，有３种偏好信息嵌
入方式［５］，分别是交互法、后验法，以及先验法．

采用交互法嵌入决策者偏好，需要决策者参与整

个优化过程，容易导致决策者疲劳，也加强了来自决策

者的作用；采用后验法嵌入决策者偏好，需要基于某种

方法得到问题的 Ｐａｒｅｔｏ优化解集，或者提供决策者完整
的Ｐａｒｅｔｏ前沿，因此，除了需要很大的计算量之外，还可
能产生大量决策者不喜欢的优化解，从而增加决策者

的评价负担；采用某种优化方法求解之前，需要引入决

策者偏好以引导优化方向，从而在决策者感兴趣的区

域产生 Ｐａｒｅｔｏ优化解集．因此，通过先验法嵌入决策者
偏好，并用于求解高维多目标优化问题，往往能够得到

满足决策者偏好的优化解集．本文即采用决策者偏好
的先验嵌入方式．

除了决策者偏好嵌入的方式之外，偏好的表现形

式也很重要．目前，有多种偏好表现形式，如：参考
点［６］、参考方向［７］，以及偏好区域［８］等．通过先验法表示
决策者的偏好区域，能够提供决策者感兴趣的 Ｐａｒｅｔｏ前
沿，从而缩小搜索空间，因此，本文通过偏好区域表达

决策者偏好．
求解高维多目标优化问题时引入决策者偏好，只

是改变了目标函数的表达形式，而没有改变目标函数

的个数．也就是说，引入决策者偏好之后的问题仍然是
高维多目标优化问题．求解高维多目标优化问题存在
以下难点［９］：（１）在高维多目标空间中，需要搜索更多的
Ｐａｒｅｔｏ优化解，才能逼近问题的真实 Ｐａｒｅｔｏ前沿，因此，
增加了问题求解的复杂性；（２）对优化方法的分布性提
出了更高的要求，从而增加了问题求解的难度；（３）优
化问题的Ｐａｒｅｔｏ前沿无法可视化．因此，寻求有效的方
法解决高维多目标优化问题，是十分必要的．

如果采用合适的方法，将目标函数缩减为 ２或 ３
个，甚至一个，那么，就可以利用已有的方法高效地求

解该问题，此即高维多目标优化问题的目标缩减方法

求解．大多数目标缩减方法［１０－１２］得到的目标函数
（集），要么是原目标函数集的子集，要么是对原目标函

数集加权形成的一个新的目标函数．也就是说，缩减后
的目标函数（集）不能脱离原目标函数集．这样一来，当
目标函数很多，而冗余目标很少时，缩减后的目标函数

（集）也可能很大．
本文的贡献主要体现在：（１）给出通过目标区域表

达决策者对高维多目标偏好的方法，使得原优化问题

的目标函数能够转化为期望函数；（２）提出以超体积和
决策者期望满足度为新的目标函数的目标转化方法；

（３）通过基准优化问题，验证所提方法的有效性．

２ 目标函数向期望函数的转化

２１ 决策者偏好的表现形式

本小节借鉴偏好参考点和偏好区域的思想，通过优化

问题目标函数所在区域的子集，表示决策者的偏好，因此，

称该子集为决策者的偏好区域．记第 ｉ个目标函数所在的
区域为［ｆｍｉｎｉ，ｆｍａｘｉ］，其中，ｆｍｉｎｉ 和 ｆｍａｘｉ 分别为该目标函数的
最小值和最大值；此外，记决策者对第 ｉ个目标的偏好区
域为［αｉ，βｉ］，其中，αｉ和βｉ分别为决策者对该目标偏好区

域的下限和上限，且有 ｆｍｉｎαｉ＜βｉｆ
ｍａｘ
ｉ ．

对于问题（１）的所有 ｍ个目标，如果决策者均有明
确的偏好，那么，偏好区域可以表示为：

Ω＝∏
ｍ

ｉ＝１
［αｉ，βｉ］ （２）

特别的，当决策者对某个（些）目标的偏好为一个

点时，有：

αｉ＝βｉ （３）
此时的偏好区域在这些目标上退化为一个偏好

（参考）点；当决策者对第 ｐ个目标的偏好区域不确定，
或者其偏好区域是 ｆｍｉｎｐ，ｆｍａｘ[ ]ｐ 时，可以认为决策者在目

标空间的第 ｐ个分量上不加限制，假设这样的目标有
ｍ′个，那么，偏好区域可以表示为：

Ω＝∏
ｍ－ｍ′

ｉ＝１，ｉ≠ｐ
［αｉ，βｉ］×∏

ｍ′

ｐ
ｆｍｉｎｐ，ｆｍａｘ[ ]ｐ （４）

因此，决策者的偏好区域有多种表示形式．
当决策者的偏好区域与Ｐａｒｅｔｏ前沿相交时，那么，寻

找该交集对应最优解集的子集；否则，将偏好区域看成目

标空间中一个很大的偏好（参考）点，寻找最优解集的一个

子集，使得该子集在目标空间与偏好区域最接近．
２２ 目标函数的期望函数

本文采用 Ｈａｒｒｉｎｇｔｏｎ［１３］提出的单边期望函数，对目
标函数转化，使得转化后的目标函数能够反映决策者

对不同目标的偏好，从而将任一目标函数值映射到值

域为（０，１］的期望值．对于第 ｉ个目标函数，单边期望函
数的数学表示为：

ｄｉ（ｆｉ（ｘ））＝ｅ－ｅ
－（ａｉ＋ｂｉｆｉ（ｘ））

，ｉ＝１，２，…，ｍ （５）
由式（５）可知，为了确定具体的期望函数，需要先

给出 ａｉ和ｂｉ的值．为此，记 ｄｍｉｎｉ（ｆｉ（ｘ））和 ｄｍａｘｉ （ｆｉ（ｘ））
分别为期望函数的最小值和最大值，在实际应用中，通

常取 ｄｍｉｎｉ（ｆｉ（ｘ））＝００１和 ｄｍａｘｉ（ｆｉ（ｘ））＝０９９［１４］．此外，
偏好区域的上限βｉ和下限αｉ分别映射到期望函数的两

个边界值００１和０９９，由此，可以得到２组数据，分别
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为（αｉ，０．９９）和（βｉ，０．０１）．利用文献［１４］的方法可以求
得任何一个目标函数的期望函数．

当偏好区域退化为一个偏好（参考）点时，即式

（３），为了便于确定期望函数，首先，将该偏好（参考）点
扩展为偏好区域 αｉ＋Δｉ，αｉ－Δ[ ]ｉ，其中，Δｉ为一个参
数，且Δｉ＜＜αｉ；再按照上面的方法，确定期望函数．

基于式（２）（３）和（４）表示的决策者偏好区域和式（５）的
期望函数，优化问题（１）能够表示为如下优化问题：
ｍｉｎ－ｄ（ｆ（ｘ））＝－ｄ１（ｆ１（ｘ）），ｄ２（ｆ２（ｘ）），…，ｄｍ（ｆｍ（ｘ）））
ｓ．ｔ． ｘ∈Ｓ （６）

比较式（１）和（６）可知：２个优化问题的目标函数个
数相同，这使得高维多目标优化问题求解存在的局限

性，并没有因为问题的目标函数向期望函数转化而消

除，这说明，采用合适的方法，对期望函数转化，以降低

问题求解的复杂度，是十分必要的．

３ 期望函数的转化

本节将以期望函数为目标函数的高维多目标优化

问题转化，使得转化后优化问题的目标函数个数远少

于原优化问题，且期望得到的 Ｐａｒｅｔｏ前沿具有如下２个
特性：（１）尽可能的满足决策者的偏好，鉴于期望指标
融入了所有期望函数的信息［１３］，因此，将其作为转化后

优化问题的目标函数；（２）具有好的逼近和分布性能，
鉴于超体积能够反映 Ｐａｒｅｔｏ前沿的逼近和分布性能，转
化后优化问题应该包含超体积测度，此外，由于问题

（６）的目标函数值域为（０，１），因此，计算超体积时参考
点选为（１，１，…，１）．由于超体积的计算复杂度高，本文
采用文献［１１］提出的ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟近似方法，计算优
化解的超体积．

记由优化问题（１）的若干解形成的集合为 Ｘ，以 Ｘ
作为转化后优化问题的决策变量．问题（１）转化为如下
优化问题：

ｍａｘＦ１（Ｘ）＝λ（∪
ｘ∈Ｘ
｛ｚ｜ｄ（ｆ（ｘ））＜ｚ＜ｄ（ｆ（ｘｒｅｆ））｝）

Ｆ２（Ｘ）＝ｍａｘ
ｘ∈Ｘ

ｍ

∏
ｍ

ｉ＝１
ｄｉ（ｆｉ（ｘ槡 ））

ｓ．ｔ． Ｘ∈Ｐ（Ｓ） （７）
式中：Ｐ（Ｓ）为 Ｓ的幂集；λ（·）为勒贝格测度；ｘｒｅｆ为参考
点，对应的目标函数值为（１，１，…，１）．

４ 转化后优化问题的进化求解

４１ 集合个体比较

集合Ｐａｒｅｔｏ占优关系的定义，即定义 １，采用文献
［１５］提出的方法．

定义１ 对于问题（７）的２个解 Ｘ１，Ｘ２∈Ｐ（Ｓ），且
Ｘ１≠Ｘ２，

（１）如果对于ｋ∈｛１，２｝，有 Ｆｋ（Ｘ１）Ｆｋ（Ｘ２），且

ｋ′∈｛１，２｝，使得 Ｆｋ′（Ｘ１）＞Ｆｋ′（Ｘ２），那么，称 Ｘ１占优
Ｘ２，记为 Ｘ１ｓｐａｒＸ２；
（２）如果ｋ′∈｛１，２｝，使得 Ｆｋ′（Ｘ１）Ｆｋ′（Ｘ２），且

ｋ″∈｛１，２｝，使得 Ｆｋ″（Ｘ１）Ｆｋ″（Ｘ２），那么，称 Ｘ１和
Ｘ２互不占优，记为 Ｘ１‖ｓｐａｒＸ２．
利用定义１，可将进化种群的集合个体进行非被占

优排序．容易知道，在进化种群中，有可能存在多个集
合个体具有相同 Ｐａｒｅｔｏ序值的情况．

考虑集合个体 Ｘ，不失一般性，假设 Ｘ包含原优化
问题的ｌ个解，记为 Ｘ＝ ｘ１，ｘ２，…，ｘ( )ｌ，ｄｉ和ｄ分别为
集合个体内的解ｘｉ和集合个体Ｘ与决策者偏好区域的
距离，定义如下：

定义２ 集合个体与决策者偏好区域的距离

记 ａｉｊ为反映集合个体内的解ｘｉ是否在第ｊ个目标
偏好区域内的标志变量，其表达式为：

ａｉｊ＝
０ αｆｊ ｘ( )ｉβｊ
１{ ， 其他

（８）

当第 ｊ个目标的偏好区域为一个点时，按照第２．２节的
方法，对点进行扩展处理，那么：

ｄｉ＝ ∑
ｍ

ｊ＝１

ａｉｊｍｉｎ ｆｊ ｘ( )ｉ －αｊ，ｆｊ ｘ( )ｉ －β( )ｊ

ｆｍａｘｊ －ｆｍｉｎ( )
ｊ槡

２

（９）
这样一来，集合个体 Ｘ与偏好区域的距离为：

ｄ＝∑
ｌ

ｉ＝１
ｄｉ （１０）

由式（１０）可知，ｄ值越小，该集合个体越接近决策者的
偏好区域．因此，通过距离 ｄ，能够对具有相同序值的集
合个体进一步比较．
４２ 集合进化策略

（１）集合个体选择
采用规模为２的联赛选择．利用定义１对集合个体

进行排序，选择非支配个体作为优胜集合个体；当两个

集合个体无法比较时，利用定义２比较其 ｄ值，值较小
的作为优胜集合个体；若 ｄ值相等，则随机选择１个集
合个体作为优胜集合个体．

（２）集合个体交叉
鉴于个体编码的特殊性，设计集合个体交叉策略

时，不仅要考虑集合个体之间的交叉，还需考虑集合个

体内部的交叉，具体策略如下：

集合个体之间的交叉．假设每个集合个体的规模
Ｎ＝６，图１（ａ）所示为进化集合个体 Ｘ１和 Ｘ２之间的单
点交叉．

集合个体内部的交叉．假设原优化问题的决策变量 ｎ
＝８，且选定进化集合个体 Ｘ中的两个决策变量，也即原
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优化问题的两个解 ｘ１和 ｘ２进行单点交叉，如图１（ｂ）所
示．这里采用单点交叉是为了便于图示，实际操作中可以
采用任意一种交叉方式，本文采用模拟二进制交叉．

（３）集合个体变异
对进化集合个体内的每个解，采用传统的方法，实

施相同的变异操作．所有传统的基于解的变异策略，如
高斯变异和多项式变异，均可用于该操作．

（４）集合个体替代
采用（μ＋μ）替代策略，将父代种群和经过基于集

合的遗传操作产生的临时种群合并，利用４．１节提出的
集合个体比较方法，得到合并后种群集合个体的全序

关系，从中选取μ个优势集合个体，构成下一代种群．
４３ 算法描述

算法思想：首先，在种群进化之前，决策者提供对

每个目标的偏好区域，将原优化问题的目标函数转化

为期望函数；然后，以超体积和决策者期望满足度为新

的目标函数；最后，采用多目标集合进化优化方法求

解．此外，对合并种群排序首先采用定义１，当某些集合
个体序值相等时，采用定义２．

图２是本文算法流程，其中，灰色部分是本文所提

方法．从流程图可以直观看出，本文方法的显著特点是
对原优化问题的目标函数的两次转化．

５ 在基准高维多目标优化问题的应用

为了验证所提方法的有效性，将所提方法与如下２
种方法比较：第１种方法由文献［１６］提出，该方法是基
于集合进化的高维多目标进化优化方法，以超体积作

为评价优化解性能的指标，但是，没有嵌入决策者偏

好；第２种方法在 ＮＳＧＡＩＩ［１７］框架下，嵌入与所提方法
相同的先验偏好，但是，没有对高维多目标优化问题降

维．为了便于表达，所提方法用 ＰＳＥＡ表示，第１种方法
用ＳＴＤ表示，第２种方法用 ＰＧＡ２表示．本文实验均在
ＮＳＧＡＩＩ框架下运行．
５１ 优化问题

基准数值函数优化问题ＤＴＬＺ１、ＤＴＬＺ２、ＤＴＬＺ３，以及
ＤＴＬＺ７［１８］的 Ｐａｒｅｔｏ前沿包含了多种形式，如连续和非连
续，凹和凸，以及单峰和多峰，因此，将所提方法与对比

方法应用于以上４个基准数值函数优化问题，并比较它
们的性能．各优化问题目标函数的个数分别取５、１０，及
２０；决策变量的维数为 ｎ＝ｋ＋ｍ－１，ＤＴＬＺ１中 ｋ的取
值为 ５，ＤＴＬＺ２和 ＤＴＬＺ３中 ｋ的取值为 １０，ＤＴＬＺ７中 ｋ
的取值为２０；决策变量的取值范围均为［０，１］．
５２ 参数设置

对于ＰＧＡ２，种群规模取１００，采用规模为２的联赛
选择、模拟二进制交叉，以及多项式变异；方法 ＰＳＥＡ和
ＳＴＤ的种群规模，以及个体包含原优化问题解的个数均
取１０．集合个体之间的交叉采用单点交叉，集合个体内
部的交叉和变异操作分别采用模拟二进制交叉和多项

式变异；３种方法均采用相同的交叉和变异概率，分别
为０９和０１，交叉和变异操作的分布系数均为 ２０；最
大进化代数 Ｔｍａｘ可以由决策者任意确定，这里设置 Ｔｍａｘ
＝１００．每种方法均独立运行２０次，记录实验结果，并求
取这些实验结果的平均值．
５３ 性能指标

采用如下２个性能指标比较不同方法的性能：
（１）最大超体积，简称 Ｈ测度，某方法所得Ｐａｒｅｔｏ前

沿的超体积越大，该前沿越逼近真实的 Ｐａｒｅｔｏ前沿．
（２）期望指标［１５］，简称 Ｄ测度，某方法所得 Ｐａｒｅｔｏ

优化解集的期望指标值越大，该解集越能满足决策者

偏好，见式（７）中的 Ｆ２（Ｘ）．
５４ 实验结果与分析

实验分为如下２组：第１组统计期望指标值随进化
代数增加的变化，以及优化解在目标空间和期望空间

的前沿，以验证所提方法能够找到满足决策者偏好的

优化解集；第２组比较不同方法的超体积和非被占优解
随代数增加所占的比例，以验证所提方法的有效性．

６３９ 电 子 学 报 ２０１４年



（１）不同方法所得优化解满足决策者偏好的程度
对ＳＴＤ方法得到的优化解，嵌入与所提方法相同

的决策者偏好，采用期望函数转化后，统计 Ｄ测度值随

进化代数的变化．实验结果如图３所示，图中，横坐标表
示进化代数；纵坐标表示Ｄ测度值．

由图３可以看出：（１）对于相同的进化代数，所提方
法的Ｄ测度值均优于 ＳＴＤ；（２）所提方法的 Ｄ测度值随
着进化代数的增加呈上升趋势，且维持在较高的水平；

而 ＳＴＤ的Ｄ测度值比较随机．
为便于可视化，图４给出优化问题ＤＴＬＺ２包含２个

目标函数时，所提方法得到的问题（１）和（７）的 Ｐａｒｅｔｏ前
沿，图中，（ａ）假定决策者事先给出的 ２个目标具有相

同的偏好区域［０．２，０．５］；（ｂ）假定决策者事先给出的２
个目标具有不同的偏好区域，ｆ１（ｘ）的偏好区域为［０．６，
０．９］，ｆ２（ｘ）的偏好区域为［０．２，０．５］；（ｃ）假定决策者在
这２个目标上均没有明确的偏好或偏好于整个目标区
域，因此 ２个目标具有相同的偏好区域，均为［０．０１，
０．９９］．图４中每组的第１幅图和第２幅图分别是 Ｐａｒｅｔｏ
优化解在目标空间和期望空间的分布情况．

由图４可以看出：（１）除了图（ａ）的３个解和图（ｂ）
的２个解之外，其余的解都在决策者偏好区域内；（２）所
提方法得到的 Ｐａｒｅｔｏ前沿对应的优化解包含个别被占
优解，这是因为，所提方法仅考虑个体，即原优化问题

解集的占优关系，而没有进一步区分包含在个体中不

同优化解的性能；（３）虽然大部分优化解在决策者偏好
区域内，但是，没有覆盖整个偏好区域．这是因为，所提
方法将反映逼近性能的超体积作为选择优势个体的准

则之一．
（２）不同方法的超体积和非被占优解随代数增加

所占的比例

本组实验分为如下２部分：第１部分比较所提方法
与另外２种方法的超体积，如图５所示；第 ２部分比较
所提方法与ＰＧＡＩＩ的非被占优解随代数增加所占的比
例，图６中，横坐标是进化代数；纵坐标是非被占优解所
占的比例．
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由图５可以看出：（１）除了２与１０目标ＤＴＬＺ１，以及
２与５目标ＤＴＬＺ２，所提方法得到的 Ｈ测度与 ＳＴＤ无明
显差异之外，对于其他优化问题，ＳＴＤ得到的 Ｈ测度显
著优于所提方法；（２）对于所有优化问题，所提方法的
超体积均优于ＰＧＡ２．

由图６可以看出，（１）对于相同的进化代数，所提方
法得到的非被占优解所占的比例明显小于ＰＧＡ２，这说
明，所提方法能够增大Ｐａｒｅｔｏ优化解集的选择压力；（２）
ＰＧＡ２得到的非被占优解所占的比例均大于０５，这说
明，对于高维多目标优化问题，ＰＧＡ２维持 Ｐａｒｅｔｏ优化

解的选择压力非常有限；（３）随着进化代数的增加，这２
种方法得到的非被占优解所占的比例变化不大，这说

明，每种方法引导种群进化的动力基本不随进化代数

而变化．
通过以上实验结果与分析，可以得到如下结论：

（１）所提方法能够得到偏好区域内或接近偏好区域的
Ｐａｒｅｔｏ优化解集；（２）所提方法解决高维多目标优化问
题时，能够提高最优解的选择压力，并得到收敛性和期

望性均衡的Ｐａｒｅｔｏ优化解集．

６ 结束语

高维多目标优化问题是一类普遍存在且非常重要

的优化问题．本文提出一种用于解决该问题的融入决

策者偏好的集合进化优化方法．该方法采用区域表示
决策者的偏好，基于此确定期望函数，实现原优化问题

的目标函数向期望函数的转化；以原优化问题的多个

解形成的集合为新的决策变量，以超体积和决策者期
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望满足度为新目标函数，将优化问题转化为２目标优化
问题；采用多目标集合进化优化方法求解，得到满足决

策者偏好且收敛性和分布性均衡的Ｐａｒｅｔｏ优化解集．
实验结果表明，通过在目标函数中嵌入决策者偏

好，并对目标函数转化，能够体现决策者偏好的同时，

大大降低了问题求解的难度，是解决高维多目标优化

问题的有效途径．
需要指出的是，决策者的偏好也可以采用其他形

式表示，如偏好多面体或偏好点，此时，得到的体现决

策者偏好的转化后优化问题模型，与本文有很大区别；

此外，设计合适的集合进化策略，也将有利于提高 Ｐａｒｅ
ｔｏ优化解集的性能．这是需要进一步研究的问题．
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