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摘 要： 压缩感知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）理论中，投影矩阵优化是一类通过提高观测数据信息量而改善性能的
方法．由于投影矩阵与稀疏字典内积构造的Ｇｒａｍ矩阵必定奇异，基于广义逆矩阵求解方法存在计算精度的问题．本文
提出了一种利用拟牛顿法的ＣＳ投影矩阵优化算法．该算法分为两步：一是利用阈值函数约束 Ｇｒａｍ矩阵非对角线元
素，使投影矩阵与稀疏字典的互相关系数逼近 Ｗｅｌｃｈ界；二是采用秩２校正得到 Ｈｅｓｓｉａｎ阵逆近似去修正梯度搜索方
向．两个步骤交替执行，直到解出符合优化要求的投影矩阵．该算法始终保持下降性，具有超线性收敛速度，避免了矩
阵函数二阶导数复杂的计算，计算量较小．实验结果表明，当信号稀疏度或观测数据相同时，本文算法的重构结果优于
其他算法．
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１ 引言

压缩感知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）理论是一种不同
于传统香农采样定理的信号欠采样理论，其核心思想

是：利用信号先验稀疏性，通过尽量少的观测信息恢复

原信号［１，２］．因其为缓解信号采集和存储过程中海量数
据压力提供了一种新的解决思路，而受到众多研究人员

的关注［３～５］．利用信号稀疏性，构造一个ＣＳ系统包括两
个步骤：设计感知机构（编码机构）和选取合适的重构算

法（解码机构）．两个步骤缺一不可，然而，信号重构（解
码）所需的数据量依赖于感知机构和稀疏字典之间的互

相关性和信号的稀疏度［６］．因此，设计优秀的感知机构
是首先需要解决的问题，即：如何使每个观测数据包含

更多的信息，或者说精确重构所需的观测数据更少．
常用投影矩阵优化方法帮助完成感知机构的设计，

它通过一系列步骤降低投影矩阵与稀疏字典的最差相

似性［７］，进而提高压缩感知重构性能．这类方法首先通
过投影矩阵与稀疏字典的内积构造一个 Ｇｒａｍ矩阵［８］，
然后通过研究Ｇｒａｍ矩阵的特性使两者不相关，最后解
出满足该条件下的投影矩阵．文献［７］中，Ｅｌａｄ通过阈值
函数减少Ｇｒａｍ矩阵的非对角线元素，该算法参数选择
依靠经验，迭代次数较多，而且收缩操作可能引入新的
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较大干扰．Ｘｕ等［９］通过等角紧框架 （ＥｑｕｉａｎｇｕｌａｒＴｉｇｈｔ
Ｆｒａｍｅ，ＥＴＦ）来逐步更新Ｇｒａｍ矩阵，让 Ｇｒａｍ矩阵的非对
角线元素等于矩阵的最大互相关系数，为了获得较好

的性能，此方法迭代次数也较多．Ｚｈａｏ等［１０］用平均化
Ｇｒａｍ矩阵大于零的特征值的方法来逐步优化投影矩
阵．仿真实验结果表明上述方法可以不同程度地减小
重建误差和压缩比．然而，这类方法均采用广义逆矩阵
反解出投影矩阵，由于 Ｇｒａｍ矩阵必然奇异，所以也带
来了计算精度的问题．

一类解决方法是用矩阵函数的无约束非线性最优

化方法逼近．文献［１１］中，ＶａｈｉｄＡｂｏｌｇｈａｓｅｍｉ采用梯度下
降法使 Ｇｒａｍ矩阵接近于单位阵．然而，单位矩阵是一
种严格约束条件，并不适合做逼近目标［１２］．为解决该问
题，文献［１２］选择了 Ｇｒａｓｓｍａｎｉａｎ框架的变型作为 Ｇｒａｍ
矩阵的逼近目标．在此基础上，提出了一种基于矩阵梯
度的交替最小化算法．上述方法用数学规划的方法来
代替广义逆计算，取得了不错的效果．然而，这类算法
存在收敛速度慢，搜索过程可能振荡的缺点．

为克服这些缺点，本文将拟牛顿法推广到矩阵函

数中，提出了一种新的 ＣＳ投影矩阵优化算法．该算法
迭代执行两步：第一步，通过投影矩阵和稀疏字典的内

积构造Ｇｒａｍ矩阵，然后利用阈值函数将Ｇｒａｍ矩阵非对
角元素限制在 Ｗｅｌｃｈ界附近．第二步，利用拟牛顿法计
算出矩阵函数的 Ｈｅｓｓｉａｎ阵逆近似及符合 Ｗｏｌｆｅ准则的
步长因子，通过求解最优化问题得到新的投影矩阵．本
算法逼近速度较快，稳健性好，计算复杂度较低．

２ 压缩感知背景

压缩感知是一种在保证信息不损失的前提下，信

号采集和压缩同时进行的方法．其将信号投影到感知
机构（投影矩阵）上，利用这些投影得到的观测值将原

始信号恢复出来．使用压缩感知采样的前提：被采样信
号是稀疏信号．虽然自然界中绝大部分信号都不是稀
疏信号，但是可以利用适当的稀疏字典，使其具有稀疏

性质．因此，本文只讨论 Ｋ－稀疏信号，设 Ｎ维信号ｘ
是在稀疏字典Ψ 下的 Ｋ－稀疏信号 ｘ＝Ψα，其中

‖α‖０＝Ｋ，ＫＮ．ＣＳ使用 Ｍ×Ｎ的投影矩阵Φ ＝
（φ１，φ２，…，φＭ）对其进行采样得到观测值 ｙ＝（ｙ１，ｙ２，
…，ｙＭ）．ＣＳ采样框架可以表示为

ｙ＝Φｘ＝ΦΨα （１）
由于 ＭＮ，因此从观测值 ｙ重构出信号ｘ^变成了求解
如下最优化问题：

ｍｉｎ‖α‖０ ｓ．ｔ． ｙ＝ΦΨα （２）
其中，‖α‖０表示α的ｌ０范数．由上式的解α^，得到重
构信号 ｘ^＝Ψα^．

压缩感知的过程如图１所示，由投影矩阵组成的编

码机构对信号 ｘ采集编码，得到观测数据 ｙ，然后由重
构算法利用投影矩阵和稀疏字典重构出信号估计 ｘ^．为
了得到好的压缩感知重构效果，我们期望投影矩阵Φ
与稀疏字典Ψ 不相关．一种表达两个矩阵关系的常用
刻画是互相关系数（ＭｕｔｕａｌＣｏｈｅｒｅｎｃｅ），这里我们引用文
献［７］中的定义：

μ｛Ｄ｝＝
ｄｅｆ
ｍａｘ

１≤ｉ，ｊ≤ｋ，ｉ≠ｊ

ｄＴｉｄｊ
‖ｄｉ‖·‖ｄｊ‖

（３）

其中，矩阵 Ｄ为ΦΨ进行列单位化后的矩阵，ｄｉ为矩阵
Ｄ的列向量．互相关系数μ定义为矩阵Ｄ中任意两列
内积的最大值．令 Ｇｒａｍ矩阵 Ｚ＝ΨＴΦＴΦΨ，互相关系
数μ也可表示为Ｇｒａｍ矩阵中非对角线元素的最大值，
即μ＝ｍａｘｉ≠ｊ｜ζｉｊ｜

，其中，ζｉｊ＝ｄＴｉｄｊ是Ｇｒａｍ矩阵的元素．

３ 基于拟牛顿法的ＣＳ投影矩阵优化

为了克服第１节中指出的问题，本文将拟牛顿法引
入到矩阵函数优化问题中，提出了一种基于拟牛顿法

的压缩感知投影矩阵优化方法．提出的算法延续了文
献［７，１１，１２］的研究思路，用 Ｈｅｓｓｉａｎ阵逆近似对每次的
梯度搜索方向进行修正，使其搜索效率提高，并且减少

了搜索振荡的情况．
３１ 矩阵函数的梯度下降搜索

由第２节的定义可知，互相关系数μ的物理意义
是投影矩阵Φ与稀疏字典Ψ 的最差相似性．理所当然
的期望其越小越好．文献［１３］给出了互相关系数μ的
一个下界，也叫Ｗｅｌｃｈ界，即

μ≥
Ｎ－Ｍ
Ｍ（Ｎ－１槡 ）

（４）

其中，Ｎ为信号维度，Ｍ为观测数据个数．为了保证没
有过大的互相关系数，这里对Ｇｒａｍ矩阵 Ｚ的非对角线
元素进行约束．简单直接的解决方案是限制后的矩阵

Ω具有单位对角线元素和符合下列条件的非对角线元

素，约束函数如下：

ｉ，ｊ，ｉ≠ｊ，ωｉｊ＝
ζｉｊ， ｉｆ｜ζｉｊ｜＜μＥ

μＥ·ｓｉｇｎ（ζｉｊ），
{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（５）

其中，ζｉｊ，ωｉｊ分别为矩阵Ｚ，矩阵Ω 的第ｉｊ元素，μＥ为
Ｗｅｌｃｈ界上的互相关系数．约束后的矩阵Ω 使最差相
似性不大于Ｗｅｌｃｈ界．下一步的任务是解出符合该条件
的投影矩阵Φ，可以把该问题看作投影矩阵Φ 作为变
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量矩阵的无约束优化问题，如下式所示：

ｍｉｎ
Φ
‖ΨＴΦＴΦΨ－Ω‖２Ｆ （６）

其 中，‖·‖Ｆ 为 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范 数．令 Ｊ（Φ）＝

‖ΨＴΦＴΦΨ－Ω‖２Ｆ，计算矩阵梯度：

ｇ（Φ）＝
Ｊ（Φ）
Φ

＝
Φ
ｔｒ（ΨＴΦＴΦΨ－Ω）Ｔ（ΨＴΦＴΦΨ－Ω{ }）

（７）

其中，ｔｒ（·）为矩阵迹，根据矩阵求导性质［１４］得到：
ｇ（Φ）＝４ΦΨ（ΨＴΦＴΦΨ－Ω）ΨＴ （８）

文献［１１，１２］以负梯度方向为搜索方向逼近目标．
其中，文献［１１］凭借经验选择步长因子，文献［１２］根据
上一次迭代的步长因子计算新的步长因子．该类方法
实际上是把梯度下降法推广到矩阵函数中．不足处是
某些情况下，负梯度方向并不是最优的搜索方向（如

“山谷”目标函数会引起搜索振荡），只具有线性收敛速

度，收敛速度慢．当步长因子选择不恰当时，算法可能
不收敛．
３２ 拟牛顿条件

拟牛顿法是常用的改进方法，其核心是利用 Ｈｅｓ
ｓｉａｎ矩阵逆的近似来修正搜索方向．对于标量函数，设
ｆ：ＲＲｎ→ＲＲ二次连续可微．那么，ｆ在ｘ（ｋ＋１）处的二次 Ｔａｙ
ｌｏｒ展开式为

ｆ（ｘ）≈ｆ（ｘ（ｋ＋１））＋ｇ（ｋ＋１）Ｔ（ｘ－ｘ（ｋ＋１））

＋１２（ｘ－ｘ
（ｋ＋１））ＴＧ（ｋ＋１）（ｘ－ｘ（ｋ＋１）） （９）

对上式求导

ｇ（ｘ）≈ｇ（ｋ＋１）＋Ｇ（ｋ＋１）（ｘ－ｘ（ｋ＋１）） （１０）
令 ｘ＝ｘ（ｋ），位移 ｓ（ｋ）＝ｘ（ｋ＋１）－ｘ（ｋ），梯度差 ｙ（ｋ）

＝ｇ（ｋ＋１）－ｇ（ｋ），则有：
Ｇ（ｋ＋１）ｓ（ｋ）≈ｙ（ｋ） （１１）

拟牛顿法目标是构造出Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵的近似 Ｂ（ｋ＋１）满足
这种关系式，即：

Ｂ（ｋ＋１）ｓ（ｋ）＝ｙ（ｋ） （１２）

上式称作拟牛顿条件，令 Ｈ（ｋ＋１）＝Ｂ（ｋ＋１）
－１

，则得

到另一种形式：

Ｈ（ｋ＋１）ｙ（ｋ）＝ｓ（ｋ） （１３）
本文将拟牛顿法的概念推广到矩阵函数中，借鉴

ＤＦＰ法的思想，即对满足拟牛顿条件的所有对称矩阵中
施加额外的条件，要求 Ｈ（ｋ＋１）在某种意义上要靠近当
前矩阵 Ｈ（ｋ）．构造秩 ２校正公式，利用待定系数法求
解，设

Ｈ（ｋ＋１）＝Ｈ（ｋ）＋ｕｕＴα＋ｖｖＴβ （１４）
其中，α，β为Ｍ×Ｎ矩阵，ｕ，ｖ为Ｍ×Ｎ矩阵．代入式
（１３）

Ｈ（ｋ＋１）ｙ（ｋ）＝Ｈ（ｋ）ｙ（ｋ）＋ｕｕＴαｙ（ｋ）＋ｖｖＴβｙ
（ｋ）

＝ｓ（ｋ）
（１５）

这里 ｕ，ｖ选择不唯一，可选 ｕ＝γＨ（ｋ）ｙ（ｋ），ｖ＝
θｓ（ｋ），其中，γ，θ是待定的标量参数．

γ
２Ｈ（ｋ）ｙ（ｋ）ｙ（ｋ）ＴＨ（ｋ）Ｔαｙ（ｋ）＋θ２ｓ（ｋ）ｓ（ｋ）Ｔβｙ

（ｋ）

＝ｓ（ｋ）－Ｈ（ｋ）ｙ（ｋ）
（１６）

Ｈ（ｋ）ｙ（ｋ）（γ２ｙ（ｋ）ＴＨ（ｋ）Ｔαｙ（ｋ）＋Ｉ）＋ｓ（ｋ）（θ２ｓ（ｋ）Ｔβｙ（ｋ）－Ｉ）＝０
（１７）

利用待定系数法，可得

αγ
２＝（－１）（ｙ（ｋ）ＴＨ（ｋ）Ｔ）－１（ｙ（ｋ））－１

＝（－１）（ｙ（ｋ）ｙ（ｋ）ＴＨ（ｋ）Ｔ）－１ （１８）

βθ
２＝（ｓ（ｋ）Ｔ）－１（ｙ（ｋ））－１＝（ｙ（ｋ）ｓ（ｋ）Ｔ）－１ （１９）

代入式（１４），得到
Ｈ（ｋ＋１）＝Ｈ（ｋ）－Ｈ（ｋ）ｙ（ｋ）ｙ（ｋ）ＴＨ（ｋ）（ｙ（ｋ）ｙ（ｋ）ＴＨ（ｋ）Ｔ）－１

＋ｓ（ｋ）ｓ（ｋ）Ｔ（ｙ（ｋ）ｓ（ｋ）Ｔ）－１ （２０）
令初始条件Ｈ（０）为单位阵，即初始搜索方向 ｐ（０）

为负梯度方向，第 ｋ次迭代的基本结构如下：
①置 ｐ（ｋ）＝－Ｈ（ｋ）ｇ（ｋ）；
②沿 ｐ（ｋ）作线搜索得到 ｘ（ｋ＋１）＝ｘ（ｋ）＋λｋｐ（ｋ），λｋ

为步长因子；

③校正 Ｈ（ｋ）得到 Ｈ（ｋ＋１）；
３３ 步长因子

本小节讨论本文算法的收敛性．拟牛顿法当且仅
当修正因子 Ｈ（ｋ）的正定时，即 ｓ（ｋ）和 ｙ（ｋ）满足曲率条件
ｓ（ｋ）Ｔｙ（ｋ）＞０时，具有全局收敛性．然而，该条件对非凸
函数并不是总是成立．故在一般情况下，要对确定的步
长因子施加某种限制，从而强迫成立．事实上，如果要
求步长满足Ｗｏｌｆｅ准则，就可保证成立．有 ｇ（ｋ＋１）Ｔｓ（ｋ）＞
σｇ（ｋ）Ｔｓ（ｋ），利用位移 ｓ（ｋ）＝ｘ（ｋ＋１）－ｘ（ｋ）和梯度差 ｙ（ｋ）

＝ｇ（ｋ＋１）－ｇ（ｋ），则
ｙ（ｋ）Ｔｓ（ｋ）≥（σ－１）ｇ（ｋ）Ｔｓ（ｋ）＝（σ－１）λｋｇ（ｋ）Ｔｐ（ｋ）

（２１）
因为σ＜１且 ｐ（ｋ）是下降方向，所以右端的项是正

的，从而曲率条件成立．选择满足 Ｗｏｌｆｅ准则的步长因
子可保证修正因子 Ｈ（ｋ）正定性．本文采用经典的回溯
Ａｒｍｉｊｏ搜索过程确定步长因子．

综上，提出的算法步骤如算法１所示．
算法１ 本文算法

输入参数：投影矩阵Φ∈ＲＲｍ×ｎ，稀疏字典Ψ∈ＲＲｎ×ｎ，迭代次数 Ｌ，收
敛容忍ε

（１）迭代 ｌ从１到 Ｌ；
（２）计算Ｇｒａｍ矩阵Ω←ΨＴΦＴΦΨ；
（３）使用公式（５）约束Ｇｒａｍ矩阵Ω；
（４）初始化 Ｈ（０）为单位矩阵，ｋ←０；
（５）Ｗｈｉｌｅ‖ｇ（Φ）‖２＞εｄｏ；

（６）矩阵梯度 ｇ（Φ）←４ΦΨ（ΨＴΦＴΦΨ－Ω）ΨＴ；
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（７）搜索方向 ｐ（ｋ）←－Ｈ（ｋ）ｇ（Φ）；
（８）按照Ｗｏｌｆｅ条件沿方向 ｐ（ｋ）线性搜索求步长因子αｋ，式（２１）；

（９）Φ（ｋ＋１）←Φ（ｋ）＋αｋｐ（ｋ）；

（１０）ｓ（ｋ）←Φ（ｋ＋１）－Φ（ｋ）与 ｙ（ｋ）←ΦＪ
（ｋ＋１）－ΦＪ

（ｋ）；

（１１）按照式（１８）计算 Ｈ（ｋ＋１）；
（１２）如果矩阵梯度小于容忍，则执行下一步，否则跳到第 ６步，
ｋ←ｋ＋１；
（１３）如果迭代 ｌ＞Ｌ，则跳出，输出投影矩阵Φ（ｋ），否则跳到第２步．

４ 实验与分析

提出的算法在本节中进行了验证．其中，初始投影
矩阵选择高斯随机矩阵，稀疏字典选择 ＤＣＴ变换矩阵，
重构算法采用ＯＭＰ算法．实验１、实验２分别对一维信
号、二维图像进行了压缩感知采样与重构．图２、图３可
以看出，在不改变观测值个数的情况下，本文算法能够

有效的提高重构效果．实验３对比了不同算法的投影矩
阵优化效果，从图４、图５中可以看出，经过 Ｅｌａｄ方法、
Ｖａｈｉｄ方法对投影矩阵优化后，压缩感知的性能均有提
高，但本文算法表现更好．表２表明本文算法在提高重
构精度的同时，由于没有计算矩阵函数复杂的二阶导

数，所以增加的计算量不多．测试环境为ＭａｔｌａｂＲ２０１１ｂ、
ＰｅｎｔｉｕｍＤｕａｌＣｏｒｅＣＰＵＥ５２００和１．９６ＧＢ内存．
４１ 一维信号压缩感知采样与重构

本小节测试一维稀疏信号的压缩感知采样与重构

的效果．首先，用随机排列（Ｒａｎｄｐｅｒｍ）的方法生成非零
项个数 ｓ＝２５，长度 ｎ＝２００的稀疏信号，分别用高斯投
影矩阵和本文算法优化后的投影矩阵进行采样，观测

值个数均为 ｍ＝５０，再利用 ＯＭＰ重构算法进行重构原
信号．优化参数迭代次数 Ｌ＝２００，容忍ε＝１ｅ－６．实验
结果如图２．

可以看出，本文算法优化后，ＣＳ的重构效果有明显
提高．从上到下，第 １个子图为原信号（随机的稀疏信
号）．第２个子图为高斯随机投影矩阵采集，用 ＯＭＰ算
法重构的效果．其中，４个主峰值得到准确重构，但是一

些细节出现了误差．这说明采用高斯随机投影矩阵采
集到得观测值包含的信息量不足，或者说观测值个数

不足．例如，原信号应该有的一些细节，在重构信号中
并没有出现，图中用方块标出；还有一些原信号为平

滑，在重构信号中出现了峰，图中用小圈标出．第３个子
图为本文算法优化后投影矩阵采集，用 ＯＭＰ算法重构
的结果．原信号得到了精确重构．这说明在相同观测值
个数的情况下，本文算法优化后投影矩阵能够得到信

息量更高的观测值，从而提高ＣＳ的性能．
４２ 二维图像压缩感知采样与重构

本小节测试二维图像的压缩感知采样与重构的效

果．这里采用分辨率为２５６×２５６的灰度图像 Ｃａｍｅｒａｍａｎ
作为测试对象．将灰度图像归一化后，转换为６５５３６×１
的列向量．观测比例为 ５０％，即投影矩阵为 ３２７６８×
３２７６８．与上一节类似，分别用高斯投影矩阵和本文算法
优化后的投影矩阵进行采样，然后用ＯＭＰ算法重构．实
验结果如图３、表１所示．

表１ 优化前后重构误差比较

投影矩阵 重构误差（％）

高斯随机投影矩阵（优化前） １５．６５

本文算法（优化后） ９．６３

图３中，从上到下的三个子图分别是原始图像、高
斯随机投影矩阵采集后重构图像结果、本文算法优化

后投影矩阵后重构图像结果．可以看出，在５０％的观测
值下，高斯随机投影矩阵和本文算法均能完整重构原

图，然而，本文算法在一些细节上（如大衣、天空）重构

的更加接近原图．表１是重构误差的数值比较，其中，重
构误差为 ｅｒｒｏｒ＝‖Ｉ^－Ｉ‖Ｆ／‖Ｉ‖Ｆ，^Ｉ为重构图像，Ｉ
为原图像，‖‖Ｆ为Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数．从数值上可以看出，
本文算法优化后，压缩感知重构精度增加，这与上一小

节一维信号的结论一致．
４３ 不同算法比较

前面两小节从实验角度验证了算法的有效性，本

小节将与一些经典算法进行比较．用来比较的算法是
文献［７］所述经典的基于 Ｇｒａｍ阈值的方法及文献［１２］
提出的基于梯度的交替最小化的方法．

首先测试各算法随着观测值个数增加的变化趋
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势．随机生成 Ｎ＝１００００００个稀疏信号（相当于１００万次
重复实验），长度 ｎ＝１２０，每个稀疏向量包含 Ｔ＝４个数
非零项．非零项位置随机分布，且稀疏信号之间也不
同．观测值 ｍ的范围取值为［１６，４０］，步进为１．分别用
文献［７］算法（ＥｌａｄＭｅｔｈｏｄ），文献［１２］算法（Ｖａｈｉｄ
Ｍｅｔｈｏｄ），以及本文算法采样，然后重构信号．当重构信
号的误差大于１ｅ－３时，计为１个重构错误．当重构错
误大于３００个时，迭代终止，可提前跳出循环．错误率结
果采用对数表达形式，如下图２所示．

图４的纵轴是错误率，即重构错误个数／实验次数，
横轴为观测值个数．可以看出，所有曲线均随观测值个
数的增加，错误率减少．这说明当观测值增多时，总信
息量增加，信号重构的概率下降．但不同算法的下降趋
势不同．圈形曲线为高斯随机投影矩阵，当观测值个数
从１６增加到４０时，重构错误率仅降低一个数量级．星
形曲线为文献［１２］算法，矩形曲线为文献［７］算法，其效
果优于高斯随机投影矩阵．本文算法为六边形曲线．以
１０２的重构误差精度为例，文献［１２］算法需要４０个观测
值，文献［７］算法需要２４个观测值，而本文算法只需１８
个，即本文算法使每个观测值的平均信息量得到更大

提高．可以看出，本文算法明显优于同类算法．
接着测试的是各算法随着信号稀疏度的变化趋

势．基本参数相同．不同的地方是，稀疏信号长度 ｎ＝
１２０，信号非零元素个数 Ｔ的取值范围为［１，７］，观测值
ｍ固定为２５．错误结果仍采用对数表达形式，如图５所
示．

从图５可以看出，所有曲线的错误率随信号非零元
素个数 Ｔ的增加而增加．这说明：信号非零元素个数越
多（越不稀疏），重构难度越大．可以看出，本文优化后
的投影矩阵（紫色曲线）性能有明显改进．例如：在 Ｔ＝３
时，高斯投影矩阵重构误差精度为１０－１左右，而本文算
法优化后略优于 Ｅｌａｄ方法，重构误差精度接近１０－３．从
稀疏适应性角度考虑，重构误差精度要求为１０－１，高斯
投影矩阵只能采集非零元素 Ｔ＝１的信号，而本文算法

可采集非零元素 Ｔ＝４的信号．同样，优于同类其他算
法．表 ２为三种方法的平均运行时间．可以看出，Ｖａｈｉｄ
方法的运行时间最快，这是由于其算法中只包括矩阵

乘法和矩阵转置等简单步骤．Ｅｌａｄ方法次之．本文方法
增加了计算修正因子的步骤，运行时间有所增加．但由
于拟牛顿法的特点，避免了计算矩阵函数复杂的二阶

导数，所以在提高了重构精度的同时，运行时间增加并

不多．在参数不发生改变的情况下，压缩感知系统的投
影矩阵一旦生成后很少改变，不要求实时更新，所以运

算时间少许增加属于可以接受范围．

表２ 不同算法平均运行时间

投影矩阵优化算法 平均运行时间（ｓ）

Ｅｌａｄ方法 ８．１３５

Ｖａｈｉｄ方法 ５．３７４

本文方法 １０．６０３

５ 结论

投影矩阵（编码机构）作为压缩感知的前端，与信

号重构（解码机构）具有同样重要的意义．投影矩阵优
化问题是提高压缩感知性能的一种重要方法．本文深
入分析了压缩感知投影矩阵优化问题，提出了 Ｇｒａｍ矩
阵约束和矩阵函数优化逼近交替执行的投影矩阵优化

方法．该算法在矩阵函数优化中引入拟牛顿法，构造出
与稀疏字典更加不相关的投影矩阵，使得观测值包含

更多的信息量，提高压缩感知的重构精度．实验结果表
明了算法的有效性．本文的研究工作还有许多有待改
进的地方．例如，如何完成超高分辨率图像（如遥感图
像）的投影矩阵优化；投影矩阵优化与重构设计的有机

结合（如文献［１４］），构造更高性能压缩感知等．
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