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摘 要： 网格算法是最常见的衍射层析成像的频域重建算法，然而这种算法却容易引入误差，且对采样点的分

布形状较敏感，因此，本文提出了一种基于Ｖｏｒｏｎｏｉ图密度补偿的超声衍射层析成像重建算法．首先，用三角剖分快速
生成算法生成投影数据的Ｖｏｒｏｎｏｉ图，并对在外凸壳上对应的Ｖｏｒｏｎｏｉ图面积是无穷大的点通过拟合、插值处理使之变
为有限的补偿面积，从而得到整个点集的补偿面积．其次，提出了基于Ｖｏｒｏｎｏｉ图面积密度补偿的衍射层析成像的非均
匀傅里叶变换网格重建算法，重建图像的质量较没有补偿的有很大提高．最后，提出了选取１／４圆弧的数据集重建方
案，实验结果表明：在重建质量相当的情况下，１／４圆弧的重建时间比１／２圆弧少２７．３２％．
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１ 引言

在衍射层析成像中，投影数据傅里叶变换得到的数

据集所在的空间，通常称为 ｋ空间（复平面）．此时，图像
重建变成一个傅里叶逆变换问题．衍射层析成像投影数
据集在 ｋ空间呈半圆弧状非均匀分布，需要用核卷积算
法将数据插值到笛卡尔网格上，再用傅里叶逆变换进行

重建，这类算法称之为非均匀傅里叶变换（ＮＵＦＦＴ）．衍射
层析成像非笛卡尔分布的半圆弧状数据点集的采样密

度在 ｋ空间上的分布是不均匀的，故这种采样密度不均
匀性会造成网格化后取值结果有很大偏差，严重影响图

像重建质量，因此，超声衍射层析成像必须对采样 ｋ空
间上的数据点集进行补偿密度，然后才能用相关的图像

重建算法实现重建．近年来，国内外学者对利用密度补偿
改善核磁图像重建质量做了深入研究，取得了很好的成

果［１～３］．鉴于超声衍射层析成像数据点集和核磁的 ＰＲＯ
ＰＥＬＬＥＲ数据集在 ｋ平面上都呈非笛卡尔状分布，本文
提出一种基于 Ｖｏｒｏｎｏｉ图密度补偿的衍射层析成像重建
算法，该算法用Ｖｏｒｏｎｏｉ图面积来对不均匀分布的投影数
据进行密度补偿，并用核函数进行卷积插值到笛卡尔网

格上，最后用傅里叶逆变换进行重建，实验结果表明经过

密度补偿后重建图像的质量比补偿前有很大的提高．
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２ Ｖｏｒｏｎｏｉ图简介

Ｖｏｒｏｎｏｉ图结构的概念是由俄国数学家 ＭＧＶｏｒｏｎｏｉ
图于１９０８年提出的，其实质是一种在自然界中宏观和
微观实体距离的相互作用的普遍结构，因而具有广泛

的应用范围［４］，Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形是将具有共同边界的
Ｖｏｒｏｎｏｉ图单胞对应的节点连接而构成的，这些多边形
是以维诺多边形顶点为外接圆圆心的．维诺多边形和
Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形成对偶关系，所以生产 Ｖｏｒｏｎｏｉ图时，先
生成Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网，再对三角网中每一三角形三条边
作中垂线，这些中垂线相交就构成了维诺多边形，

Ｖｏｒｏｎｏｉ图就是这些多边形的集合．Ｖｏｒｏｎｏｉ图生成以后，
就实现了按与生成元距离的接近程度对空间等权的瓜

分．

３ Ｄｅｌａｕｎａｙ快速剖分算法

由于Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分具有较高的运算效率、生成
网格单元的质量高等优点而得到广泛的应用和研

究［４～７］．在众多剖分算法中，Ｌａｗｓｏｎ和 Ｓｌｏａｎ等提出的算
法因具有编程容易、运算效率高等优点而被广泛采

用［８］．
Ｌａｗｓｏｎ算法的基本步骤是：
（１）建立一个大的多边形，包含所有 ｋ空间上离散

数据点，放入三角形链表．
（２）将大的多边形中数据点依次插入（如图１（ａ）所

示），在Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网中找出其外接圆包含插入点的
所有三角形（如图１（ｂ）中△ＡＢＣ和△ＡＢＤ所示），删除

△ＡＢＣ和△ＡＢＤ的公共边ＡＢ（如图１（ｃ）所示），找出外
接圆包含点插入点 Ｐ的三角形△ＡＢＣ和△ＡＢＤ，再将
点 Ｐ和三角形的顶点Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ点连接起来（如图 １
（ｄ）所示），从而完成插入点 Ｐ在 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角形链表
中的插入．

（３）优化生成的三角网，具体做法如下：选取由两
个具有共同边的三角形组成的四边形中任意三个顶点

作外接圆，观察第四个顶点是否在三角形的外接圆之

内，如果不在圆内，则保留该四边形的对角线（三角形

的公共边），反之，则删除该对角线，并添加四边形的另

一条对角线，生成两个新的三角形，就完成局部优化过

程的处理

（４）循环执行上述第２步，直到所有数据点插入完
毕．

４ ｋ空间数据获取

ｕθ（ｒ）为来自平面不同角度的超声波穿过软组织
得到的投影数据，未知函数的二维傅里叶变换分布为

在复平面上半径为 ｋ０的半圆弧上的值可以用 ｕθ（ｒ）的
傅里叶变换［９］求得，该算法称为傅里叶衍射投影定理，

如式（１）．
Ｆ｛ｕθ（ｒ）｝（ｋ）＝Ｆ｛ｏ（ｘ，ｙ）｝｛ｋｘ，ｋｙ｝ （１）

式（１）中：

ｋｘ＝ｋｃｏｓθ－（ ｋ２０－ｋ槡 ２－ｋ２０）ｓｉｎθ，

ｋｙ＝ｋｓｉｎθ＋（ ｋ２０－ｋ槡 ２－ｋ２０）ｃｏｓθ，

ｋ＝ ｋ２ｘ＋ｋ２槡 ｙ，θ＝ａｒｃｔａｎ（ｋｘ／ｋｙ），
ｋ０为入射声波的波数，Ｆ｛·｝表示傅里叶变换．ｕθ（ｒ）中
ｒ为超声波换能器到接收端距离，θ为投影方向，上式
就是傅里叶衍射投影定理的表达式．ｏ（ｘ，ｙ）是关于超
声波折射系数 ｎ（ｘ，ｙ）的未知函数，不同组织中超声的
传播速度不相同，其折射系数也不同，超声波换能器经

过不同角度多次对人体进行照射，接收端的超声波换

能器能够接收到精确反应展示软组织内部随折射系数

ｎ（ｘ，ｙ）变化的投影数据 ｏ（ｘ，ｙ），这些投影数据在 ｋ
（复平面）空间上呈圆弧状分布，对这些投影数据重建

可以获得非专业人事能够鉴别的组织切片图像．

５ 衍射层析成像重建算法

针对复平面上不均匀数据的重建问题，Ｄｕｔｔ和
Ｒｏｋｈｌｉｎ于 １９９３［１０］年提出了 ＮＵＦＦＴ，Ｓａｒｔｙ等人［１１～１３］将
ＮＵＦＦＴ做了改进，采用高斯卷积核函数，称为 ＧＦＦＴ，并
成功运用到磁共振成像的重建中，但是 ＧＦＦＴ对核参数
的依赖性比较强．因此，本文采用的是基于最小二乘非
均匀快速傅里叶变换（ＬＳＮＵＦＦＴ，ＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅＮｏｎＵｎｉ
ｆｏｒｍＦＦＴ）超声衍射层析成像重建算法．这种算法比
ＧＦＦＴ的重建效率更高［１４］．

为了方便计算机实现，将 ｕθ（ｒ）经过傅里叶变换得
到的 Ｍ个数据对应的存放到一个一维数ｓｍ，其中 ｉ＝
１：Ｍ．将 ｋｘ、ｋｙ对应的Ｍ个复坐标位置记为ｋｘｍ、ｋｙｍ，上
式就是傅里叶衍射投影定理的表达式理论上可以用直
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接的傅里叶变换精确的重建出图像

Ｉ（ｘ，ｙ）＝∑
Ｍ

ｍ＝１
ｓｍｅｘｐ（ｉ２π（ｘｋｘｍ＋ｙｋｙｍ））Ｃｍ （２）

式中 Ｉ（ｘ，ｙ）为重建后图像，Ｃｍ为密度补偿值；这种算
法的复杂度为 Ｏ（ＭＮ２），近似为 Ｏ（Ｎ４），运算量相当大．
选用合适的核函数ρ１和ρ２和标尺函数 ｓ（ｘ）、ｓ（ｙ），直
接重建公式可表示为［９］

Ｉ（ｘ，ｙ）

＝ ｓ（ｘ）ｓ（ｙ））－１∑
μ
Ｎ
２－１

ｋ１＝－μ
Ｎ
２

∑
μ
Ｎ
２－１

ｋ２＝－μ
Ｎ
２

τｋ１，ｋ２
ｅｘｐ（ｉ２π（ｘｋ１＋ｙｋ２）[ ]

μ

（３）

τｋ１，ｋ２是式（３）中的∑ｓｍＣｍ∑∑ρ１ρ２，可以用经过密
度补偿的 ｋ空间数据与核矩阵的卷积来替换

τｋ１，ｋ２ ＝ ∑
［μｋｘｍ］＋ｊ１＝ｋ１

∑
［μｋｙｍ］＋ｊ２＝ｋ２

ｓｍＣｍ （４）

该方法用于二维的图像重构时，ρ等价于传统网格

化方法的核函数．μ代表视场的标尺，μ设置成２相当
于将图像的视场加倍，Ｊ＋１为每个非均匀样点处的参
与插值样点数，Ｊ相当于传统网格化插值的“窗宽”．

６ 超声衍射层析成像重建中密度补偿步骤

对衍射层析成像的 ｋ平面上的投影数据，采用的
Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分和Ｌａｗｓｏｎ算法可以快速的生成数据集
的Ｖｏｒｏｎｏｉ图．图２（ａ）是８次投影数据在 ｋ平面上分布，
图２（ｂ）是其Ｖｏｒｏｎｏｉ图．图３（ａ）是采用１／４圆弧８次投
影数据在复平面上分布，图３（ｂ）是其Ｖｏｒｏｎｏｉ图．可以看
出，图２（ｂ）中生成Ｖｏｒｏｎｏｉ图的数量要比图３（ｂ）少一半．
所以Ｖｏｒｏｎｏｉ图生成的运算量也是图２（ｂ）的一半．

按上述方法生成的 Ｖｏｒｏｎｏｉ图，在边缘处的数据样
点不能形成封闭的多边形（如图２、３中（ｂ）图所示），故
这些边界点的 Ｖｏｒｏｎｏｉ图面积无穷大，无法利用它作密
度补偿，这样会使重建图像的高频部分信息丢失，所以

重建算法需对这些无穷大面积进行处理才能获得所有

点集的补偿面积．基于 Ｖｏｒｏｎｏｉ图面积密度补偿的衍射
层析成像的非均匀傅里叶变换网格重建算法实验步骤

如下：

（１）生成Ｖｏｒｏｎｏｉ图．用 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分算法建立
数据点集对应的Ｖｏｒｏｎｏｉ图．

（２）计算Ｖｏｒｏｎｏｉ图面积．对 ｋ空间上的数据（不在
外凸壳上）计算其各点Ｖｏｒｏｎｏｉ图的面积．

（３）计算外凸壳上面 Ｖｏｒｏｎｏｉ图面积．首先，对于投
影数据在外凸壳上的点对应的无穷大Ｖｏｒｏｎｏｉ图面积用
０来代替；然后，将距离点集中心归一化半径大于 ０．６
但不在外凸壳上的数据点Ｖｏｒｏｎｏｉ图面积用最小二乘法
拟合成一个二阶多项式；最后，对补偿面积为０数据点
以距离点集中心的归一化半径对二阶多项式进行插

值，得到的值作为该点密度补偿的面积．
（４）网格化．将使用第（２）、（３）步得到的 Ｖｏｒｏｎｏｉ图

面积来作为数据点的密度补偿函数，按式（３）将所有数
据点重新插值到均匀的网格上．

（５）重建．使用傅里叶反变换重建图像．
本文重建算法的运算量主要由以下 ２部分组成：

①二维 ＩＦＦＴ的运算量为 Ｏ（（ｍＮ）２ｌｏｇ２（ｍＮ））；②核卷
积插值运算的运算量为Ｏ（ｑ２Ｍ）．算法总的运算量为
Ｏ（（ｍＮ）２ｌｏｇ２（ｍＮ）＋ｑ２Ｍ）．ｍ表示视场的标尺，如 ｍ
设置成２，相当于将图像的视场加倍；ｑ相当于传统网
格化插值的窗宽，每个非均匀样点处的参与插值的样

点数为 ｑ＋１．Ｍ为重建数据点数，与重建图像像素数
Ｎ２相当，所以采用图３投影数据选取策略运算量减少
一半．

７ 仿真

实验采用１２８×１２８的 ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ标准测试图，做
１２８次投影，每次投影做 ２５６次采样，根据傅里叶衍射
投影定理获得测试图的采样数据［１５］，卷积核的宽度设

为４．图 ４是没有补偿和两种不同的数据点集经过
Ｖｏｒｏｎｏｉ图密度补偿后的重建结果．

重建后图像的误差用常用的基于 ２－范数的误差
Ｅ２（ｐ＝２），同时为了更能说明问题，定义了基于∞－范
数的误差 Ｅ∞（ｐ＝∞），如式（５）所示：

Ｅｐ＝
‖Ｉｒ－Ｉ‖ｐ

‖Ｉ‖ｐ
（５）

式中 Ｉ为 ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ标准测试图灰度值，Ｉｒ为重建后

０７２１ 电 子 学 报 ２０１４年



图像灰度值．
由图４（ｂ）所示重建结果可以看出，没有经过补偿

的ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ的体模区域亮度较高，基本没有反映体
模内部对比度，很难根据此来判断物体内部折射系数

的变化情况．图 ４（ｃ）是图 ２（ａ）形式的数据集（１／２圆
弧）经过密度补偿后的重建图，该图的对比度与体模原

图（图４（ａ））十分接近了，能够很好地反应出物体内折
射系数变化情况．从表１可以看出，图４（ｃ）的２范数误
差和∞范数误差要比没有补偿的图４（ｂ）大的多．为了
减少数据集投影数据的数量，图４（ｄ）是用图３（ａ）形式
数据集（１／４圆弧）经密度补偿后的重建图，其２范数和
∞范数误差与１／２圆弧数据集的误差相当（如表 １），
但重建的总时间（投影数据获取和重建时间）少了

２７３２％，并且图４中（ｃ）图的纹波现象也少了，故选用
这种１／４圆弧数据集重建效果最佳．

表１ 密度补偿前后的重建的误差与总时间比较

没有补偿
１／２圆弧数据
集＋补偿

１／４圆弧数据
集＋补偿

２范数误差（Ｅ２） ０．８６２ ０．１８５０ ０．１８５９

∞范数误差（Ｅ∞） １．１３０ ０．３２０８ ０．３２５１

总时间／ｓ ３２．０５ ３９．９２２ ２９．０１６

８ 小结

本文提出了一种超声衍射层析成像的Ｖｏｒｏｎｏｉ图密
度补偿重建算法，利用 Ｖｏｒｏｎｏｉ图的面积作为补偿的权
函数对数据点集进行密度补偿，补偿后能够得到很好

的重建效果．在重建效果相当的情形下，选用１／４圆弧
比１／２圆弧的总耗时少２７．３２％．
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