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摘 要： 提出一种基于三正交约束的摄像机标定方法．设定摄像机坐标系为世界坐标系，标定摄像机内参数中
的５个未知量和１个投影缩放因子，设计一种由７个空间点组成的标定模板，在不需要已知标定模板线段长度的情况
下，仅需要２幅以上不同姿态标定模板的图像即可根据三正交关系建立约束方程组，通过矩阵特征值分解，求得摄像
机内参数的解析解．对同一个摄像机进行对比实验，本文标定结果与平面经典法标定结果的相对误差仅为 １３％左
右，且仿真数据实验和真实图像实验的结果表明，该算法具有较高的标定精度和鲁棒性．
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１ 引言

摄像机标定是求解摄像机投影矩阵的过程，是由图

像二维信息重建空间三维信息的必要步骤和重要环节，

已成功应用于计算机辅助手术导航［１］、人眼视觉跟

踪［２，３］、物体跟踪检测［４～６］等领域．
摄像机标定方法可以分为：传统标定方法［７，８］，主

动视觉标定方法［９］和自标定方法［１０～１２］．主动视觉标定
方法将摄像机固定在云台等机械机构上，精确控制摄像

机的旋转和平移运动，标定精度高，但设备复杂，标定时

间长，不适用于摄像机运动未知和无法控制的场合；自

标定方法仅依靠场景中多幅图像之间的对应关系计算

出摄像机参数，灵活方便，但属于非线性标定，鲁棒性不

高；传统标定方法利用几何约束已知的标定模板计算摄

像机参数，设备简便，精度高，是最常用的方法，但特定

的传统标定方法存在各自的不足．
其中，文献［７］提出一种基于一维标定模板的摄像

机标定方法，该一维标定模板是一条长度已知，一端固

定不动的线段，需要至少６幅标定图像完成标定，该方
法将摄像机坐标系定为世界坐标系，投影矩阵仅包含摄

像机内参数，简化了标定，但是该方法限制标定模板一

端固定不动，绕其旋转至少６次，这样会存在计算冗余．
文献［８］提出一种基于二维棋盘格标定模板的摄像机标
定方法，是目前较为经典的摄像机标定方法，但是当棋

盘格点数较多时需要长时间的特征点匹配，且需要较大

的标定空间．
本文提出一种基于三正交约束的摄像机标定方法，

标定模板由三条正交相交的线段构成，不需要已知线段

长度，且标定模板可以在摄像机视野内任意移动和旋

转．实验表明，本文方法仅需要２幅以上标定图像即可
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完成标定，是文献［７］所需标定图像数量的１／３，且本文
方法的标定精度与文献［８］基本一致，具有较高的鲁
棒性．

２ 摄像机模型

根据小孔摄像机成像模型［１３］，式（１）描述了将空间
点的三维坐标 Ｍ＝（Ｘ，Ｙ，Ｚ，１）Ｔ投影为对应图像二维
坐标 ｍ＝（ｕ，ｖ，１）Ｔ的过程．
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（１）

其中 ｓ是投影缩放因子，矩阵 Ｋ（α，β，ｕ０，ｖ０，γ）只与摄
像机内部结构有关，称为摄像机内参数，矩阵 Ｒ和ｔ分
别是摄像机相对于世界坐标系的旋转和平移矩阵，合

称为摄像机外参数．不失一般性，将摄像机坐标系设为
世界坐标系，则有 Ｒ＝Ｉ，ｔ＝０．这时，式（１）可以简写为
式（２）：

ｓｍ＝ＫＭ （２）
本文在式（２）基础上提出标定模板和算法．

３ 三正交约束摄像机标定方法

３１ 标定模板

标定模板示意图如图 １所示．标定模板由空间点
Ｏ，Ａ１，Ｂ１，Ａ２，Ｂ２，Ａ３，Ｂ３构成，投影到图像中的二维坐
标分别是 ｏ，ａ１，ｂ１，ａ２，ｂ２，ａ３，ｂ３，且 ＯＡ１⊥ＯＡ２，ＯＡ１⊥
ＯＡ３，ＯＡ２⊥ＯＡ３，Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３分别是线段 ＯＡ１，ＯＡ２，ＯＡ３
上的点．

线段 ＯＡ１，ＯＡ２，ＯＡ３互相正交相交可知
（Ａｉ－Ｏ）Ｔ·（Ａｊ－Ｏ）＝０ （３）

其中 ｉ≠ｊ，ｉ＝１，２，３；ｊ＝１，２，３．

三点共线可知，存在非负实数λｏ和λＡｉ使得

Ｂｉ＝λｏＯ＋λＡｉＡｉ （４）

其中λｏ＋λＡｉ＝１，ｉ＝１，２，３．Ｏ，Ａｉ，Ｂｉ分别表示空间点
Ｏ，Ａｉ，Ｂｉ的三维坐标．
３２ 标定算法

根据式（１）可知
ｓｏｏ＝ＫＯ （５）

ｓＡｉａｉ＝ＫＡｉ，ｉ＝１，２，３ （６）

ｓＢｉｂｉ＝ＫＢｉ，ｉ＝１，２，３ （７）

其中 ｓｏ，ｓＡｉ，ｓＢｉ分别是空间点Ｏ，Ａｉ，Ｂｉ对应的投影缩放
因子．

将式（５）～（７）代入式（４）可得
Ｋ－１·ｓＢｉｂｉ＝λｏＫ

－１·ｓＯｏ＋λＡｉＫ
－１·ｓＡｉａｉ （８）

其中 ｉ＝１，２，３．
将式（８）两边同时消除Ｋ－１，外积右乘ｂｉ，特殊设定

λｏ＝λＡｉ＝０５，即 Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３分别是线段 ＯＡ１，ＯＡ２，ＯＡ３
的中点，可得

ｓＡｉ＝－ｓＯ
（ｏ×ｂｉ）·（ａｉ×ｂｉ）
（ａｉ×ｂｉ）·（ａｉ×ｂｉ）

（９）

其中 ｉ＝１，２，３．
这时，将式（５）～（７）和（９）代入式（３），可得
（Ａｉ－Ｏ）Ｔ·（Ａｊ－Ｏ）

＝（Ｋ－１·ｓＡｉａｉ－Ｋ
－１·ｓＯｏ）Ｔ·（Ｋ－１·ｓＡｊａｊ－Ｋ

－１·ｓＯｏ）

＝ｓ２ＯｈＴｉＫ－ＴＫ－１ｈｊ＝０
（１０）

Ｋ－Ｔ＝（Ｋ－１）Ｔ＝（ＫＴ）－１，ｈｉ＝ｏ＋
（ｏ×ｂｉ）·（ａｉ×ｂｉ）
（ａｉ×ｂｉ）·（ａｉ×ｂｉ）

ａｉ，

ｉ≠ｊ，ｉ＝１，２，３；ｊ＝１，２，３．
式（１０）包含摄像机内参数矩阵 Ｋ（α，β，ｕ０，ｖ０，γ）

的５个未知量和线段 ＯＡ１，ＯＡ２，ＯＡ３的垂足交点 Ｏ的投
影缩放因子 ｓＯ，共有６个未知量．每幅标定图像可得到
包含这６个未知量的３个约束方程，因此理论上采集２
幅标定图像即可得到６个约束方程求解出摄像机内参
数和 ｓＯ，Ｋ－ＴＫ－１描述的是绝对二次曲线投影（Ｉｍａｇｅｏｆ
ＡｂｓｏｌｕｔｅＣｏｎｉｃ，ＩＡＣ）［１４］．
３３ 求解摄像机内参数

可知Ｋ－ＴＫ－１是对称矩阵，令

Ｄ＝Ｋ－ＴＫ－１＝

ｄ１ ｄ２ ｄ３
ｄ２ ｄ４ ｄ５
ｄ３ ｄ５ ｄ









６

ｄ＝ ｄ１，ｄ２，ｄ３，ｄ４，ｄ５，ｄ[ ]６ Ｔ

另外，根据式（１０）中元素展开相乘的规律，令
ｈｉ＝ ｈｉ１，ｈｉ２，ｈｉ[ ]３
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ｖｉｊ＝［ｈｉ１ｈｊ１，ｈｉ１ｈｊ２＋ｈｉ２ｈｊ１，ｈｉ１ｈｊ３
＋ｈｉ３ｈｊ１，ｈｉ２ｈｊ２，ｈｉ２ｈｊ３
＋ｈｉ３ｈｊ２，ｈｉ３ｈｊ３］

这样，令 ｐ＝ｓＯ２ｄ，可以将式（１０）改写为
ｖｉｊｓ２Ｏｄ＝ｖｉｊｐ＝０ （１１）

其中 ｉ≠ｊ，ｉ＝１，２，３；ｊ＝１，２，３．
式（１１）是１幅标定图像得到的３个约束方程，当采

集 Ｎ幅（Ｎ２）标定图像时，将这些约束方程联立为 Ｖ
＝［ｖ１，ｉｊ；ｖ２，ｉｊ；ｖ３，ｉｊ；…；ｖＮ，ｉｊ］，得方程组

Ｖｐ＝０ （１２）
其中 ｐ＝［ｐ１，ｐ２，ｐ３，ｐ４，ｐ５，ｐ６］Ｔ．

式（１２）两边同时左乘（Ｖｐ）Ｔ，有
（Ｖｐ）ＴＶｐ＝ｐＴＶＴＶｐ＝０ （１３）

满足式（１３）的最小二乘解是对称矩阵 ＶＴＶ的最小
特征值对应的特征向量，相应的可以根据式（１４）求解出
摄像机内参数：

ｖ０＝（ｐ２ｐ３－ｐ１ｐ５）／（ｐ１ｐ４－ｐ２２）

ｓＯ＝ ｐ６－［ｐ２３＋ｖ０（ｐ２ｐ３－ｐ１ｐ５）］／ｐ槡 １

α＝ｓＯ １／ｐ槡 １

β＝ｓＯ ｐ１／（ｐ１ｐ４－ｐ２２槡 ）

γ＝－ｐ２α２β／ｓ
２
Ｏ

ｕ０＝γｖ０／β－ｐ３α
２／ｓ２















Ｏ

（１４）

４ 实验结果与分析

４１ 仿真数据实验

仿真实验中，设摄像机内参数α＝１０００，β＝１０００，
ｕ０＝５１２，ｖ０＝３８４，γ＝０，图像分辨率为１０２４ｐｉｘｅｌ×７６８
ｐｉｘｅｌ，三正交的线段 ＯＡ１，ＯＡ２，ＯＡ３长度均为３０ｃｍ，Ｂ１，
Ｂ２，Ｂ３分别是线段 ＯＡ１，ＯＡ２，ＯＡ３的中点．标定模板在
摄像机视野内做平移和旋转运动．

在｛Ｘ∈［０，１０］，Ｙ∈［０，３５］，Ｚ＝１５０｝范围内随机生
成空间点 Ｏ的三维坐标Ｏ＝［Ｘ，Ｙ，Ｚ］Ｔ，单位为 ｃｍ．设
球坐标系方位角∈［π，２π］，俯仰角θ∈［１／６π，５／６π］，
按式（１５）随机生成空间点 Ａ１的三维坐标．
Ａ１＝Ｏ＋３０［ｓｉｎ（θ）ｃｏｓ（），ｓｉｎ（θ）ｓｉｎ（），ｃｏｓ（θ）］Ｔ

（１５）
根据正交关系，按式（１６）、（１７）分别随机生成空间

点 Ａ２，Ａ３的三维坐标．
Ａ２＝Ｏ＋

３０ｓｉｎ（θ＋π２）ｃｏｓ（），ｓｉｎ（θ＋
π
２）ｓｉｎ（），ｃｏｓ（θ＋

π
２[ ]）Ｔ

（１６）
Ａ３＝Ｏ＋（ＯＡ１×ＯＡ２）／３０ （１７）

其中 ＯＡ１×ＯＡ２是矢量 ＯＡ１和 ＯＡ２的矢量外积．

根据式（２）、（４），将空间点 Ｏ，Ａ１，Ｂ１，Ａ２，Ｂ２，Ａ３，Ｂ３
投影为图像二维坐标．

为了评价算法的标定精度和鲁棒性，在图像二维

坐标 ｏ，ａ１，ｂ１，ａ２，ｂ２，ａ３，ｂ３中加入单位为像素（ｐｉｘｅｌ），
均值为０，标准差为σ的高斯白噪声．分别考察标定图
像数量和噪声水平对标定结果的影响．标定图像数量２
幅到３０幅，噪声标准差０≤σ≤１，在不同的标定图像数
量和噪声水平下，每组实验重复１００次，标定结果如图
２所示．

图２（ａ）曲线说明，在噪声水平一定时，随着标定图
像数量的增加，摄像机内参数均方误差逐渐减小趋于

零；图２（ｂ）曲线说明，在标定图像数量一定时，随着噪
声水平的增加，摄像机内参数均方误差基本成线性增

加趋势．与文献［１５，１６］中的误差曲线比较，本文标定算
法具有较高的标定精度和鲁棒性．

４２ 真实图像实验

真实实验中，摄像机分辨率为１０２４ｐｉｘｅｌ×７６８ｐｉｘ
ｅｌ，将带有线段特征的标识物粘贴在互相垂直的三个平
面上，构成如下图３所示的标定模板，其中三正交的线
段 ＯＡ１，ＯＡ２，ＯＡ３长度均为２０ｃｍ，Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３分别是线段
ＯＡ１，ＯＡ２，ＯＡ３的中点，标定模板在摄像机视野内做平
移和旋转运动，共采集３０幅标定图像，手动识别图像中
的线段交点作为输入数据．
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为了验证本文标定算法的有效性与准确性，采用

文献［８］的经典平面法标定同一个摄像机进行对比．本
文标定算法与经典平面法的标定结果和比较如表１所
示．由表１数据可以看出，本文标定算法与经典平面标
定方法的相对误差仅在１３％左右，图像水平轴和垂直
轴的夹角（由γ决定）非常接近９０°，表明本文算法具有
较好的标定结果．

分析产生相对误差的原因：第一是本文的标定模

板制作简单，三个互相垂直的平面不是精密加工的，这

会带来标定误差；第二是手动识别标定图像特征点时，

人工选点的不确定性会带来标定误差．以上两点是产
生相对误差的主要原因．

表１ 真实图像标定结果

方法 α
／ｐｉｘｅｌ

β
／ｐｉｘｅｌ

ｕ０
／ｐｉｘｅｌ

ｖ０／
ｐｉｘｅｌ γ

本文

方法
１０６８．８１ １０６８．８３ ５６０．４８ ４４１．３１ －０．０００１

（８９．９９°）

文献［８］ １０８２．３２ １０８２．７７ ５５６．７４ ４３５．７１ ０
（９０．００°）

相对

误差
１．２５％ １．２９％ ０．６７％ １．２９％ ０．０１％

（０．０１°）

５ 结论

针对摄像机标定问题，本文提出一种基于三正交

约束的摄像机标定方法．标定过程中，将摄像机坐标系
设为世界坐标系，仅需标定摄像机内参数即可，简化了

摄像机标定的过程．三正交约束的标定模板利用３组正
交关系堆叠标定约束方程．在不需要已知模板线段长
度，且标定模板可以在摄像机视野内任意移动和旋转

的情况下，仅需要２幅以上标定图像即可完成标定，操
作简便，所需图像数量少．仿真数据实验和真实图像实
验的结果表明，本文算法在标定图像数量少，且存在噪

声影响的情况下具有较高的精度和鲁棒性．另外，利用
多条线段之间的几何约束关系构建的空间结构（如正

四面体等）也可以用于本文标定算法标定摄像机．
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