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摘 要： 该文研究模 ｍ加法的线性逼近问题，其中 ｍ为大于３的整数．利用分类计数方法，文中给出了任意 ｋ
个整数求和模ｍ的最低两个比特异或值用每一个整数的最低两个比特异或值去逼近时概率值的精确计算公式．此
外，对于 ｋ＝２、３或４，文中还进一步分析了这类线性逼近的效果．
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１ 引言

线性分析是 ＭＭａｔｓｕｉ［１］于１９９３年针对 ＤＥＳ算法提
出的一种密码分析方法，其核心思想是通过寻找密钥、

明文和密文之间具有（明显）偏差的线性关系，在已知一

定量的明密文对的条件下以较高的概率恢复出部分密

钥．自提出以来，线性分析广泛应用于分组密码的设计
与分析中，并且能够抵抗线性分析也成了分组密码算法

设计的一项基本准则．线性分析也广泛应用于序列密码
中，它通常与区分攻击相结合，通过建立线性区分器来

将目标算法产生的密钥序列与随机序列区分开来［２］．
线性分析的核心在于寻找目标密码算法输入和输

出之间具有（明显）偏差的线性关系．然而由于密码算法
的输入输出空间往往非常庞大，因此通过遍历输入输出

全体空间来寻找具有（明显）偏差的线性关系往往是不

实用的．通常人们首先分析密码算法中某些非线性组件
的最佳线性逼近，然后优化组合得到目标密码算法输入

和输出之间具有（明显）偏差的线性关系．在许多情况

下，密码算法的非线性组件是由一些基本运算所构建，

如模加运算和模乘运算等，因此国内外许多学者开始研

究密码算法中常用的基本运算的线性逼近关系．
模２ｎ加法运算是广泛应用的一类基本运算，特别

当 ｎ是计算平台的比特数时更是如此，如 ｎ＝８，１６或
３２．关于模２ｎ加法的线性逼近，ＪＷａｌｌéｎ等人［３］已经给
出了任意多个整数模２ｎ加的线性逼近优势的具体计算
公式；孙莹等人［４］分析了进位返加运算与异或运算及模

２ｎ加法运算的相容性，并给出了其相容概率，从中可知
进位返加运算与模２ｎ加法运算具有很大的相似性；张
龙等人［５］分析了模２ｎ加运算与二元域上异或运算差值
的概率分布，并给出了其递推公式；陈士伟等人［６］研究

了模２ｎ加整体逼近模 ２加产生的噪声函数的概率分
布；薛帅等人［７，８］对任意多个整数模２ｎ加法和减法的最
佳线性逼近优势问题做了详细研究．目前模２ｎ加法的
研究成果广泛应用于密码算法的攻击中，如 Ｔｒｉｖｉｕｍ［９］、
ＳＮＯＷ２０［１０］、ＭＤ５［１１］等．由于模２ｎ－１加法运算比模２ｎ

加法运算具有更为复杂的进位关系，因此近年来模 ２ｎ
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－１加法运算受到了许多关注．特别地，模 ２３１－１加法
运算已经应用于 ３ＧＰＰＬＴＥ加密算法———ＺＵＣ算法［１２］

的设计中．２０１１年，冯秀涛等［１３］利用模 ２ｎ加法线性逼
近的成果给出了两个输入时的模２ｎ－１加法线性逼近
优势的计算公式，并进一步用递归的方法给出了任意多

个输入时线性逼近优势的计算公式，这为研究 ＺＵＣ算
法抵抗线性分析的能力提供了很好的依据．

相对于模２ｎ加法和模 ２ｎ－１加法，模一般整数 ｍ
加法具有更为复杂的进位关系，各比特之间的关系更难

以刻画，进而对其线性逼近的分析也更难．目前只有田
甜等［１４］给出了模奇数 ｍ加法最低比特的线性逼近优
势的计算公式，并将这个结果应用于 ｌ序列［１５］的线性
分析．本文研究模 ｍ加法最低两比特之间的线性关系，
其中 ｍ是大于３的整数，并利用分类计数方法得到了
其线性逼近优势的精确公式．此外，对于 ｋ＝２、３或 ４，
文中还进一步分析了这类线性逼近的效果，这些结果有

助于分析模 ｍ加法抗线性分析的能力．

２ 准备知识

本文中常用的符号定义如下：

?ｘ」 小于或等于 ｘ的最大整数；
「ｘ? 大于或等于 ｘ的最小整数；
＋、－、· 普通的整数加法、减法和乘法运算；

Ｚｍ ｍ元集｛ｘ｜０≤ｘ≤ｍ－１，ｘ为整数｝；

Ｚｋｍ ｋ个Ｚｍ的笛卡尔积，即 Ｚｋｍ＝｛（ｘ１，ｘ２，…，

ｘｋ）｜ｘｉ∈Ｚｍ，１≤ｉ≤ｋ｝；

ｘ（ｉ） ｘ二进制展开的第ｉ比特，例如５（０）＝１，５（１）

＝０，５（２）＝１，从而５＝５（０）＋５（１）·２＋５（２）·２２；

 模２加运算；

 内积运算，定义为ωｘ＝
ｎ－１

ｉ＝０
ω
（ｉ）·ｘ（ｉ），其

中 ｘ＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
ｘ（ｉ）·２ｉ，ω＝∑

ｎ－１

ｉ＝０
ω
（ｉ）·２ｉ；

｜Ａ｜ 若 Ａ是集合，则｜Ａ｜表示 Ａ中元素的个数；
若 Ａ是实数，则｜Ａ｜表示 Ａ的绝对值；

ｎ( )ｋ 组合数 ｎ！
ｋ！（ｎ－ｋ）！，并且当 ｋ＞ｎ时规定

ｎ( )ｋ ＝０；

ａｍｏｄｍ ａ模ｍ的最小非负剩余；
ａ≡ｂｍｏｄｍ ａ与ｂ模ｍ同余．

在本文中，总假定 ｍ是任意给定的大于３的整数

且２ｎ－１≤ｍ＜２ｎ．设 ｋ是大于１的整数，ｆ是Ｚｋｍ到Ｚｍ的
函数．对任意给定的 ｋ＋１个元素μ，ω１，…，ωｋ∈Ｚｍ，由

μ，ω１，…，ωｋ确定的ｆ的线性逼近关系定义为：

μｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ）＝
ｋ

ｉ＝１
ωｉｘｉ

上式对 ｆ函数的线性逼近优势可以用如下定义的偏差
来衡量：

ｃｏｒｆ（μ；ω１，…，ωｋ）＝２Ｐｒ（μｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ）＝


ｋ

ｉ＝１
ωｉｘｉ）－１，

其中 ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ是Ｚｍ上相互独立且服从均匀分布的
随机变量．显然 ｃｏｒｆ（μ；ω１，…，ωｋ）∈［－１，１］，并且｜ｃｏｒｆ
（μ；ω１，…，ωｋ）｜越大，线性逼近优势越明显．

本文我们研究 ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ）＝（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋ
ｍｏｄｍ）且μ＝ω１＝…＝ωｋ＝３时的线性逼近关系．为了
方便叙述，以后简记

Ｐｒ（３（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋｍｏｄｍ）＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ））

为 Ｐｍ（ｋ），并简记 ｃｏｒｆ（μ；ω１，…，ωｋ）为 ｃｏｒｍ（ｋ），那么
ｃｏｒｍ（ｋ）＝２Ｐｍ（ｋ）－１．

３ 主要结论

在给出本文的主要结论之前，我们首先给出若干必

要的引理．
将组合论中关于分配问题的公式转化为方程解的

个数公式可得到下述引理，详见（文献［１６］，定理７．３．３）．
引理１［１６］ 设 ｙ和ｋ是整数且ｋ≥２，记 Ｍｍ（ｋ，ｙ）

为 ｋ元一次不定方程
ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋ＝ｙ

在 Ｚｋｍ上的解个数，则

Ｍｍ（ｋ，ｙ）＝∑
ｋ

ｉ＝０
（－１）ｉ·( )ｋｉ· ｙ＋ｋ－ｍ·ｉ－１

ｋ( )－１
对０≤ｊ≤ｋ－１，令

Ωｊ＝｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ）∈Ｚｋｍ｜ｊ·ｍ≤ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋ
＜（ｊ＋１）·ｍ｝ （１）

则Ω０，Ω１，…，Ωｋ－１构成 Ｚｋｍ的一个拆分，即Ω０，…，

Ωｋ－１两两互不相交，且 Ｚｋｍ＝∪
ｋ－１

ｊ＝０
Ωｊ．

引理２ 设 ｓ和ｋ是整数且ｋ≥２，０≤ｓ≤ｋ．对０≤ｊ
≤ｋ－１，记Γｍ（ｋ，ｓ，ｊ）为Ωｊ中满足

ｘ（０）１ ＋ｘ（０）２ ＋…＋ｘ（０）ｋ ＝ｓ
的（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ）的个数，则

Γｍ（ｋ，ｓ，ｊ）＝

ｋ( )ｓ·∑
ｋ－ｓ

ｐ＝０

ｋ－ｓ( )ｐ
· ∑
?（（ｊ＋１）·ｍ－１－ｓ）／２」－（ｍ－１）／２·ｐ

ｑ＝「（ｊ·ｍ－ｓ）／２?－（ｍ－１）／２·ｐ
Ｍｍ－１
２
（ｋ－ｐ，ｑ）， 若 ｍ为奇数；

ｋ( )ｓ· ∑
?（（ｊ＋１）·ｍ－１－ｓ）／２」

ｑ＝「（ｊ·ｍ－ｓ）／２?
Ｍｍ
２
（ｋ，ｑ）， 若 ｍ为偶数{ ．
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证明 令Γ′ｍ（ｋ，ｓ，ｊ）表示Ωｊ中满足
ｘ（０）１ ＝ｘ（０）２ ＝…＝ｘ（０）ｓ ＝１，ｘ（０）ｓ＋１＝…＝ｘ（０）ｋ ＝０ （２）

的（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ）的个数，则由对称性可知

Γｍ（ｋ，ｓ，ｊ）＝
ｋ( )ｓ·Γ′ｍ（ｋ，ｓ，ｊ） （３）

下面计算Γ′ｍ（ｋ，ｓ，ｊ）的值．
由式（２）知 ｘ１，ｘ２，…，ｘｓ为奇数，ｘｓ＋１，…，ｘｋ为偶

数，不妨设

ｘｉ＝２ｙｉ＋１， 若１≤ｉ≤ｓ
ｘｉ＝２ｙｉ， 若 ｓ＋１≤ｉ≤{ ｋ

则

（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ）∈Ωｊ
ｊ·ｍ≤ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋ≤（ｊ＋１）·ｍ－１
ｊ·ｍ≤２（ｙ１＋ｙ２＋…＋ｙｋ）＋ｓ≤（ｊ＋１）·ｍ－１
「（ｊ·ｍ－ｓ）／２?≤ｙ１＋ｙ２＋…＋ｙｋ≤?（（ｊ＋１）·ｍ－１
－ｓ）／２」 （４）
情形 Ａ ｍ为奇数
此时 ０≤ｙ１，…，ｙｓ≤（ｍ－３）／２，０≤ｙｓ＋１，…，ｙｋ≤

（ｍ－１）／２．设 ｙｓ＋１，…，ｙｋ中取值为（ｍ－１）／２的有 ｐ
个，０≤ｐ≤ｋ－ｓ．注意到在 ｙｓ＋１，…，ｙｋ这ｋ－ｓ个变元
中任意指定ｐ个的取值为（ｍ－１）／２时，满足式（４）的
（ｙ１，…，ｙｋ）的个数均相同．因此不妨先假设 ｙｋ－ｐ＋１，…，
ｙｋ的值为（ｍ－１）／２，此时式（４）等价于
「（ｊ·ｍ－ｓ）／２?－ｐ·（ｍ－１）／２≤ｙ１＋ｙ２＋…＋ｙｋ－ｐ
≤?（（ｊ＋１）·ｍ－１－ｓ）／２」－ｐ·（ｍ－１）／２ （５）

其中 ０≤ｙ１，…，ｙｋ－ｐ≤（ｍ－３）／２，也即 ｙ１，…，ｙｋ－ｐ∈
Ｚ（ｍ－１）／２．由引理１知满足式（５）的 ｋ－ｐ元组（ｙ１，…，

ｙｋ－ｐ）的个数为

∑
?（（ｊ＋１）·ｍ－１－ｓ／２」－（ｍ－１））／２·ｐ

ｑ＝「（ｊ·ｍ－ｓ）／２?－（ｍ－１）／２·ｐ
Ｍｍ－１

２
（ｋ－ｐ，ｑ）

从而

Γ′ｍ（ｋ，ｓ，ｊ）＝∑
ｋ－ｓ

ｐ＝０

ｋ－ｓ( )ｐ
· ∑
?（（ｊ＋１）·ｍ－１－ｓ）／２」－（ｍ－１）／２·ｐ

ｑ＝「（ｊ·ｍ－ｓ）／２?－（ｍ－１）／２·ｐ

·Ｍｍ－１
２
（ｋ－ｐ，ｑ） （６）

将式（６）代入式（３）即得引理结论．
情形 Ｂ ｍ为偶数
此时 ０≤ｙ１，…，ｙｋ≤（ｍ－２）／２，即 ｙ１，…，ｙｋ∈

Ｚｍ／２，从而由引理１知

Γ′ｍ（ｋ，ｓ，ｊ）＝ ∑
?（ｊ＋１）·ｍ－１－ｓ／２」

ｑ＝「（ｊ·ｍ－ｓ）／２?
Ｍｍ
２
（ｋ，ｑ） （７）

将式（７）代入式（３）即得引理结论．
引理３ 设 ｙ，ｊ为整数，则３（ｙ－ｊｍｏｄ４）＝３ｙ

当且仅当如下三种情形有其一成立：

（１）ｊ≡０ｍｏｄ４．
（２）ｊ≡１ｍｏｄ４且 ｙ为偶数．

（３）ｊ≡３ｍｏｄ４且 ｙ为奇数．
证明 注意到

３（ｙ－ｊｍｏｄ４）
＝（ｙ－ｊｍｏｄ４）（０）（ｙ－ｊｍｏｄ４）（１）

＝（ｙ（０）ｊ（０））（ｙ－ｊｍｏｄ４）（１）

＝
（ｙ（０）ｊ（０））（ｙ（１）ｊ（１））， 若 ｙ（０）≥ｊ（０）

（ｙ（０）ｊ（０））（ｙ（１）ｊ（１）１）， 若 ｙ（０）＜ｊ（０{ ）

＝
（３ｙ）（３ｊ）， 若 ｙ（０）≥ｊ（０）

（３ｙ）（３ｊ）１， 若 ｙ（０）＜ｊ（０{ ）

因此３（ｙ－ｊｍｏｄ４）＝３ｙ当且仅当

３ｊ＝
０， 若 ｙ（０）≥ｊ（０）

１， 若 ｙ（０）＜ｊ（０{ ）
（８）

验证易知式（８）成立当且仅当题设三个条件有其一成
立．

注１ 由引理３知３（ｙ－ｊｍｏｄ４）＝（３ｙ）１
当且仅当 ｊ≡２ｍｏｄ４；或者 ｊ≡１ｍｏｄ４且 ｙ为奇数；或
者 ｊ≡３ｍｏｄ４且 ｙ为偶数．

为了叙述方便，以下总记

Ｓｉ＝｛ｓ｜０≤ｓ≤ｋ且ｓ≡ｉｍｏｄ４｝，０≤ｉ≤３
则 Ｓ０，Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３构成集合｛０，１，…，ｋ｝的一个拆分．

引理４ 对任意的非负整数 ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ，令

ｓ＝ｘ（０）１ ＋ｘ（０）２ ＋…＋ｘ（０）ｋ

则３（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋ）＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ）当且仅当 ｓ∈Ｓ０∪Ｓ１．

证明 注意到

（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋ）（０）＝ｘ（０）１ ｘ（０）２ …ｘ（０）ｋ，
（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋ）（１）＝（ｘ（１）１ ｘ（１）２ …ｘ（１）ｋ）

（?（ｘ（０）０ ＋ｘ（０）１ ＋… ＋ｘ（０）ｋ ）／２」
ｍｏｄ２）
＝（ｘ（１）１ ｘ（１）２ …ｘ（１）ｋ）ｓ（１）

因此

３（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋ）＝（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋ）（０）

（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋ）（１）

＝ｘ（０）１ ｘ（０）２ …ｘ（０）ｋｘ（１）１
ｘ（１）２ …ｘ（１）ｋｓ（１）

＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ）ｓ（１）

可知３（ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋ）＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ）当且仅当 ｓ（１）＝

０，也即 ｓ∈Ｓ０∪Ｓ１．
引理５ 设符号同前，（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ）∈Ωｊ，则

３（ｘ１＋…＋ｘｋｍｏｄｍ）＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ）当且仅当 ｓ＝ｘ（０）１

＋ｘ（０）２ ＋…＋ｘ（０）ｋ∈Ｓｋ，ｍ（ｊ），
其中，当 ｍ≡０ｍｏｄ４时，Ｓｋ，ｍ（ｊ）＝Ｓ０∪Ｓ１；

当 ｍ≡１ｍｏｄ４时，
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Ｓｋ，ｍ（ｊ）＝

Ｓ０∪Ｓ１， 若 ｊ≡０ｍｏｄ４
Ｓ０∪Ｓ３， 若 ｊ≡１ｍｏｄ４
Ｓ２∪Ｓ３， 若 ｊ≡２ｍｏｄ４
Ｓ１∪Ｓ２， 若 ｊ≡










３ｍｏｄ４

当 ｍ≡２ｍｏｄ４时，

Ｓｋ，ｍ（ｊ）＝
Ｓ０∪Ｓ１， 若 ｊ≡０或２ｍｏｄ４
Ｓ２∪Ｓ３， 若 ｊ≡１或{ ３ｍｏｄ４

当 ｍ≡３ｍｏｄ４时，

Ｓｋ，ｍ（ｊ）＝

Ｓ０∪Ｓ１， 若 ｊ≡０ｍｏｄ４
Ｓ１∪Ｓ２， 若 ｊ≡１ｍｏｄ４
Ｓ２∪Ｓ３， 若 ｊ≡２ｍｏｄ４
Ｓ０∪Ｓ３， 若 ｊ≡










３ｍｏｄ４

证明 记 ｙ＝ｘ１＋ｘ２＋…＋ｘｋ．由（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ）∈
Ωｊ知

（ｙｍｏｄｍ）＝ｙ－ｊ·ｍ
从而

３（ｙｍｏｄｍ）＝３（ｙ－ｊ·ｍ）＝３（ｙ－ｊ·ｍｍｏｄ４）
（９）

当 ｍ≡０ｍｏｄ４时，由式（９）知
３（ｙｍｏｄｍ）＝３（ｙｍｏｄ４）＝３ｙ

从而由引理４知３（ｙｍｏｄｍ）＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ）当且仅当 ｓ

∈Ｓ０∪Ｓ１．
当 ｍ≡１，２或３ｍｏｄ４时，由于证明方法类似，因此

我们只给出 ｍ＝１ｍｏｄ４时的证明．此时由式（９）知
３（ｙｍｏｄｍ）＝３（ｙ－ｊ·ｍｍｏｄ４）

＝３（ｙ－ｊｍｏｄ４） （１０）
下面根据 ｊｍｏｄ４的取值分４种情形讨论：
情形１ ｊ≡０ｍｏｄ４
由引理３和式（１０）知
３（ｙｍｏｄｍ）＝３（ｙ－ｊｍｏｄ４）＝３ｙ

从而由引理４知３（ｙｍｏｄｍ）＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ）当且仅当 ｓ

∈Ｓ０∪Ｓ１．
情形２ ｊ≡１ｍｏｄ４
由引理３和式（１０）知
３（ｙｍｏｄｍ）＝３（ｙ－ｊｍｏｄ４）

＝
３ｙ， 若 ｙ是偶数
（３ｙ）１， 若 ｙ{ 是奇数

注意到 ｙ与ｓ的奇偶性相同，因此由引理４知

３ｙ＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ）当且仅当 ｓ∈Ｓ０， 若 ｙ是偶数

（３ｙ）１＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ）当且仅当 ｓ∈Ｓ３，若 ｙ

{
是奇数

从而３（ｙｍｏｄｍ）＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ）当且仅当 ｓ∈Ｓ０∪Ｓ３．

情形３ ｊ≡２ｍｏｄ４

由引理３和式（１０）知
３（ｙｍｏｄｍ）＝３（ｙ－ｊｍｏｄ４）＝（３ｙ）１，

从而由引理４知，３（ｙｍｏｄｍ）＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ）当且仅当 ｓ

∈Ｓ２∪Ｓ３．
情形４ ｊ≡３ｍｏｄ４
由引理３和式（１０）知
３（ｙｍｏｄｍ）＝３（ｙ－ｊｍｏｄ４）

＝
３ｙ， 若 ｙ是奇数
（３ｙ）１， 若 ｙ{ 是偶数

类似情形２的讨论，３（ｙｍｏｄｍ）＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ）当且仅

当 ｓ∈Ｓ１∪Ｓ２．
综上即得引理结论．
下面给出本文的主要结论，即 Ｐｍ（ｋ）的精确计数

公式．
定理１ 设符号同前，则

Ｐｍ（ｋ）＝
∑
ｋ－１

ｊ＝０
∑
ｓ∈Ｓｋ，ｍ（ｊ）

Γｍ（ｋ，ｓ，ｊ）

ｍｋ

证明 对０≤ｊ≤ｋ－１，记
Θｊ＝｛（ｘ１，…，ｘｋ）∈Ωｊ｜３（ｘ１＋…＋ｘｋｍｏｄｍ）

＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ）｝

其中Ωｊ如式（１）定义．注意到Ω０，Ω１，…，Ωｋ－１构成 Ｚｋｍ
的一个拆分，因此

Ｐｍ（ｋ）＝Ｐｒ（３（ｘ１＋…＋ｘｋｍｏｄｍ）＝
ｋ

ｉ＝１
（３ｘｉ））

＝
∑
ｋ－１

ｊ＝０
｜Θｊ｜

ｍｋ

由引理２和引理５知｜Θｊ｜＝ ∑
ｓ∈Ｓｋ，ｍ（ｊ）

Γｍ（ｋ，ｓ，ｊ），故定理

得证．
注２ 当 ｍ≡０ｍｏｄ４时，本文考虑的模 ｍ上加法

的这类线性关系可简化为模４上加法的线性关系，故此
时的结果可以参考文献［３］，后文将不再考虑这种情
形．

根据定理１，对于较小的 ｋ，如 ｋ＝２，３，４，我们可以
给出 Ｐｍ（ｋ）比较简洁的计数公式．

推论１ （１）若 ｍ≡１ｍｏｄ４，则 Ｐｍ（２）＝
ｍ＋１
２ｍ ，

Ｐｍ（３）＝
ｍ２＋２
３ｍ２

，Ｐｍ（４）＝
ｍ３－ｍ２＋２
２ｍ３

，从而

｜ｃｏｒｍ（２）｜＝
１
ｍ，｜ｃｏｒｍ（３）｜＝

ｍ２－４
３ｍ２

，

｜ｃｏｒｍ（４）｜＝
ｍ２－２
ｍ３

．

（２）若 ｍ≡２ｍｏｄ４，则 Ｐｍ（２）＝
ｍ＋２
２ｍ ，
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Ｐｍ（３）＝
ｍ２＋４
２ｍ２

，从而｜ｃｏｒｍ（２）｜＝
２
ｍ，｜ｃｏｒｍ（３）｜＝

４
ｍ２
．

（３）若 ｍ≡３ｍｏｄ４，则 Ｐｍ（２）＝
３ｍ２＋１
４ｍ２

，

Ｐｍ（３）＝
２ｍ２＋１
３ｍ２

，从而｜ｃｏｒｍ（２）｜＝
ｍ２＋１
２ｍ２

，

｜ｃｏｒｍ（３）｜＝
ｍ２＋２
３ｍ２

．

为更直观的认识定理１和推论１，表１列出了当 ｍ
≡１ｍｏｄ４时部分 ｍ和ｋ对应的线性相关值（保留１０位
有效数字）：

表１ 部分 ｍ和ｋ对应的线性相关值

ｍ ｋ Ｐｍ（ｋ） ｃｏｒｍ（ｋ）

２５＋１ ２ ０．５３１２５０００００ ０．０３０３０３０３０３０

２１０＋１ ２ ０．５００９７６５６２５ ０．０００９７５６０９７５６０

２２０＋１ ２ ０．５０００００９５３７ ０．００００００９５３６７３４０６９

２５＋１ ３ ０．３３３９４５５１５８ ０．３３２１０８９６８５

２１０＋１ ３ ０．３３３３３３９６７８ ０．３３３３３２０６４２

２２０＋１ ３ ０．３３３３３３３３３３ ０．３３３３３３３３３３

２５＋１ ４ ０．４８４８７６３１１３ ０．０３０２４７３７７３５

２１０＋１ ４ ０．４９９５１２１９６１ ０．０００９７５６０７８９８９

２２０＋１ ４ ０．４９９９９９５２３２ ０．００００００９５３６７３４０６９

注３ 由推论１和表１可知，这类线性逼近的效果
与 ｍ和ｋ的取值密切相关，当 ｍ≡１ｍｏｄ４且 ｍ充分大
时，｜ｃｏｒｍ（３）｜的值接近于１／３，这说明模 ｍ上３个元素
加的最低两比特用各元素的最低两比特去逼近时，逼

近优势约为 １／３．类似地，当 ｍ≡３ｍｏｄ４且 ｍ充分大
时，｜ｃｏｒｍ（２）｜和｜ｃｏｒｍ（３）｜的值分别接近于１／２和１／３；
而对于 ｋ∈｛２，３，４｝的其它情形，当 ｍ稍大时逼近优势
并不明显．

注４ 直观上来说，随着 ｋ的增大，Ｐｍ（ｋ）将越来
越接近 １／２，这一现象也可以通过具体计算若干个
Ｐｍ（ｋ）观察到，但很遗憾到目前为止我们还无法从理论
上证明这一规律．

４ 结束语

本文主要探讨模 ｍ加法线性逼近关系的性质，并
给出了一类线性逼近优势的精确计数公式．在计算定
理１中的概率公式时，我们曾试图利用递归方法给出递
归关系式，但因为 Ｚｋｍ中满足要求的ｋ元组（ｘ１，ｘ２，…，
ｘｋ）分布不均匀，使得计算过程中无法绕开繁琐的组合
计数方法，因而无法给出有效的递归关系式．另外，对
于一般的整数 ｍ，由于加法的进位关系非常复杂，而且
高位比特的变化规律相比低位比特更难刻画，故目前

我们还无法给出其它线性逼近优势的计算公式．下一

阶段我们拟进一步考虑以下两个问题：

（１）模 ｍ加法第ｉ比特，即μ＝ω１＝…＝ωｋ＝２
ｉ时

的线性逼近优势．
（２）模 ｍ加法两相邻比特，即μ＝ω１＝… ＝ωｋ＝

２ｉ＋１＋２ｉ时的线性逼近优势．
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