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摘 要： 为了有效地恢复遮挡点的位置，提出了一种基于正交补空间的遮挡点恢复方法，该方法将图像两两组

合，并删除同组中的遮挡点，利用删除遮挡点后的图像组生成的正交补空间之和等于三维空间结构点生成的正交补空

间的特性，线性地求解出遮挡点的真实位置．由于该方法的求解是线性的，克服了现有迭代方法需要初值的缺点；同
时，该方法将所有的图像及可见图像点都平等地看待．模拟实验和真实实验结果表明，该方法具有鲁棒性好及误差小
等优点．
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１ 引言

特征点跟踪是三维重建的基础，是计算机视觉的一

个重要研究领域［１，２］．在特征点的跟踪过程中，由于存
在光照的变化、遮挡等原因，必然会导致部分特征点的

丢失．这样，如何恢复这些丢失的特征点，即遮挡点，就
成为三维重建过程中必须考虑的问题之一［３］．

为了恢复遮挡点，Ｍａｒｑｕｅｓ和 Ｊａｃｏｂｓ等依据图像矩
阵秩为４的特性［４，５］，利用子矩阵法对遮挡点进行恢复，
但结果易受所选择的子矩阵的影响．为了克服子矩阵法
的缺点，有部分学者采用一种 Ｒｅｓｅｃｔｉｏｎｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ技

术［６～８］，即开始假设遮挡点的初值，利用图像点矩阵可

以分解为投影矩阵和空间结构点矩阵相乘的特性，保持

其中一个不变，求另外一个，这样交替进行．这类方法
中，最具有代表性的是 Ｗｉｂｅｒｇ方法［８］，但是 Ｗｉｂｅｒｇ方法
刚开始并没有引起人们的重视，后来 Ｏｋａｔａｎｉ和 Ｄｅｇｕｃｈｉ
重提及它［９］，才引起人们的重视，并逐步成为遮挡点恢

复的标准算法之一［１０，１１］．但是该类方法的收敛速度比
较慢，尤其是到了算法后期．为了克服这个缺点，有些学
者利用重投影点和可见点构造一个目标函数［１２，１３］，利

用阻尼牛顿法进行迭代求解．但是基于阻尼牛顿法只能
提高收敛速度，而不会提高收敛精度．近年来，一些学者
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利用图像矩阵秩为低秩矩阵的特性，采用增广拉格朗

日方法进行求解［１４，１５］．但是前面这些方法都是基于迭
代的思想，这些方法都需要初始值，若初始值远离真实

解，会陷入局部最优．
为了克服上述缺点，本文提出了一种基于正交补

空间的遮挡点恢复方法，该方法将图像两两组合，并删

除同组中的遮挡点，利用删除遮挡点后的图像组构成

的正交补空间之和等于三维空间结构点构成的正交补

空间的特性，线性地求解该线性子空间，完成遮挡点恢

复．由于该方法为线性求解，因此无需初值，同时，在遮
挡点恢复过程中，将所有的图像及所有的可见图像点

都平等的看待，因此具有较高的恢复精度．

２ 相机模型

若有 ｍ幅图像及ｎ个３维空间点，相机为正投影
模型，则有

ｍｉ，ｊ＝ＰｉＸｊ （１）
式 中 ｍｉ，ｊ＝［ｕｉ，ｊ ｖｉ，ｊ］Ｔ 表 示 图 像 点 坐 标，
Ｘｊ＝［ｘｊ ｙｊ ｚｊ １］Ｔ表示 ３维空间点的齐次坐标，Ｐｉ
为相机的投影矩阵，ｉ和ｊ分别表示第ｉ幅图像和第ｊ个
图像点．

将所有图像及投影矩阵放在一起，则有

Ｍ＝ＰＸ （２）

式中 Ｍ ＝

ｍ１
ｍ２


ｍ




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


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

ｍ ２ｍ×ｎ

，ｍｉ＝
ｕｉ
ｖ[ ]
ｉ ２×ｎ

，Ｐ＝

Ｐ１
Ｐ２
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Ｐ











ｍ ２ｍ×４

，

Ｘ＝

ｘ
ｙ
ｚ











１ ４×ｎ

．

从式（２）中可以看出，矩阵 Ｍ是一个秩为 ４的矩
阵．

３ 基于子空间的描述

对于第２ｋ－１幅和第２ｋ幅图像上的所有图像点
也满足式（２），即有

Ｍｋ＝
ｍ２ｋ－１
ｍ２

[ ]
ｋ
＝
Ｐ２ｋ－１
Ｐ２

[ ]
ｋ
Ｘ＝ＰＸ （３）

式中 ｋ＝１，２，…，［ｍ／２］．
若用Ωｋ和Ω分别表示由图像点Ｍｋ和空间结构点

Ｘ的行向量生成的线性子空间，即

Ωｋ＝ｓｐａｎ｛ｕ２ｋ－１，ｖ２ｋ－１，ｕ２ｋ，ｖ２ｋ｝，Ω＝ｓｐａｎ｛ｘ，ｙ，ｚ，１｝
（４）

从式（４）可以看出，Ωｋ和Ω都是４维线性子空间，

由式（３）可得

Ωｋ＝Ω，∑
［ｍ／２］

ｋ＝１
Ωｋ＝Ω （５）

若用ｋ和分别表示线性子空间Ωｋ和Ω的正交补
空间，即

Ωｋ＋ｋ＝Ｒｎ，Ω＋＝Ｒｎ （６）

式中Ｒｎ表示整个空间．

４ 线性子空间的求解

为了表示方便，假设第２ｋ－１幅及第２ｋ幅图像只
有１个遮挡点，且第２个图像点为不可见点，即

Ｍｋ＝

ｕ２ｋ－１，１ × ｕ２ｋ－１，３ … ｕ２ｋ－１，ｎ
ｖ２ｋ－１，１ × ｖ２ｋ－１，３ … ｖ２ｋ－１，ｎ
ｕ２ｋ，１ × ｕ２ｋ，３ … ｕ２ｋ，ｎ
ｖ２ｋ，１ × ｖ２ｋ，３ … ｖ２ｋ，











ｎ

＝

ｕ２ｋ－１
ｖ２ｋ－１
ｕ２ｋ
ｖ２











ｋ

（７）
由于点 ｕ２ｋ－１，２ ｖ２ｋ－１，( )２ 和 ｕ２ｋ，２ ｖ２ｋ，( )２ 的值并不知
道，因此，无法知道向量 ｕ２ｋ－１，ｖ２ｋ－１，ｕ２ｋ，ｖ２ｋ．但若将不
可见点全删除，则有

Ｍ′ｋ＝

ｕ２ｋ－１，１ ｕ２ｋ－１，３ … ｕ２ｋ－１，ｎ
ｖ２ｋ－１，１ ｖ２ｋ－１，３ … ｖ２ｋ－１，ｎ
ｕ２ｋ，１ ｕ２ｋ，３ … ｕ２ｋ，ｎ
ｖ２ｋ，１ ｖ２ｋ，３ … ｖ２ｋ，











ｎ

＝

ｕ′２ｋ－１
ｖ′２ｋ－１
ｕ′２ｋ
ｖ′２











ｋ

（８）
由 于 已 经 将 遮 挡 点 ｕ２ｋ－１，２ ｖ２ｋ－１，( )２ 和

ｕ２ｋ，２ ｖ２ｋ，( )２ 从式（８）中删除，因此向量 ｕ′２ｋ－１，ｖ′２ｋ－１，
ｕ′２ｋ，ｖ′２ｋ比ｕ２ｋ－１，ｖ２ｋ－１，ｕ２ｋ，ｖ２ｋ的长度小１．
令由图像点 Ｍ′ｋ行向量生成的线性子空间为

Ω′ｋ＝ｓｐａｎ｛ｕ′２ｋ－１，ｖ′２ｋ－１，ｕ′２ｋ，ｖ′２ｋ｝ （９）

其正交补空间为′ｋ，且有
Ω′ｋ＋′ｋ＝Ｒｎ－１ （１０）

此时，Ｒｎ－１是在整个子空间 Ｒｎ中，去除第２维后得到

的一个子空间．由于Ω′ｋ是一个 ４维子空间，因此，′ｋ
是一个ｎ－５维子空间，可以假设子空间′ｋ的一组标
准正交基为

β′１
β′２


β′ｎ











－５

＝

β１，１ β１，２ … β１，ｎ－１

β２，１ β２，２ … β２，ｎ－１

   

βｎ－５，１ βｎ－５，２ … βｎ－５，ｎ











－１

（１１）

将′ｋ的标准正交基扩展到原来的 Ｒｎ维空间中，
可在遮挡点位置处补上０，即
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β１

β２



βｎ











－５

＝

β１，１ ０ β１，２ … β１，ｎ－１

β２，１ ０ β２，２ … β２，ｎ－１

    

βｎ－５，１ ０ βｎ－５，２ … βｎ－５，ｎ











－１

（１２）
令

槇ｋ＝ｓｐａｎ（β１，β２，…，βｎ－５） （１３）

式中
槇ｋ表示Ｒｎ空间中的一个线性子空间．
在空间Ｒｎ－１中，由于（β′１，β′２，…，β′ｎ－５）是线性子

空间Ω′ｋ的正交补空间′ｋ的一组基，而Ω′ｋ是由向量
ｕ′２ｋ－１，ｖ′２ｋ－１，ｕ′２ｋ，ｖ′２ｋ组成，因此有

Ｍ′ｋ

β′１
β′２


β′ｎ











－５

Ｔ

＝

ｕ′２ｋ－１
ｖ′２ｋ－１
ｕ′２ｋ
ｖ′２











ｋ

β′１
β′２


β′ｎ











－５

Ｔ

＝０ （１４）

根据向量 ｕ′２ｋ－１，ｖ′２ｋ－１，ｕ′２ｋ，ｖ′２ｋ及向量（β１，β２，
…，βｎ－５）的定义，可得

Ｍｋ

β１

β２



βｎ











－５

Ｔ

＝

ｕ２ｋ－１
ｖ２ｋ－１
ｕ２ｋ
ｖ２











ｋ

β１

β２



βｎ











－５

Ｔ

＝０ （１５）

从式（１５）可以看出，线性子空间
槇ｋ和Ωｋ正交，同时由

的定义可得：
槇ｋ （１６）

在前面的推导过程中，本文假设在第 ２ｋ－１幅及
第２ｋ幅图像中只有一个遮挡点，若有 ｌ个遮挡点，则

槇ｋ是一个ｎ－４－ｌ维的线性子空间．
若对于每个空间结构点，至少在一组图像中可见，

则有

∑
［ｍ／２］

ｋ＝１

槇ｋ＝ （１７）

若线性子空间已知，则很容易求到其正交补空
间Ω，即三维空间结构点 Ｘ生成的子空间的一组基Ｘ′．

从式（２）可以看出，图像点矩阵 Ｍ中的任何行向量
υ都可以由空间结构点Ｘ行向量线性表示，即向量υ

在线性子空间Ω中．由于子空间和Ω是正交，因此
向量υ在子空间的投影为０，即

υ（Ｉ－Ｘ′Ｔ（Ｘ′Ｘ′Ｔ）－１Ｘ′）＝０ （１８）
利用上式可以线性地求到υ中的未知数，即遮挡点的

位置．

５ 算法总结

算法的流程图如图１所示，其实现过程如下：

Ｓｔｅｐ１ 利用式（８），（９），（１０），求到第 ｋ组图像中
删除遮挡点后组成的线性子空间Ω′ｋ及其正交补空间

′ｋ．
Ｓｔｅｐ２ 利用式（１２）和式（１３），求到将遮挡点位置

补０后所生成的线性子空间
槇ｋ．

Ｓｔｅｐ３ 利用式（１７），求到线性子空间及其正交
补空间Ω，即求到子空间Ω的一组基Ｘ′．

Ｓｔｅｐ４ 利用式（１８）可以求到遮挡点的位置．

６ 模拟与真实图像实验

６１ 模拟实验

为了研究本文方法的性能与遮挡率之间的变化关

系及和Ｗｉｂｅｒｇ方法［１１］进行对比实验，用计算机模拟在
单位球内随机产生１００个空间结构点，模拟产生相机的
投影矩阵，并变化相机位置以产生 ２０幅大小为 ６４０×
４８０的图像，同时，在图像点中加入 ２个像素的高斯噪
声，随机遮挡其中部分图像点，并求取重投影误差．在
每种高斯噪声条件下，用本文方法及 Ｗｉｂｅｒｇ方法分别
重复进行１００次实验，然后求重投影的平均值，模拟结
果如图２所示．

从图２可以看出，当遮挡率低于５５％时，本文方法
和 Ｗｉｂｅｒｇ方法的重投影误差几乎随遮挡率线性增加，
原因是由于遮挡率越高，可利用的点就越少，因此，恢

复精度就越低．但是，当遮挡率高于５５％时，重投影误
差急剧增加，说明恢复效果较差．从图２中还可以看出
本文方法比 Ｗｉｂｅｒｇ方法的重投影误差要小，说明本文
方法具有更高的恢复精度，原因是由于本文方法采用

线性方法求解，并不需要初始值，而 Ｗｉｂｅｒｇ方法是采用
迭代的思想，若初始值远离真实解，有可能无法收敛到

全局最优，只能收敛到局部最优，因此 Ｗｉｂｅｒｇ方法的重
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投影误差比较大．
同时，为了研究本文方法的恢复精度与图像点噪

声之间的关系，本文随机遮挡３０％的图像点，并在图像
点中加入０至 ４个像素的高斯噪声，在每种高斯噪声
下，用本文方法及 Ｗｉｂｅｒｇ方法分别运行１００次，然后求
得平均重投误差随图像点噪声的变化曲线，如图 ３所
示．

从图３可以看出，重投影误差随图像点噪声线性的
增加，遮挡率越高，重投影误差越大，这点和图２是一致
的．当遮挡率为１０％时，重投影误差比图像点噪声大约
２０％；当遮挡率为３０％时，重投影误差比图像点噪声大
约５５％；当遮挡率为５０％时，重投影误差比图像点噪声
大约１２０％．同时，从图中还可以看出，本文方法的重投
影误差比Ｗｉｂｅｒｇ方法的重投影误差要小．

同时，为了研究本文方法与图像数及空间点数之

间的关系，首先保持空间点数为１００，图像数目由 ５幅
变化到４０幅，然后，图像数目保持２０幅，空间点数由２０
个变化到３００个．同时，在图像中加入２．０个象素的高
斯噪声，并随机遮挡３０％的图像点．在每种实验下分别
运行１００次，然后求得重投误差随图像数及空间点数的
变化曲线，如图４和图５所示．

从图４和图５中可以看出，随着图像数及空间点数
的增加，重投影误差会逐渐减小，最后会保持稳定．原

因是由于刚开始时，图像数（空间点）较少时，可利用的

图像点信息比较少，因此重投影误差较大，随着图像数

（空间点数）的增加，可见图像点增多，因此，重投影误

差减小，但减小的速度越来越小．
６２ 真实图像实验

为了验证本方法的正确性，本文获得一个由２１幅
图像组成的绕钟楼一圈的图像序列，图像大小为６４０×
４８０，其中第３和 １４幅图像如图 ６所示．本文提取并跟
踪约４００个特征点（如图 ６中 ＋所示），由于自身的遮
挡，遮挡率约为５０％．用本文提出的方法进行恢复，恢
复结果如图６所示（其中表示恢复的遮挡点，○表示
重投影点）．从图中所恢复的遮挡点可以看出，本文方
法能够较好的恢复出遮挡点的真实位置．从图中还可
以看出，重投影点（○）和特征点（＋）基本重合，说明本
文方法具有较高的恢复精度．

７ 结束语

本文提出了一种基于正交补空间的遮挡点恢复方

法，该方法的恢复过程是线性的，克服了现有迭代方法

需要初值的缺点，同时，在恢复的过程中，将所有的图

像及所有的可见图像点都平等的看待，因此具有较高

的恢复精度．模拟实验和真实实验结果表明，该方法具
有鲁棒性好、恢复精度高等优点．
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位，现为陕西师范大学讲师．从事图像处理、智能
计算等方面的有关研究．
Ｅｍａｉｌ：ｐｅｎｇｙｌｘａ＠ｇｍａｉｌ．ｃｏｍ

曾智勇 男，１９６５年７月出生于江西龙南，２００６年在西安电子科
技大学获得博士学位，现为福建师范大学副教授．主要从事图像检
索、模式识别、人工智能等方面的有关研究．
Ｅｍａｉｌ：ｚｈｉｙｚｅｎｇ＠ｇｍａｉｌ．ｃｏｍ

裘国永 男，１９６４年５月出生于浙江绍兴，１９８４年在武汉大学获
得学士学位，１９８９年在陕西师范大学获得硕士学位，１９９９年在浙江大
学获得博士学位，现为陕西师范大学副教授．从事计算机视觉、模式
识别等方面的有关研究．
Ｅｍａｉｌ：ｑｇｙｑｇｙ＠ｓｎｎｕ．ｅｄｕ．ｃｎ
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