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摘 要： 在已有的经验模型中，多极德拜（Ｄｅｂｙｅ）模型最适合高精地描述生物组织、土壤、水等媒质的色散特性．
为了同时反演这类媒质的电磁参数，本文提出了一种时域逆散射改进技术：分别应用迭代法和吉洪诺夫（Ｔｉｋｈｏｎｏｖ）正
则化技术克服逆问题的非线性和病态性困难；解析导出了目标泛函关于目标参数的梯度；迭代重建过程中，产生的正

演、反演子问题分别选用时域有限差分（ＦＤＴＤ）法、共轭梯度（ＣＧ）法求解．噪声环境下，通过两个一维（１Ｄ）的数值算
例，初步证实了该技术的可行性和鲁棒性．
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１ 引言

实验测量证实：生物组织、土壤、岩石、金属等多种

媒质属于色散媒质［１，２］．为描述它们的色散特性，迄今，
已提出了好几种经验模型，其中德拜（Ｄｅｂｙｅ）模型适用
于生物组织（特别是人体组织）、土壤、水等媒质，这类媒

质也常称作德拜色散媒质［２，３］．近几年来，已经提出了
好几种模拟德拜色散媒质中电波传播的时域有限差分

（ＦｉｎｉｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＴｉｍｅＤｏｍａｉｎ，ＦＤＴＤ）方案［２，４～６］，其中主
要有：引入辅助微分方程（ＡｕｘｉｌｉａｒｙＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎ，
ＡＤＥ）［２］、采用递归卷积（ＲｅｃｕｒｓｉｖｅＣｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＲＣ）［５］、定
义移位算子（ＳｈｉｆｔＯｐｅｒａｔｏｒ，ＳＯ）［６］．这为德拜色散媒质的
反演研究奠定了基础［３］．有了这些基础，近年来，单极德
拜色散媒质的时域电磁逆散射（亦常称作反演、重建等）

研究也取得一些进展［７，８］．
然而，研究显示：（１）德拜模型采用多极形式可明显
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提高建模精度［９］；（２）其它色散模型（如 ＣｏｌｅＣｏｌｅ模
型［１０］、ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ模型［１１］）可转化为多极德拜模型．
因此，研究多极德拜色散媒质的电磁逆散射技术更有

普遍意义．
为此，本文对文献［８］的工作加以改进，在时域反

演多极德拜色散媒质的电磁参数，改进之处主要体现

在：（１）单极形式拓展为多极求和形式；（２）无磁媒质拓
展为有磁媒质；（３）添加正则化项；（４）添加静态电导率
项．该项工作有望为生物医学成像、地球物理勘探等领
域提供一些参考价值．

２ 问题描述

假设条件及符号说明：（１）所有媒质是线性、各向
同性、非磁色散的，该条件广泛使用在地球物理、生物

医学工程等领域［１２，１３］；（２）已知背景媒质的电磁参数、
几何信息；（３）已知问题空间 Ｖ的边界，已知目标媒质
为多极德拜电色散媒质，但色散参数分布未知；（４）测
量天线采用收发分置方式，已知激励源和天线位置，发

射阵列共 Ｉ个阵元（ｉ＝１，２，…，Ｉ），接收阵列共 Ｋ个阵
元（ｋ＝１，２，…，Ｋ）；（５）采用加性高斯白噪声（Ａｄｄｉｔｉｖｅ
ＷｈｉｔｅＧａｕｓｓｉａｎＮｏｉｓｅ，ＡＷＧＮ）模型．

依次激活发射阵列各阵元（每次一个），产生的入

射波辐照散射体，接收阵列的 Ｋ个阵元同时获得测量
电场Ｅｍｉ，ｋ．

本文的电磁逆散射问题就是利用测量电场去重建

问题空间的电磁参数分布：一方面，需要反演的磁参数

仅为相对磁导率μｒ（ｒ），位置矢量 ｒ∈Ｖ：当μｒ＝１时退
化无磁媒质，如文献［７，８］；另一方面，需要反演的电参
数由一般的多极德拜色散模型确定［９］

εｒ（ｒ，ω）ε∞（ｒ）＋
σｓ（ｒ）
ｊωε０

＋∑
Ｗ

ｗ＝１

Δεｗ（ｒ）
１＋ｊωτｗ（ｒ）

（１）

其中，ｗ＝１，２，…，Ｗ（后文同），Ｗ表示极数，角频率ω＝
２πｆ，ｆ为频率，ｊ为虚数单位，εｒ、ε０、ε∞分别为复相对介电
常数、真空介电常数、光频相对介电常数，σｓ为静态电导

率，Δεｗ＝εｓ，ｗ－ε∞，εｓ，ｗ、τｗ分别为第 ｗ极的静态相对介
电常数、弛豫时间．可见，需要反演的电参数包括ε∞（ｒ）、

σｓ（ｒ）、Δε１（ｒ），…，ΔεＷ（ｒ）、τ１（ｒ），…，τＷ（ｒ）．
为表述简洁，省略自变量（ｒ）（后文同），定义电磁

参数分布向量：ｐ＝［μｒ，ε∞，σｓ，Δε１，…，ΔεＷ，τ１，…，

τＷ］
Ｔ，这里上角标Ｔ表示转置．因此，对问题空间的每一

个像素，需要同时反演 ｐ１，…，ｐｌ，…，ｐ３＋２Ｗ共３＋２Ｗ个
未知数．

类似文献［８］引入媒质的色散特性，可以获得：当
激活第 ｉ个发射阵元时，问题空间的时域电场 Ｅｉ、磁场
Ｈｉ、色散电流 Ｊｄｉ，ｗ满足麦克斯韦（Ｍａｘｗｅｌｌ）方程

 ×Ｈｉ－ε０ε∞
Ｅｉ
ｔ－σｓ

Ｅｉ－∑
Ｗ

ｗ＝１
Ｊｄｉ，ｗ ＝０ （２）

×Ｅｉ＋μ０μｒ
Ｈｉ
ｔ
＝０ （３）

和一组辅助微分方程（ＡＤＥｓ）

Ｊｄｉ，ｗ＋τｗ
Ｊｄｉ，ｗ
ｔ

－ε０Δεｗ
Ｅｉ
ｔ
＝０ （４）

其中，为哈米尔顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）算子［１２］，μ０为真空磁导
率．可见，待反演的各电磁参数显式呈现在前述方程式
（２）～（４）中，有利于后文逆问题的求解．

３ 逆问题求解

３１ 约束最小化问题

为克服逆问题的非线性困难，首先将该问题转化

为关于重建参数 ｐ的最小化问题，其目标泛函 Ｆ为

Ｆ（ｐ）＝ １２∑
Ｉ

ｉ＝１
∑
Ｋ

ｋ＝１∫
Ｔ

０
Ｅｉ，ｋ（ｐ）－Ｅｍｉ，

 

ｋ
２
２ｄｔ

＋１２∑
３＋２Ｗ

ｌ＝１∫Ｖ
γｌｐ

 

ｌ
２
２ｄｖ （５）

同时满足约束条件：方程式（２）～（４）．
在方程式（５）的右边：第一项、第二项分别表示电

场残差、吉洪诺夫（Ｔｉｋｈｏｎｏｖ）正则化［１４］（以抑制逆问题
的病态特性），Ｔ为测量时间，Ｅｉ，ｋ（ｐ）为重建参数等于
ｐ

 

时的计算电场，符号 · ２
２右侧下、上角标“２”分别表

示欧氏范数、平方运算，γｌ表示与ｐ的第ｌ个分量ｐｌ相对
应的正则化参数．
３２ 无约束最小化问题

其次，采用拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）乘子罚函数法［３］，将
前述约束最小化问题转化为无约束最小化问题，其增

广目标泛函 Ｆａ为
Ｆａ（ｐ）＝

Ｆ（ｐ）＋∑
Ｉ

ｉ＝１∫
Ｔ

０∫Ｖ
ｅｉ ×Ｈｉ－ε０ε∞

Ｅｉ
ｔ－σｓ

Ｅｉ－∑
Ｗ

ｗ＝１
Ｊｄｉ，( )[ ｗ

＋ｈｉ×Ｅｉ＋μ０μｒ
Ｈｉ
( )ｔ

＋∑
Ｗ

ｗ＝１
ｊｄｉ，ｗ Ｊｄｉ，ｗ＋τｗ

Ｊｄｉ，ｗ
ｔ －ε０Δεｗ

Ｅｉ
( ) ]ｔ ｄｖｄｔ （６）

其中，ｅｉ、ｈｉ、ｊｄｉ，ｗ为引入的拉格朗日矢量乘子，分别与

Ｅｉ、Ｈｉ、Ｊｄｉ，ｗ相对应．

３３ 变分计算

然后，根据变分法［１５］，求解无约束最小化问题，即

等价于求解变分方程

δＦａδＦａ１＋δＦａ２＋δＦａ３＋δＦａ４＋δＦａ５＝０ （７）
其中，δＦａ表示Ｆａ的一阶变分．结合式（２）～（４）、（６），并
利用算子恒等式·（ａ×ｂ）＝ｂ·（ ×ａ）－ａ·（ ×
ｂ），通过一些类似于文献［７］的运算，容易获得 Ｆａ关于
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ｐ各分量的 Ｆｒéｃｈｅｔ导数（梯度）分别为

ｇ１ ｇμｒ
δＦａ

δμｒ
＝μ０∑

Ｉ

ｉ＝１∫
Ｔ

０
ｈｉ
Ｈｉ
( )[ ]ｔ ｄｔ－γ１２μｒ

（８）

ｇ２ ｇε∞ 
δＦａ

δε∞
＝－ε０∑

Ｉ

ｉ＝１∫
Ｔ

０
ｅｉ
Ｅｉ
( )[ ]ｔ ｄｔ－γ２２ε∞

（９）

ｇ３ ｇσｓ
δＦａ

δσｓ
＝－∑

Ｉ

ｉ＝１∫
Ｔ

０
（ｅｉ·Ｅｉ）ｄｔ－γ３２σｓ

（１０）

ｇ３＋ｗ ｇΔεｗ
δＦａ

δΔεｗ
＝－ε０∑

Ｉ

ｉ＝１∫
Ｔ

０
ｊｄｉ，ｗ
Ｅｉ
( )[ ]ｔ ｄｔ

－γ３＋ｗ２Δεｗ （１１）

ｇ３＋Ｗ＋ｗ ｇτｗ
δＦａ

δτｗ
＝∑

Ｉ

ｉ＝１∫
Ｔ

０
ｊｄｉ，ｗ
Ｊｄｉ，ｗ
( )[ ]ｔ ｄｔ

－γ３＋Ｗ＋ｗ２τｗ （１２）
其中，Ｅｉ、Ｈｉ、Ｊｄｉ，ｗ通过求解式（２）～（４）得到，本文利用
ＦＤＴＤ方案实现［２，４］；而 ｅｉ、ｈｉ、ｊｄｉ，ｗ则可通过求解下列一
组方程获得

×ｈｉ＋ε０ε∞
ｅｉ
ｔ－σｓ

ｅｉ－∑
Ｗ

ｗ＝１
ｊｄｉ，ｗ＋∑

Ｋ

ｋ＝１
（Ｅｉ，ｋ－Ｅｍｉ，ｋ）＝０

（１３）

×ｅｉ－μ０μｒ
ｈｉ
ｔ
＝０ （１４）

ｊｄｉ，ｗ－τｗ
ｊｄｉ，ｗ
ｔ

＋ε０Δεｗ
ｅｉ
ｔ
＝０ （１５）

求解式（１３）～（１５）也可用类似的 ＦＤＴＤ方案实现，不过
应注意不同：由时间正演步进０→Ｔ更改为时间反演步
进Ｔ→０［３，７，８］．
３４ 梯度算法

至此，余下的问题只需选择适当的梯度算法迭代

求解．本文选用ＰＲＰ（ＰｏｌａｋＲｉｂｉèｒｅＰｏｌｙａｋ）非线性共轭梯
度（ＣｏｎｊｕｇａｔｅＧｒａｄｉｅｎｔ，ＣＧ）法［１６，１７］．若获得了第 ｍ步迭
代的反演参数ｐｍ，则下一步迭代的更新公式为［３，８］

ｐｍ＋１＝ｐｍ＋αｍｄｍ （１６）
其中，α

ｍ、ｄｍ分别为搜索步长、方向向量，迭代步数指标
ｍ＝１，２，…，Ｍ．Ｍ为迭代总步数．
本文的电磁逆散射技术流程与前期工作类似，具

体流程图可参阅文献［３，１７］．

４ 结果与讨论

为初步检验改进技术的可行性和鲁棒性，本节设

计两个一维问题算例，问题的几何模型类似于文献

［８］：在厚度为 ｄ的均匀背景媒质中，发射阵列两个阵
元均相距重建区 ｄ／４，接收阵列两个阵元均相距重建区
ｄ／２；背景媒质周围采用卷积完全匹配层（Ｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ

ＰｅｒｆｅｃｔｌｙＭａｔｃｈｅｄＬａｙｅｒ，ＣＰＭＬ）吸收边界［１８］；厚 ４ｄ的重
建区为层状分布的２极德拜色散媒质．算例的目标是探
究可能影响反演效果的因素：（１）参数分布的光滑程
度；（２）背景媒质类型；（３）散射强度；（４）散射体位置；
（５）散射体尺寸．

参数取值及补充说明：（１）激励源采用超宽带（Ｕｌ
ｔｒａＷｉｄｅｂａｎｄ，ＵＷＢ）脉冲平面波源；（２）ＦＤＴＤ正解器采用
１０层 ＣＰＭＬ吸收边界；（３）测量值通过 ＦＤＴＤ仿真替代，
但离散化换用双倍精细网格，并加入信噪比（Ｓｉｇｎａｌｔｏ
ＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，ＳＮＲ）等于２０ｄＢ的ＡＷＧＮ；（４）取正则化参数

γｌ＝０００１［３］；（５）取 Ｍ＝６０，并定义第 ｍ步迭代的均方
根误差（ＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，ＭＳＥ）ｅ为［１２］

ｅ（ｍ）∑
３＋２Ｗ

ｌ＝１∫Ｖ
（ｐｍｌ－ｐｌ）２ｄｖ∫Ｖ

（ｐｌ）２ｄ槡 ｖ（３＋２Ｗ）

（１７）
４１ 算例１：光滑型

参数 ｄ＝１０ｍｍ，背景媒质为空气，重建区为无磁的
２极Ｄｅｂｙｅ色散媒质，模型参数呈类正弦分布，其中ε∞、

σｓ、Δε１、Δε２、τ１、τ２分别如图１（ａ）～（ｄ）及图２（ａ）、２（ｂ）
实线所示，以表征发生癌变的人体乳房，其最大值分别

为７８２、０７９Ｓ·ｍ－１、２５６１、２３９１、８０７ｐｓ、１９２５ｐｓ，最小
值分别为３１４、００３６Ｓ．ｍ－１、０５８、１０９、７２２ｐｓ、１５１８ｐｓ，
均源自文献［９］；模型参数的中度值与文献［９］的第二类
正常乳房组织一致（假定先验知晓），以表征大众化的

健康乳房．
采用的ＵＷＢ脉冲与文献［１７］一致；ＦＤＴＤ离散化的

空间、时间步长分别为Δｚ＝０５ｍｍ、Δｔ＝０５Δｚ／ｃ０，ｃ０为
真空光速，Ｔ＝２０００Δｔ；迭代初值取自文献［９］中第二类
正常乳房组织，分别为 ５５７、０５２Ｓ．ｍ－１、１９６４、１４２３、
５８１ｐｓ、１６４９ｐｓ，分别如图 １（ａ）～（ｄ）及图 ２（ａ）、２（ｂ）
虚线所示；分别经过１步和６０步迭代后，反演结果分别
如图１（ａ）～（ｄ）及图２（ａ）、（ｂ）点划线和双划线所示；
归一化的目标泛函 Ｆ、均方根误差 ｅ随迭代步数ｍ的
变化关系分别如图２（ｃ）、（ｄ）所示（纵轴采用了对数坐
标，后文同）．

敛散性分析：从图２（ｃ）、（ｄ）看出，处理光滑型电磁
逆散射问题，迭代过程总体上是收敛，这得益于正则化

技术，在一定程度上抑制了噪声影响和逆问题的病态

特性，不过收敛速度呈现先快后慢的趋势．
误差分析：（１）从图２（ｄ）发现，６０步迭代的均方根

误差 ｅ约为１％，总体上能被一般的工程应用所接受，
适当地增加迭代步数有望进一步减小误差；（２）对比异
向峰值型图１（ａ）～（ｄ）、图２（ｂ）和同向峰值型图２（ａ）
发现，前者优于后者，原因是异向峰值型更容易接收到

不同目标的散射场．

０２５２ 电 子 学 报 ２０１５年



４２ 算例２：非光滑型
参数 ｄ＝１５０ｍｍ，背景媒质为均匀的无磁２极 Ｄｅ

ｂｙｅ色散媒质（模型参数分别为ε∞ ＝２０、σｓ＝００２

Ｓ·ｍ－１、Δε１＝２０、Δε２＝３０、τ１＝２０ｎｓ、τ２＝３０ｎｓ），重
建区间断地分布着４层有磁的２极 Ｄｅｂｙｅ散射体（按从
左向右顺序，后文依次称之为散射体 Ｓ１、Ｓ２、Ｓ３、Ｓ４）：
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弱散射体 Ｓ１的电磁参数均高出背景媒质０５倍，而强
散射体 Ｓ２、Ｓ３、Ｓ４的电磁参数均高出背景媒质１０倍；
Ｓ１、Ｓ３、Ｓ４厚度均为３７５ｍｍ，等于 Ｓ２的一半；Ｓ１、Ｓ４位

置对称，相距重建区边界均为３７５ｍｍ，Ｓ２、Ｓ３到重建区
中心的距离相同，均为１１２５ｍｍ．重建区的真实电磁参
数分布分别如图３（ａ）～（ｄ）及图４（ａ）～（ｃ）实线所示．

２２５２ 电 子 学 报 ２０１５年



采用的ＵＷＢ脉冲波形与文献［８］一致；ＦＤＴＤ离散
化的空间、时间步长分别为Δｚ＝７５ｍｍ、Δｔ＝１２５ｎｓ，也
与文献［８］相同，Ｔ＝１２００Δｔ；选取的迭代初值和背景媒
质相等，分别如图 ３（ａ）～（ｄ）及图 ４（ａ）～（ｃ）虚线所
示；分别经过１步和６０步迭代后，反演结果分别如图３
（ａ）～（ｄ）及图 ４（ａ）～（ｃ）点划线和双划线所示；均方
根误差 ｅ随迭代步数ｍ的变化关系如图４（ｄ）所示．

敛散性分析：由图４（ｄ）得到，处理非光滑型电磁逆
散射问题，迭代过程总体上仍然收敛，不过误差曲线的

波动程度略显加剧．
误差分析：（１）从图４（ｄ）发现，６０步迭代的均方根

误差 ｅ约为９％，总体上误差明显大于光滑情形和文献
［８］的误差，对策是适当增加迭代步数、优化正则化参
数或尝试其它正则化技术［１２］；（２）从整体上对比、分析
图３（ａ）～（ｄ）、图４（ａ）～（ｃ）发现，对σｓ、τ１、τ２的反演
精度略高于μｒ、ε∞、Δε１、Δε２；（３）从细节上对比四个不
同散射体的反演精度，Ｓ４稍好于 Ｓ１，Ｓ４稍好于 Ｓ３，Ｓ２
稍好于 Ｓ３．

综合以上两个数值算例，不难看出：在噪声环境

下、均匀色散（或非色散）背景媒质中，时域反演多极德

拜目标，获得的电磁参数信息量丰富，重建的位置、尺

寸、形状等目标信息基本准确，但对非光滑型散射而

言，反演精度尚待提高．

５ 结论

本文提出了一种时域反演多极德拜（Ｄｅｂｙｅ）媒质电
磁参数的改进技术：引入吉洪诺夫（Ｔｉｋｈｏｎｏｖ）正则化技
术应对逆问题的病态特性；利用变分法解析导出目标

泛函的梯度（Ｆｒéｃｈｅｔ导数）；通过时域有限差分（ＦＤＴＤ）
法求解迭代过程的正演、反演子问题．两个一维算例的
数值结果初步证实了该技术的可行性和鲁棒性，并通

过敛散性、误差分析，就重建精度而言，得出四点结论：

（１）光滑型优于非光滑型；（２）强散射优于弱散射；（３）浅
层目标优于深层目标；（４）大目标优于小目标．
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