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摘 要： 针对多子阵互耦影响下的非圆信号波达方向（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎＯｆＡｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）估计问题，给出了一种针对最大
非圆率信号的互耦自校正算法．该算法利用均匀线阵互耦矩阵的带状、对称 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ性和多子阵互耦矩阵的块状对角
特性，能够与传统的互耦秩减估计器一样避免多维搜索和迭代运算．并且通过结合信号的非圆特性来扩展数据模型，
使得其估计精度较传统的互耦秩减估计算法有明显提升，可分辨信源数也有所增加．对该算法的理论性能进行研究，
分析了其对未知参数的可辨识性必要条件，并基于最大非圆率信号模型给出了相应的克拉美罗界（ＣｒａｍéｒＲａｏＢｏｕｎｄ，
ＣＲＢ）．仿真结果表明，该算法较传统的互耦秩减估计算法在低信噪比、小快拍数下有更强的鲁棒性．
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１ 引言

空间谱估计侧重于研究空间多传感器阵列所构成

的处理系统对感兴趣的空间信号的多种参数进行准确

估计的能力，其主要目的是估计信号的空域参数或波达

方向［１］（ＤｉｒｅｃｔｉｏｎＯｆＡｒｒｉｖａｌ，ＤＯＡ）．由于非圆信号是现代
通信系统中的常用信号（常见的有 ＢＰＳＫ、ＡＭ、ＰＡＭ和
ＭＡＳＫ等调制信号），近年来，利用信号非圆特性提高空
间谱测向性能的算法得到大量研究［２～４］．这些算法的分
辨力和测角精度都较之传统的 ＭＵＳＩＣ、ＥＳＰＲＩＴ等算法
有明显提高，但是它们都假设阵中各个天线单元是理想

工作而互不干扰的．然而，阵元间的互耦效应在阵列天
线的实际工作中常常不可避免，这会使得非圆信号超分

辨率算法的性能急剧下降，甚至失效．
互耦效应与阵列的电磁特性密切相关，较为复杂，

所以阵列的互耦补偿与校正成为阵列技术领域中的一

个重要研究方向．文献［５，６］分别采用矩量法和时域有
限差分法（ＦｉｎｉｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＴｉｍｅＤｏｍａｉｎ，ＦＤＴＤ）对互耦进
行电磁计算，然后用该互耦系数的计算值来实现互耦补

偿．但是它们对互耦的测量和计算精度有时难以满足实
际工程需要，并且测量值会随着周围环境和电磁参数的

变化而改变，因而现在常用的另一类抑制互耦的方法
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是把互耦校正问题转化为参数估计问题来处理，其中

自校正方法能够实现对阵列误差参数以及波达方向的

联合在线估计［７］．在互耦影响的自校正算法中，秩减估
计器（ＲａｎｋＲｅｄｕｃｔｉｏｎＥｓｔｉｍａｔｏｒ，ＲＡＲＥ）由于其无需任何
阵列误差参数信息，估计精度高、分辨力强，且算法的

运算量较小，可避免高维非线性优化搜索等优点，近年

来被广泛应用．文献［８～１０］分别就共形天线阵列、平面
阵、均匀直线阵提出了互耦自校正的 ＲＡＲＥ算法．对于
多子阵阵列，不但可以在不增加硬件及软件复杂度的

情况下，对子阵进行稀疏设置来扩展阵列孔径，而且利

用特殊子阵的结构还能简化算法［１１］，所以越来越多的

学者关注于研究多子阵阵列的互耦自校正问题．文献
［１２～１４］利用均匀线阵互耦矩阵的带状、对称 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ
性，提出了基于“十字型”、“Ｌ型”、“Ｙ型”阵列的估计互
耦矩阵与ＤＯＡ的 ＲＡＲＥ算法．文献［１５］利用多子阵互
耦矩阵的块状对角特性，根据秩减原理提出了一种多

子阵解耦合波达方向估计算法．
基于以上研究现状，考虑利用信号的非圆特性，即

椭圆协方差矩阵不为零，相当于增加可利用信息，进而

可以进一步提升校正精度或者处理更多维数的未知参

量．本文提出了一种针对最大非圆率信号的多子阵阵
列互耦条件下的自校正方法，该算法利用均匀线阵互

耦矩阵的带状、对称 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ性以及多子阵互耦矩阵的
块状对角特性并结合信源的非圆特性，建立了扩展的

秩减估计模型，实现了对波达方向和互耦系数的“去耦

合”估计，无需迭代或者多维搜索．
衡量算法性能的重要参照来源于对其性能的理论

分析，本文对算法参数的可辨识条件进行了分析，并推

导了最大非圆率信号的 ＤＯＡ估计的克拉美罗界
（ＣｒａｍéｒＲａｏＢｏｕｎｄ，ＣＲＢ）．

２ 数学符号说明

这里对本文中将用到的数学符号进行说明：（１）
［·］、［·］Ｔ、［·］Ｈ分别表示矩阵或者矢量的共轭、转置、

共轭转置；（２）ｂｌｋｄｉａｇ［·］表示由矩阵或矢量作为对角元
素构成的块状对角矩阵；（３）ｄｉａｇ［·］表示由矢量中的元
素构成的对角矩阵；（４）ｖｅｃ［·］表示矩阵的矢量化；（５）

表示矩阵的 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ乘积；（６）Ｅ［·］为求期望符号；
（７）ｒａｎｋ｛·｝表示矩阵的秩；（８）ｄｅｔ［·］表示方阵的行列
式；（９）Ｒｅ｛·｝、Ｉｍ｛·｝分别表示取矩阵或者矢量的实部、
虚部．

３ 信号模型及非圆信号的互耦自校正算法

３１ 非圆信号

若随机信号 ｓ与其的任意旋转具有相同的一阶和
二阶统计特性，即 ｓ具有旋转不变性，则称之为圆信

号，反之为非圆信号．直观来讲，若 ｓ为圆性复随机矢
量，则有 Ｅ［ｓ］＝０，协方差矩阵 Ｅ［ｓｓＨ］≠０而椭圆协方
差矩阵Ｅ［ｓｓＴ］＝０［１６］；若 ｓ为非圆信号，则有Ｅ［ｓｓＨ］≠
０且 Ｅ［ｓｓＴ］≠０．因此，有关非圆信号的算法可以通过利
用椭圆协方差矩阵不为零的特点，相当于成倍增加有

效的阵元个数．
对于非圆信号 ｓ，其椭圆协方差与协方差之间满足

Ｅ［ｓ２］＝ρｅ
ｊＥ［｜ｓ｜２］ （１）

式中，ρ为信号的非圆率，取值为０≤ρ≤１，为信号的
非圆相角．若信号的非圆率ρ＝１，则称之为最大非圆率
信号，常见的最大非圆率信号有 ＢＰＳＫ、ＡＭ、ＭＡＳＫ等调
制信号．本文的算法针对最大非圆率信号进行研究，并
假设信源相互独立．
３２ 互耦影响下的多子阵阵列的信号扩展模型

假设阵列由 Ｐ个互不重叠的子阵构成，每个子阵
由 Ｍｐ（ｐ＝１，２，…，Ｐ）个各向同性的阵元均匀直线排

列，即该阵列阵元数共有 Ｍ＝∑
Ｐ

ｐ＝１
Ｍｐ个．设相邻阵元间

隔为 ｄ，以某个子阵阵元为参考原点，以该子阵所在方
向为标称方向，建立多子阵阵列的坐标系如图１所示．

设第 ｐ个子阵的流型矢量为ａｐ（θ），则该多子阵阵
列的流型矢量为

ａ（θ）＝［ａＴ１（θ），ａＴ２（θ）…，ａＴＰ（θ）］Ｔ （２）
式（２）为阵列流型精确已知情况下的表达式，当阵

元间发生电磁耦合效应时，需要对阵列的流型矢量进

行修正．由于足够远的两阵元间的互耦系数几乎为０，
假设两个子阵间的距离较远，因此认为子阵与子阵间

不存在互耦，只有子阵阵元间存在互耦效应．设Ｃｐ（ｐ＝
１，２，…，Ｐ）表示第 ｐ个子阵的互耦矩阵，则第 ｐ个子阵
的流型矢量可以修正为

ｂｐ（θ，Ｃｐ）＝Ｃｐａｐ（θ） （３）
继而多子阵阵列的流型矢量变为

ｂ（θ，Ｃ）＝

Ｃ１ａ１（θ）
Ｃ２ａ２（θ）


ＣＰａＰ（θ











）

＝Ｃａ（θ） （４）

式中，Ｃ＝ｂｌｋｄｉａｇ［Ｃ１，Ｃ２…，ＣＰ］∈ＣＭ×Ｍ为多子阵阵列
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的互耦矩阵．
对于 Ｎ个远场窄带信号入射的情况，在考虑子阵

阵元间互耦影响时，Ｍ个阵元在特定时刻ｔ接收到的信
号矢量表示为：

ｘ（ｔ）＝Ｂｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ） （５）
其中，ｘ（ｔ）为阵列的 Ｍ×１维快拍数据矢量，ｓ（ｔ）为空
间信号源的 Ｎ×１维快拍数据矢量，ｎ（ｔ）为阵列的 Ｍ
×１维快拍复圆高斯噪声矢量，与信号不相关．Ｂ为误
差阵列的Ｍ×Ｎ维流型矩阵，即

Ｂ＝［ｂ（θ１，Ｃ），ｂ（θ２，Ｃ）…，ｂ（θＮ，Ｃ）］＝ＣＡ （６）
其中，Ａ＝［ａ（θ１），ａ（θ２）…ａ（θＮ）］为原始的阵列流型矩
阵，θｎ（ｎ＝１，２…Ｎ）表示第 ｎ个信号源的波达方向参数．
结合信源的非圆特性，将接收到的快拍信号扩展为：

ｙ（ｔ）＝［ｘＴ（ｔ），ｘＨ（ｔ）］Ｔ （７）
其中，ｘ（ｔ）的表达见式（５），其协方差矩阵写为：

Ｒｘ＝Ｅ［ｘ（ｔ）ｘＨ（ｔ）］＝ＢＲｓＢＨ＋σ２ｎＩＭ （８）
式中，σ

２
ｎ为噪声功率，Ｒｓ为非圆信号源ｓ（ｔ）的协方差

矩阵．对于最大非圆率信号，将式（５）代入 ｘ（ｔ）的椭圆
协方差矩阵定义式，并令ρ＝１，有

Ｒｅｘ＝ＢΛＲｓＢ
Ｔ （９）

其中，Λ＝ｄｉａｇ［ｅ
ｊ１，ｅｊ２…，ｅｊＮ］．

因而扩展后信号 ｙ（ｔ）的协方差矩阵 Ｒｙ可表达如下：

Ｒｙ＝Ｅ［ｙ（ｔ）ｙＨ（ｔ）］＝
Ｒｘ Ｒｅｘ
Ｒｅｘ Ｒ[ ]

ｘ
＝ＢＮＣＲｓＢＨＮＣ＋σ２ｎＩ２Ｍ

（１０）
其中，ＢＮＣ＝［ＢＴ ΛＨＢ

Ｈ］Ｔ为最大非圆率信号模型下的

流型矩阵，继而相应的流型矢量为

ｂＮＣ（θｎ，ｎ，Ｃ）＝
ｂ（θｎ，Ｃ）

ｂ（θｎ，Ｃ）ｅ－ｊ
[ ]

ｎ
，ｎ＝１，２，…，Ｎ

（１１）
对扩展的协方差矩阵 Ｒｙ进行特征值分解，特征值

满足下式［１］：

λ１λ２…λＮ＞λＮ＋１＝…＝λ２Ｍ＝σ２ｎ （１２）
将特征矢量矩阵分为两部分：一是与大特征值对应

的信号子空间 Ｕｓ＝［ｅ１，ｅ２…，ｅＮ］∈Ｃ２Ｍ×Ｎ，二是与小特
征值对应的噪声子空间 Ｕｎ＝［ｅＮ＋１，ｅＮ＋２，…，ｅ２Ｍ］∈
Ｃ２Ｍ×（２Ｍ－Ｎ）．继而得到噪声子空间的正交投影矩阵为：

Π
⊥
ＮＣ＝Ｉ２Ｍ－ＵｓＵＨｓ＝ＵｎＵＨｎ∈Ｃ２Ｍ×２Ｍ （１３）

本文针对非圆信号的互耦自校正算法就是基于该扩

展噪声子空间与扩展信号子空间的正交性来实现的．
３３ 扩展的互耦秩减估计器

根据互耦效应的特性，通常可以用一个带状对称

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵［１５］来对均匀线阵的互耦系数矩阵建模，并
将 Ｃｐ用其第一个元素［Ｃｐ］１，１归一化，则 Ｃｐ满足

［Ｃｐ］ｉ，ｊ＝［Ｃｐ］｜ｉ－ｊ｜＋１，１，
［Ｃｐ］ｉ，１＝０，ｉ＞Ｋｐ，
［Ｃｐ］１，１＝１

{
，

（１４）

其中，Ｋｐ为Ｃｐ中第一列（行）中不为零的元素个数，称
之为第 ｐ个子阵的互耦自由度，表示只有相邻 Ｋｐ个阵
元之间存在互耦效应．

考虑到 Ｃｐ的带状对称Ｔｏｅｐｌｉｔｚ性，可以将第 ｐ个子
阵的流型矢量分解为

ｂｐ（θ，Ｃｐ）＝ｂｐ（θ，ｃｐ）＝Ｔｐ（θ）ｃｐ （１５）
其中，ｃｐ∈ＣＫｐ×１为互耦系数矩阵 Ｃｐ的第一列前Ｋｐ个
元素组成的矢量，即均匀线阵的互耦可以用 Ｋｐ维的矢
量ｃｐ唯一表征，Ｔｐ（θ）∈ＣＭｐ×Ｋｐ是只与信源方位有关的
矩阵，具体表达式为

Ｔｐ（θ）＝Ｔ（１）ｐ（θ）＋Ｔ（２）ｐ（θ） （１６）
其中，

［Ｔ（１）ｐ（θ）］ｉ，ｊ＝
ａｐ（ｉ＋ｊ－１），ｉ＋ｊ≤Ｍｐ＋１
０，{ ｅｌｓｅ

（１７）

［Ｔ（２）ｐ（θ）］ｉ，ｊ＝
ａｐ（ｉ－ｊ＋１），ｉｊ２
０，{ ｅｌｓｅ

（１８）

继而多子阵阵列的流型矢量能够分解为如下形式：

ｂ（θ，ｃ）＝

Ｃ１ａ１（θ）
Ｃ２ａ２（θ）


ＣＰａＰ（θ











）

＝

Ｔ１（θ）ｃ１
Ｔ２（θ）ｃ２


ＴＰ（θ）ｃ











Ｐ

（１９）

式中，ｃｐ（ｐ＝１，２…，Ｐ）均为首一矢量，因此上式能够进
一步变形为

ｂ（θ，ｃ）＝Ｔ（θ）ｃ （２０）
其中，

Ｔ（θ）＝

ｔ（１）１ （θ）珔Ｔ（１）１ （θ） ０ ０ ０

ｔ（１）２ （θ） ０ 珔Ｔ（１）２ （θ） ０ ０
    

ｔ（１）Ｐ（θ） ０ ０ ０ 珔Ｔ（１）Ｐ（θ











）

∈ＣＭ×（Ｋ－Ｐ＋１） （２１）

ｃ＝ ｃＴ１，［ｃＴ２］２：Ｋ２…，［ｃ
Ｔ
Ｐ］２：Ｋ[ ]

Ｐ

Ｔ
∈Ｃ（Ｋ－Ｐ＋１）×１ （２２）

上式中，Ｋ＝∑
Ｐ

ｐ＝１
Ｋｐ，ｔ（１）ｐ（θ）表示 Ｔｐ（θ）的第一列，

珔Ｔ（１）ｐ（θ）表示 Ｔｐ（θ）除去其第一列后的矩阵，ｃ为用来
表征多子阵阵列互耦系数的矢量．

将式（２０）代入式（１１）中，非圆信号的阵列流型矢量
能够表示为

ｂＮＣ（θｎ，ｎ，ｃ）＝
Ｔ（θｎ）ｃ

Ｔ（θｎ）ｃｅ－ｊ
[ ]

ｎ
＝珘Ｔ（θｎ）ηｎ，ｎ＝１，２，…，Ｎ

（２３）
其中，珘Ｔ（θｎ）＝ｂｌｋｄｉａｇ［Ｔ（θｎ），Ｔ（θｎ）］∈Ｃ２Ｍ×２（Ｋ－Ｐ＋１）只
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与信源方位有关，ηｎ＝［ｃＴ，ｅ－ｊｎｃＨ］Ｔ∈Ｃ２
（Ｋ－Ｐ＋１）×１包含了

非圆信号的相角信息以及多子阵阵列的互耦参数．
根据子空间正交原理［１］，有

ｂＨＮＣ（θｎ，ｎ，ｃ）Π
⊥
ＮＣｂＮＣ（θｎ，ｎ，ｃ）＝０， ｎ＝１，２，…，Ｎ

（２４）

式中，Π
⊥
ＮＣ
由式（１３）给出．将式（２３）代入上式中，有

η
Ｈ
ｎＱ（θｎ）ηｎ＝０ （２５）

其中，

Ｑ（θｎ）＝珘ＴＨ（θｎ）Π
⊥
ＮＣ
珘Ｔ（θｎ） （２６）

由于矢量ηｎ≠０，且 Ｑ（θｎ）为半正定矩阵，则与式
（２５）等价的条件是矩阵 Ｑ（θｎ）奇异或出现秩损现象．即
有下式成立：

Ｄ（θｎ）＝ｄｅｔ［Ｑ（θｎ）］＝０ （２７）
文献［１７］已经证明在利用最大非圆率信号扩展数

据模型的协方差矩阵下，正交投影矩阵Π
⊥
ＮＣ可以分解如

下形式：

Π
⊥
ＮＣ＝

Π
⊥
１ Π

⊥
２

Π
⊥
２ Π

⊥[ ]
１

（２８）

其中，Π
⊥
１ 为半正定的 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵，Π⊥２ 为复对称矩

阵［１７］．将上式代入式（２６）中，Ｑ（θ）可以进一步分解为

Ｑ（θ）＝
Ｑ１１（θ） Ｑ１２（θ）
Ｑ２１（θ） Ｑ２２（θ

[ ]） （２９）

式中，

Ｑ１１（θ）＝ＴＨ（θ）Π
⊥
１Ｔ（θ），

Ｑ１２（θ）＝ＴＨ（θ）Π
⊥
２Ｔ（θ），

Ｑ２１（θ）＝ＴＴ（θ）Π
⊥
２ Ｔ（θ），

Ｑ２２（θ）＝ＴＴ（θ）Π
⊥
１ Ｔ（θ










）

（３０）

由于Π
⊥
１ 不是未扩展数据模型的正交投影矩

阵［１７］，即对于任意θ＝θｎ（ｎ＝１，２，…，Ｎ）时，有 ｄｅｔ

［Ｑ１１］≠０，再由Π
⊥
１ 的正定性可知 ｄｅｔ［Ｑ１１］＞０．因此，

根据等式 ｄｅｔ［Ｑ］＝ｄｅｔ［Ｑ１１］ｄｅｔ［Ｑ２２－Ｑ２１Ｑ－１１１Ｑ１２］，可
以将优化问题建模如下：

θ^ｎ＝ａｒｇｍｉｎ
θ
Ｄ（θ），ｎ＝１，２，…，Ｎ

Ｄ（θ）＝ｄｅｔ［^Ｑ２２－Ｑ^２１^Ｑ－１１１Ｑ^１２］＝ｄｅｔ［ＴＴ（θ）^π（θ）Ｔ（θ
{

）］

（３１）

式中，^π（θ）＝Π^
⊥
１ －Π^

⊥
２ Ｔ（θ）（ＴＨ（θ）^Π

⊥
１Ｔ（θ））－１·ＴＨ

（θ）^Π
⊥
２，其中 Π^

⊥
１ 与 Π^

⊥
２ 表示由观测数据给出的估计

量．需要说明的是，上式的估计结果的渐进（快拍数 Ｌ→
∞）统计特性与基于式（２７）为目标函数求出的估计量是
等价的［１８］．因此，Ｎ个信号源的方位估计能够通过对上

述优化函数 Ｄ（θ）进行一维搜索得到（Ｎ个极小值点）．
接着，由式（２５）与矩阵特征矢量的定义可知，对矢

量ηｎ的估计可由Ｑ（^θｎ）的最小特征值对应的特征矢量
获得，再根据互耦矩阵的特殊结构，有［ｃ］１＝１，则对ηｎ
的估计为

η^ｎ＝ｅｍｉｎ［Ｑ（^θｎ）］且 ｅｍｉｎ（１）＝１，ｎ＝１，２，…，Ｎ（３２）
继而根据ηｎ＝［ｃＴ，ｅ－ｊｎｃＨ］Ｔ，可知对非圆相角ｎ

的估计可由每个η^ｎ直接求解，而由于每个ηｎ中的互耦

参数 ｃ是相同的，则对 ｃ的估计由η^ｎ（ｎ＝１，２，…，Ｎ）中
相应元素的平均值获得，即：

^ｎ＝－ａｒｇ
１

Ｋ－Ｐ＋１∑
（Ｋ－Ｐ＋１）

ｉ＝１

［^ηｎ］Ｋ－Ｐ＋１＋ｉ
［^ηｎ］

( )
ｉ

，ｎ＝１，２，…，Ｎ

ｃ^＝ １２Ｎ∑
Ｎ

ｎ＝１

［^ηｎ］１：（Ｋ－Ｐ＋１）＋
［^η

ｎ］（Ｋ－Ｐ＋２）：２（Ｋ－Ｐ＋１）
［^η

ｎ］（Ｋ－Ｐ＋２

( )









）

（３３）
基于上述思想，利用最大非圆率信号的数据模型，

不仅将观测数据提升了一倍，还能够和常规互耦自校

正算法一样，对信源方位和互耦参数进行联合且“去耦

合”的估计，扩展的互耦秩减估计器由式（３１）给出．

４ 性能分析

４１ 参数的可辨识性必要条件

这里针对本文算法，给出扩展的互耦秩减估计器

对未知参数的可辨识性必要条件：多子阵阵元总数 Ｍ
与互耦自由度以及信源个数之间需要满足以下条件

ＭＮ／２＋Ｋ－Ｐ＋１ （３４）
下面证明该条件的必要性：

用反证法证明 ＭＮ／２＋Ｋ－Ｐ＋１．假设阵元总数
Ｍ不满足ＭＮ／２＋Ｋ－Ｐ＋１，即有２Ｍ－Ｎ＜２（Ｋ－Ｐ

＋１）成立，此时根据矩阵秩的性质，以及 ｒａｎｋΠ
⊥{ }ＮＣ ＝

２Ｍ－Ｎ可知 Ｑ（θ）∈Ｃ２（Ｋ－Ｐ＋１）×２（Ｋ－Ｐ＋１）的秩有如下不
等式成立（Ｑ（θ）表达式见式（２６））：

ｒａｎｋ｛Ｑ（θ）｝≤ｍｉｎ｛２（Ｋ－Ｐ＋１），ｒａｎｋ｛Π
⊥
ＮＣ｝｝

＝２Ｍ－Ｎ＜２（Ｋ－Ｐ＋１） （３５）
上式说明θ取任意值，Ｑ（θ）都会出现秩损现象，

即代价函数 Ｄ（θ）＝０，因而测向失败．则假设不成立，
条件的必要性得证．

文献［１５］给出了传统互耦自校正算法（未考虑非圆
特性）所满足参数可辨识性的必要条件（参见文献

［１５］），将它与本文算法参数可辨识性的必要条件（式
（３４））作对比，可知本文算法参数可辨识性的必要条件
对阵元总数 Ｍ的要求比文献［１５］中算法对 Ｍ的要求
降低了接近一半，或者说最大可分辨信源数增加了一

倍；从另一个角度看，对于相同的子阵数 Ｐ，Ｋ的大小
直接反应了互耦效应影响范围的大小，因此对于给定
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的信源个数 Ｎ来说，本文算法参数可辨识性的必要条
件较文献［１５］中的算法放宽了对互耦效应影响范围的
限制，即本文算法能够对互耦效应更强的阵列起到自

校正作用．
４２ 基于独立最大非圆率信号模型的克拉美罗界

由于本文算法能够对信源方位和互耦系数“去耦

合”估计，且自校正算法主要关注于信源方位参数的估

计，该小节针对信源方位的估计量，推导基于独立最大

非圆率信号模型的克拉美罗界．
为方便推导，将所有未知参量用矢量Θ表示，即为

Θ＝［θＴ，ΦＴ，μＴ１，μＴ２…，μＴＰ，νＴ１，νＴ２…，νＴＰ，ωＴ，σ２ｎ］Ｔ

（３６）
其中，μｌ＝Ｒｅ｛［ｃｌ］２，［ｃｌ］３…，［ｃｌ］Ｋｌ｝

Ｔ，νｌ＝Ｉｍ｛［ｃｌ］２，

［ｃｌ］３…，［ｃｌ］Ｋｌ｝
Ｔ，θ＝［θ１，θ２…，θＮ］Ｔ，Φ ＝［１，２…，

Ｎ］
Ｔ，ω∈ＲＮ×１由［Ｒｓ］ｉ，ｉ（１≤ｉ≤Ｎ）构成．
对于复的非圆高斯信号，Ｌ次采样下 ＦＩＳＨＥＲ矩阵

的第 ｋ行，第 ｌ列元素为［１９］

［ＩＦ］ｋｌ＝
Ｌ
２（ｒｙ／Θｋ）

Ｈ（Ｒ－Ｔｙ Ｒ－１ｙ）（ｒｙ／Θｌ） （３７）

其中，ｒｙ＝ｖｅｃ［Ｒｙ］．由上式可得ＦＩＳＨＥＲ矩阵为

ＩＦ＝
Ｌ
２（ｒｙ／Θ

Ｔ）Ｈ（Ｒ－Ｔｙ Ｒ－１ｙ）（ｒｙ／ΘＴ）（３８）

进一步，将ｒｙ／ΘＴ分块为

ｒｙ／ΘＴ＝［ｒｙ／θＴ｜ｒｙ／αＴ］ （３９）
其中，α＝［ΦＴ，μＴ１，μＴ２…，μＴＰ，νＴ１，νＴ２…，νＴＰ，ωＴ，σ２ｎ］Ｔ．将
上式代入式（３８）中，得到
ＩＦ＝

Ｌ
２

ｒｙ
θ( )Ｔ Ｈ

（Ｒ－Ｔｙ Ｒ－１ｙ）
ｒｙ
θＴ
，
ｒｙ
θ( )Ｔ Ｈ

（Ｒ－Ｔｙ Ｒ－１ｙ）
ｒｙ
αＴ

ｒｙ
α( )Ｔ Ｈ

（Ｒ－Ｔｙ Ｒ－１ｙ）
ｒｙ
θＴ
，
ｒｙ
α( )Ｔ Ｈ

（Ｒ－Ｔｙ Ｒ－１ｙ）
ｒｙ
α











Ｔ

（４０）
利用矩阵的求逆公式，获得关于信源方位的克拉

美罗界为

Ｃθ＝
２
Ｌ
ｒｙ
θ( )Ｔ Ｈ

（Ｒ－Ｔ／２ｙ Ｒ－１／２ｙ ）{ ×

Ｐ⊥（Ｒ－Ｔ／２ｙ Ｒ
－１／２
ｙ
）（ｒｙ／α

Ｔ
）（Ｒ－Ｔ／２ｙ Ｒ－１／２ｙ ）

ｒｙ
θ( ) }Ｔ

－１
（４１）

其中，Ｐ⊥（Ｒ－Ｔ／２ｙ Ｒ
－１／２
ｙ
）（ｒｙ／α

Ｔ
）为 矩 阵 （Ｒ－Ｔ／２ｙ  Ｒ－１／２ｙ ）

（ｒｙ／αＴ）的正交投影算子．

５ 数值仿真与结果分析

为了验证本文提出的扩展互耦秩减估计器的优越性，

该部分通过数值仿真将文献［１４］中的互耦校正算法（未将
各个子阵的互耦矩阵归一化处理）与文献［１５］中的互耦校

正算法（下文中简称为ＲＡＲＥ（Ｉ）与ＲＡＲＥ（ＩＩ））与本文算法
（下文中简称为ＮＣＲＡＲＥ）的估计性能进行对比．实验采用
３个子阵，阵元数分别为３、４、５，子阵内的阵元间距为０５λ
（λ为入射信源波长），设第 ｐ个子阵的参考阵元坐标为
（ｘｐ，ｙｐ）（如图１所示），则各个子阵的参考阵元坐标分别为
（ｘ１，ｙ１）＝（０，０），（ｘ２，ｙ２）＝（１５λ，－０７λ），（ｘ３，ｙ３）＝
（３５λ，１λ）．假设信号源为远场窄带的ＢＰＳＫ信号（最大非
圆率信号），噪声为高斯白噪声．

实验中的蒙特卡洛仿真次数为２０００次，对于信源
入射角度的估计均方根误差的统计为：

εθ ＝
１
２０００∑

２０００

ｋ＝１
（θ－θ^（ｋ））槡 ２ （４２）

式中，^θ
（ｋ）表示第 ｋ次仿真的入射角度估计值．

５１ 关于自校正效果的实验仿真

第一组实验中，假设有两个独立的等功率 ＢＰＳＫ信
号（非圆相位分别为π／３和π／４）分别从４０°与５０°（与线
阵夹角）方向同时入射，这里假定３个子阵的互耦自由
度分别为１、２、３，互耦系数依次为 ｃ１＝１，ｃ２＝［１，０２＋
０１４ｊ］Ｔ，ｃ３＝［１，０３０６５＋０３９５１ｊ，０１０１８＋０１７２１ｊ］Ｔ，采
样点数为 Ｌ＝２００，分别在信噪比为 ０ｄＢ、５ｄＢ、１０ｄＢ下，
对ＮＣＲＡＲＥ自校正算法（本文算法）和 ＭＵＳＩＣ、ＮＣＭＵ
ＳＩＣ［２］测向算法的空间谱图进行对比，结果如图２所示：
ＮＣＲＡＲＥ的空间谱峰随着信噪比的增加而愈加尖锐，
而 ＭＵＳＩＣ算法与 ＮＣＭＵＳＩＣ算法在阵元间互耦效应存
在时，谱峰对应的入射方向不仅与真实入射角度有偏

差且峰值衰减较大，两者的空间谱随着信噪比的增加

也没有明显改善，说明本文算法较一般的测向算法能

够更加有效地抑制阵元间的互耦效应．
５２ 关于可分辨信源数的实验仿真

该组实验中采样点数为 Ｌ＝２００，信噪比为１５ｄＢ．这
里给出３种实验条件：条件１的３个子阵的互耦自由度
分别为 １、２、３，互耦系数依次为 ｃ１＝１，ｃ２＝［１，０２＋
０１４ｊ］Ｔ，ｃ３＝［１，０３０６５＋０３９５１ｊ，０１０１８＋０１７２１ｊ］Ｔ，４
个独立的ＢＰＳＫ信号分别从４０°、５０°、６５°与７６°方向同时
入射；条件２的３个子阵的互耦自由度分别为２、３、３，互
耦系数依次为 ｃ１＝［１，０２＋０１４ｊ］Ｔ，ｃ２＝［１，０３０＋
０２４ｊ，０２＋０１４ｊ］Ｔ，ｃ３＝［１，０３１＋０４０ｊ，０１０＋
０１７ｊ］Ｔ，４个独立的 ＢＰＳＫ信号分别从４０°、５０°、６５°与７６°
方向同时入射；条件３的３个子阵的互耦自由度分别为
３、３、３，互耦系数依次为 ｃ１＝［１，０２５＋０１６ｊ，０２＋
０１４ｊ］Ｔ，ｃ２＝［１，０３０＋０２４ｊ，０２＋０１４ｊ］Ｔ，ｃ３＝［１，０３１
＋０４０ｊ，０１０＋０１７ｊ］Ｔ，６个独立的 ＢＰＳＫ信号分别从
３０°、４０°、５０°、６５°、７６°与８５°方向同时入射．在这三组实验
条件下，分别作出ＮＣＲＡＲＥ、ＲＡＲＥ（Ｉ）、ＲＡＲＥ（ＩＩ）的空间
谱图，如图３～图５所示．
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对比以上９个空间谱图，不难发现随着互耦自由度
的增加，信源个数的增加，本文的ＮＣＲＡＲＥ算法依旧能
够分辨出入射信源，而ＲＡＲＥ（ＩＩ）算法在实验条件３下，
已经无法完成测向，ＲＡＲＥ（Ｉ）算法的可分辨信源数更
少．该实验结果与４．１节中的分析吻合，在利用信号的
非圆特性后，相当于虚拟加倍了阵元个数，从而较传统

的秩减估计器能够分辨更多的信源个数．
５３ 关于校正精度的实验仿真

上一组实验结果已显示ＮＣＲＡＲＥ算法的可分辨信
源数在三种算法中最多，本组实验将在实验条件１的情
况下，将三种算法对信源方位的估计精度与独立最大

非圆率信号模型下的克拉美罗界进行比较．这里假设
有两个独立的等功率 ＢＰＳＫ信号（非圆相位分别为π／３
和π／４）分别从 ４０°与 ５０°（与线阵夹角）方向同时入射．
首先，固定采样点数 Ｌ＝２００，图６给出了两个 ＢＰＳＫ信
号的方位估计误差随信噪比的变化曲线；其次，固定信

噪比为０ｄＢ，令样本点数从 Ｌ＝１００增加到 Ｌ＝１０００，相
应的估计结果如图７所示；接着以 Ｌ＝２００个采样点为
样本，在信噪比为 ５ｄＢ时，子阵阵元间距在 ０２λ到
０５λ间变化，图８给出了该条件下的仿真结果．从实验
结果可以看出三种算法中，本文算法的估计精度最高，

ＲＡＲＥ（ＩＩ）次之，ＲＡＲＥ（Ｉ）最低；此外，由于纵坐标是按对
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数值等间距标记的，图中显示出在低信噪比、小采样点

数、阵元间距较近时，本文算法的精度提升更加明显，

而且随着信噪比与采样点数的增加，阵元间距的增大，

ＮＣ－ＲＡＲＥ与相应的克拉美罗界也越来越接近．

最后，令 Ｌ＝２００，信噪比为５ｄＢ，阵元间距为０５λ，
分别统计三种算法对两个 ＢＰＳＫ信号的信源方位估计
均方根误差在非圆相角差为Δ＝０２ｒａｄ，Δ＝０５ｒａｄ，

Δ＝０７ｒａｄ时，随着入射角度差变化的情况，由于当入
射角度差很小时，ＲＡＲＥ（Ｉ）算法的估计误差较大，图 ９
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只给出了ＲＡＲＥ（ＩＩ）算法与本文算法的估计结果．实验
结果显示ＲＡＲＥ（ＩＩ）算法的估计误差随角度差的增大而
减小，与非圆相角无关；而ＮＣＲＡＲＥ算法的估计误差与
入射角度差、非圆相角差均有关系，分析最大非圆率信

号模型中扩展后的流型矢量（见式（１１）），此时流型矢量
的相位信息同时包含了入射角度和非圆相位信息，因

而ＮＣＲＡＲＥ算法的估计精度受两者的影响；在任何入
射角度差下，ＮＣＲＡＲＥ算法的估计误差均小于 ＲＡＲＥ
（ＩＩ）算法的，其估计误差的峰值也只是接近小于 ＲＡＲＥ
（ＩＩ），在小角度差下，这一性能优势更加明显．在相同的
实验条件下，本文还将推导的基于独立最大非圆率信

号模型的克拉美罗界与圆信号的克拉美罗界［１５］进行对

比，如图１０所示，它与图９的变化趋势相同．可以看出，
不仅利用非圆特性的算法（ＮＣＲＡＲＥ）较传统的算法
（ＲＡＲＥ（Ｉ）与ＲＡＲＥ（ＩＩ））性能更优，非圆信号的克拉美罗
界本身就比圆信号的性能界更低．

６ 结论

本文针对多子阵互耦影响下的非圆信号的 ＤＯＡ估
计问题，给出了一种扩展的秩减估计器，该算法能够实

现对最大非圆率信号的信源方位和互耦系数的“去耦

合”估计，从而避免多维非线性搜索与迭代．讨论了其
对未知参数可辨识的必要条件，继而给出了该算法所

能分辨信源数的条件．本文又推导了最大非圆率信号
的信源方位估计克拉美罗界，作为衡量算法估计性能

的重要参照．

通过实验仿真首先验证了本文算法对互耦效应的

校正效果；其次，对比了本文算法与两种传统的秩减估

计器［１４，１５］在不同互耦自由度，不同入射信源个数情况

下的空间谱，验证了本文算法的可分辨信源数大于传

统的秩减估计器；最后，将本文算法与两种传统秩减估

计器的ＤＯＡ估计误差进行了仿真，结果显示本文算法
较传统秩减估计算法在低信噪比、小快拍个数、小阵元

间距条件下具有更强的鲁棒性，对两个临近的入射信

号也具有更高的估计精度．
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