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摘 要： 基于域 Ｆｐｍ上一类特殊的矩阵，定义了环 Ｒ（ｐｍ，ｋ）＝Ｆｐｍ［ｕ］／〈ｕｋ〉到 Ｆｐ
ｊ

ｐｍ的一个新的Ｇｒａｙ映射，其中 ｕｋ＝
０、ｐ为素数、ｊ为正整数且ｐｊ－１＋１≤ｋ≤ｐｊ．得到了环 Ｒ（ｐｍ，ｋ）上码长为任意长度 Ｎ的（１＋ｕ）常循环码的 Ｇｒａｙ象是 Ｆｐｍ

上长为ｐｊＮ的保距线性循环码，并给出了Ｇｒａｙ象的生成多项式，构造了 Ｆ３，Ｆ５和 Ｆ７上的一些最优线性循环码．
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１ 引言

二十世纪九十年代，Ｈａｍｍｏｎｓ［１］等人发现了二元
Ｋｅｒｄｏｃｋ码和 Ｐｒｅｐａｒａｔａ码等一些高效的二元非线性码可
以看作是环 Ｚ４上线性码在 Ｇｒａｙ映射下的二元象，由此
从根本上解决了二元非线性Ｐｒｅｐａｒａｔａ码和Ｋｅｒｄｏｃｋ码关
于重量计数器具有形式对偶性这一困扰人们近３０年的
问题．自此，Ｇｒａｙ映射的构造成为有限环上纠错码理论
研究的热点［２～１５］．Ｑｉａｎ［２］等人得到了有限环 Ｆ２＋ｕＦ２上
单根（１＋ｕ）常循环码在Ｇｒａｙ映射下的象是距离不变的
二元线性循环码；Ａｍａｒｒａ［３］等人确定了环 Ｆｐｋ＋ｕＦｐｋ上的
单根（１－ｕ）常循环码在所定义的 Ｇｒａｙ映射下的象是
Ｆｐｋ上的准循环码；Ａｂｕｌａｒ［４］等人得到了环 Ｆ２＋ｕＦ２上任
意长度的（１＋ｕ）常循环码在其定义下的 Ｇｒａｙ象是二元
线性循环码，且给出了相应 Ｇｒａｙ象的生成多项式；Ｓｏｂ
ｈａｎｉ［５］等人得到环 Ｆｑ［ｕ］／〈ｕｔ＋１〉上（１＋ｕｔ）常循环码在
所定义的Ｇｒａｙ映射下的象是 Ｆｑ上的准循环码；Ｋａｉ［６］等
人得到了环 Ｆｐ＋ｕＦｐ上任意长度的（１＋λｕ）常循环码

的Ｇｒａｙ象是 Ｆｐ上距离不变的线性码；Ｑｉａｎ［７］等人得到
了环 Ｆ２＋ｕＦ２＋ｕ２Ｆ２上单根（１＋ｕ＋ｕ２）常循环码的
Ｇｒａｙ象是距离不变的二元线性循环码；王立启［８］给出了
环 Ｆ２［ｕ］／〈ｕ４〉上的单根（１＋ｕ＋ｕ２＋ｕ３）常循环码的
Ｇｒａｙ象的结构和生成多项式．近来，Ｄｉｎｇ［１３，１４］等人确定
了环 Ｆ２ｍ［ｕ］／〈ｕｋ〉上（１＋ｕ）和（１＋ｕ＋… ＋ｕｋ－１）常循
环码的Ｇｒａｙ象的结构和生成多项式．本文将文献［１３］
的结论推广至 Ｆｐｍ［ｕ］／〈ｕｋ〉上任意长度的（１＋ｕ）常循
环码（其中 ｐｊ－１＋１≤ｋ≤ｐｊ，ｊ为正整数），确定了该常循
环码的Ｇｒａｙ象的结构及 Ｇｒａｙ象的生成多项式，构造了
Ｆ３、Ｆ５和 Ｆ７上的一些最优线性循环码．

２ 预备知识

令 Ｒ（ｐｍ，ｋ）＝Ｆｐｍ［ｕ］／〈ｕｋ〉，其中 ｕｋ＝０、ｐ为素数、ｊ为
正整数且 ｐｊ－１＋１≤ｋ≤ｐｊ．在 Ｆｐｍ［ｘ］中，令 ｘｎ－１＝ｆ１（ｘ）ｆ２
（ｘ）…ｆｓ（ｘ），其中ｇｃｄ（ｎ，ｐ）＝１且 ｆ１（ｘ）、ｆ２（ｘ）、…、ｆｓ（ｘ）
为 Ｆｐｍ［ｘ］上两两互素的首一不可约多项式，以下简记
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为 ｆ１、ｆ２、…、ｆｊ，则该分解是唯一的且在 Ｒ（ｐｍ，ｋ）［ｘ］中该
分解仍然成立．令 Ｃ是Ｒ（ｐｍ，ｋ）上长为 Ｎ＝ｐｅｎ的码（其
中 ｅ为非负整数），α是Ｒ（ｐｍ，ｋ）上的一个单位，ＲＮ（ｐｍ，ｋ）上
的α 常循环移位τα 定义为τα（ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－１）＝
（αｃＮ－１，ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－２）．若τα（Ｃ）＝Ｃ，则称 Ｃ是
Ｒ（ｐｍ，ｋ）上的α常循环码．令 ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－１）的多项
式表示为 ｃ（ｘ）＝ｃ０＋ｃ１ｘ＋…＋ｃＮ－１ｘＮ－１，则 ｘｃ（ｘ）即
为 Ｒ（ｐｍ，ｋ）［ｘ］／〈ｘＮ－α〉上 ｃ（ｘ）的α常循环移位，此时
Ｒ（ｐｍ，ｋ）上长为 Ｎ的α常循环码即为Ｒ（ｐｍ，ｋ）［ｘ］／〈ｘＮ－

α〉的一个理想．以下皆假设 ｐ为素数、ｊ为正整数且
ｐｊ－１＋１≤ｋ≤ｐｊ．

３ Ｆｐｍ上的一类矩阵Ａｐｊ

令 Ｃｓｒ＝
ｒ！

ｓ！（ｒ－ｓ）！，其中１≤ｒ≤ｐ－１且０≤ｓ≤ｒ，

此时定义如下矩阵．
定义１ 当 ｊ＝１时，

Ａｐ＝

Ｃｐ－１ｐ－１ ０ … ０ ０

Ｃｐ－２ｐ－１ Ｃｐ－２ｐ－２ … ０ ０
  …  

Ｃ１ｐ－１ Ｃ１ｐ－２ … Ｃ１１ ０

Ｃ０ｐ－１ Ｃ０ｐ－２ … Ｃ０１















１

；

当 ｊ≥２时，

Ａｐｊ＝

Ｃｐ－１ｐ－１Ａｐｊ－１ ０ … ０ ０

Ｃｐ－２ｐ－１Ａｐｊ－１ Ｃｐ－２ｐ－２Ａｐｊ－１ … ０ ０
  …  

Ｃ１ｐ－１Ａｐｊ－１ Ｃ１ｐ－２Ａｐｊ－１ … Ｃ１１Ａｐｊ－１ ０

Ｃ０ｐ－１Ａｐｊ－１ Ｃ０ｐ－２Ａｐｊ－１ … Ｃ０１Ａｐｊ－１ Ａｐｊ















－１

．

从矩阵 Ａｐｊ的定义可知Ａｐｊ是一个ｐｊ×ｐｊ的方阵．若
令 Ａｐｊ［Ｒ（ｉ）］和 Ａｐｊ（ｉ）分别表示 Ａｐｊ的第ｉ行和第ｉ列，
则 Ａｐｊ［Ｒ（１）］＝（１，０，…，{ ０

（ｐｊ－１）ｚｅｒｏｓ

），Ａｐｊ（ｐｊ）＝（０，…，{ ０
（ｐｊ－１）ｚｅｒｏｓ

，１）Ｔ．

引理１ Ａｐｊ是Ｆｐｍ上的可逆矩阵．
证明 从矩阵 Ａｐｊ的定义可知，Ａｐｊ是主对角线上元

素全为１的下三角矩阵，故 Ａｐｊ在Ｆｐｍ上可逆．

引理 ２ 令 Ｂｐｊ＝

０ ０ … ０
   

０ ０ … ０
１ ０ …











０

是 ｐｊ×ｐｊ方

阵，则在 Ｆｐｍ上ＢｐｊＡｐｊ＝（Ａｐｊ（ｐｊ），０，…，{０
（ｐｊ－１）ｚｅｒｏｓ

）．

证明 因为 Ａｐｊ［Ｒ（１）］＝（１，０，…，{０
（ｐｊ－１）ｚｅｒｏｓ

）且 Ａｐｊ（ｐｊ）＝

（０，…，{ ０
（ｐｊ－１）ｚｅｒｏｓ

，１）Ｔ，所以 ＢｐｊＡｐｊ＝Ｂｐｊ＝（Ａｐｊ（ｐｊ），０，…，{０
（ｐｊ－１）ｚｅｒｏｓ

）．

定理１ 设

Ｈｐｊ＝

１ １ … ０ ０
０ １ … ０ ０
    

０ ０ … １ １
０ ０ …













０ １

和

Ｄｐｊ＝

０ １ ０ … ０
０ ０ １ … ０
    

０ ０ ０ … １
１ ０ ０ …













０

为 ｐｊ×ｐｊ的方阵，则在 Ｆｐｍ上ＨｐｊＡｐｊ＝ＡｐｊＤｐｊ．
证明 利用数学归纳法证明．当 ｊ＝１时 ＨｐＡＰ（１）

＝（０，…，{０
（ｐ－１）ｚｅｒｏｓ

，１）Ｔ＝ＡＰ（ｐ）．

若２≤ｉ≤ｐ，则在 Ｆｐｍ上有
ＨｐＡＰ（ｉ）

＝Ｈｐ（０，…，{ ０
（ｉ－１）ｚｅｒｏｓ

，Ｃｐ－ｉｐ－ｉ，Ｃｐ－ｉ－１ｐ－ｉ ，…，Ｃ１ｐ－ｉ，Ｃ０ｐ－ｉ）Ｔ

＝（０，…，{ ０
（ｉ－２）ｚｅｒｏｓ

，Ｃｐ－ｉｐ－ｉ，Ｃｐ－ｉｐ－ｉ＋Ｃｐ－ｉ－１ｐ－ｉ ，…，Ｃ１ｐ－ｉ＋Ｃ０ｐ－ｉ，Ｃ０ｐ－ｉ）Ｔ

＝（０，…，{ ０
（ｉ－２）ｚｅｒｏｓ

，Ｃｐ－ｉ＋１ｐ－ｉ＋１，Ｃｐ－ｉｐ－ｉ＋１，…，Ｃ１ｐ－ｉ＋１，Ｃ０ｐ－ｉ＋１）Ｔ

＝ＡＰ（ｉ－１）．
所以 ＨｐＡＰ＝（ＡＰ（ｐ），ＡＰ（１），ＡＰ（２），…，ＡＰ（ｐ－

１））＝ＡＰＤｐ，即当 ｊ＝１时结论成立．
假设当 ｊ＝ｊ１１时结论成立，则在 Ｆｐｍ上有Ｈｐｊ１Ａｐｊ１

＝Ａｐｊ１Ｄｐｊ１即 Ｈｐｊ１Ａｐｊ１ ＝（Ａｐｊ１（ｐｊ１），Ａｐｊ１（１），Ａｐｊ１（２），…，Ａｐｊ１
（ｐｊ１－１）），所以

Ｈｐｊ１＋１Ａｐｊ１＋１＝

Ｈｐｊ１ Ｂｐｊ１ … ０ ０
０ Ｈｐｊ１ … ０ ０
    

０ ０ … Ｈｐｊ１ Ｂｐｊ１

０ ０  ０ Ｈｐｊ















１

·

Ｃｐ－１ｐ－１Ａｐｊ１ ０ … ０ ０

Ｃｐ－２ｐ－１Ａｐｊ１ Ｃｐ－２ｐ－２Ａｐｊ１ … ０ ０
  …  

Ｃ１ｐ－１Ａｐｊ１ Ｃ１ｐ－２Ａｐｊ１ … Ｃ１１Ａｐｊ１ ０

Ｃ０ｐ－１Ａｐｊ１ Ｃ０ｐ－２Ａｐｊ１ … Ｃ０１Ａｐｊ１ Ａｐｊ















１

．

由引理２可知

Ｈｐｊ１＋１

Ｃｐ－１ｐ－１Ａｐｊ１

Ｃｐ－２ｐ－１Ａｐｊ１


Ｃ１ｐ－１Ａｐｊ１

Ｃ０ｐ－１Ａｐｊ















１

＝

Ｃｐ－１ｐ－１Ｈｐｊ１Ａｐｊ１ ＋Ｃｐ－２ｐ－１Ｂｐｊ１Ａｐｊ１

Ｃｐ－２ｐ－１Ｈｐｊ１Ａｐｊ１ ＋Ｃｐ－３ｐ－１Ｂｐｊ１Ａｐｊ１


Ｃ１ｐ－１Ｈｐｊ１Ａｐｊ１ ＋Ｃ０ｐ－１Ｂｐｊ１Ａｐｊ１

Ｃ０ｐ－１Ｈｐｊ１Ａｐｊ















１
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＝

０ Ｃｐ－１ｐ－１Ａｐｊ１（１） … Ｃｐ－１ｐ－１Ａｐｊ１（ｐｊ１－１）

０ Ｃｐ－２ｐ－１Ａｐｊ１（１） … Ｃｐ－２ｐ－１Ａｐｊ１（ｐｊ１－１）
   

０ Ｃ１ｐ－１Ａｐｊ１（１） … Ｃ１ｐ－１Ａｐｊ１（ｐｊ１－１）

Ａｐｊ１（ｐｊ１） Ｃ０ｐ－１Ａｐｊ１（１） … Ｃ０ｐ－１Ａｐｊ１（ｐｊ１－１















）

＝（Ａｐｊ１＋１（ｐｊ１＋１），Ａｐｊ１＋１（１），Ａｐｊ１＋１（２），…，Ａｐｊ１＋１（ｐｊ１－１））．
若２≤ｉ≤ｐ，则

Ｈｐｊ１＋１（０，…，０，Ｃｐ－ｉｐ－ｉＡｐｊ１，Ｃｐ－ｉ－１ｐ－ｉ Ａｐｊ１，…，Ｃ１ｐ－ｉＡｐｊ１，Ｃ０ｐ－ｉ
Ａｐｊ１）Ｔ

＝（０，…，０，Ｃｐ－ｉｐ－ｉＢｐｊ１Ａｐｊ１，Ｃｐ－ｉｐ－ｉＨｐｊ１Ａｐｊ１ ＋Ｃｐ－ｉ－１ｐ－ｉ Ｂｐｊ１Ａｐｊ１，…，

Ｃ１ｐ－ｉＨｐｊ１ Ａｐｊ１ ＋ Ｃ０ｐ－ｉＢｐｊ１ Ａｐｊ１，Ｃ０ｐ－ｉＨｐｊ１ Ａｐｊ１）Ｔ ＝
０ ０ … ０
   

０ ０ … ０
Ｃｐ－ｉ＋１ｐ－ｉ＋１Ａｐｊ１（ｐｊ１） ０ … ０

Ｃｐ－ｉｐ－ｉ＋１Ａｐｊ１（ｐｊ１） Ｃｐ－ｉｐ－ｉＡｐｊ１（１） … Ｃｐ－ｉｐ－ｉＡｐｊ１（ｐｊ１－１）
   

Ｃ１ｐ－ｉ＋１Ａｐｊ１（ｐｊ１） Ｃ１ｐ－ｉＡｐｊ１（１） … Ｃ１ｐ－ｉＡｐｊ１（ｐｊ１－１）

Ｃ０ｐ－ｉ＋１Ａｐｊ１（ｐｊ１） Ｃ０ｐ－ｉＡｐｊ１（１） … Ｃ０ｐ－ｉＡｐｊ１（ｐｊ１－１























）

＝（Ａｐｊ１＋１（（ｉ－１）ｐｊ１），Ａｐｊ１＋１（（ｉ－１）ｐｊ１＋１），Ａｐｊ１＋１（（ｉ－１）

ｐｊ１＋２），…，Ａｐｊ１＋１（ｉｐｊ１－１））．
所以 Ｈｐｊ１＋１Ａｐｊ１＋１＝Ａｐｊ１＋１Ｄｐｊ１＋１即当 ｊ＝ｊ１＋１时结论成

立，综上所述定理１成立．

４ 环 Ｒ（ｐｍ，ｋ）上一个新的Ｇｒａｙ映射

对于任意 ａ，ｂ∈Ｒ（ｐｍ，ｋ），必存在唯一的 ｒｉ（ａ），

ｒｉ（ｂ）∈Ｆｐｍ使得ａ＝∑
ｋ－１

ｉ＝０
ｕｉｒｉ（ａ），ｂ＝∑

ｋ－１

ｉ＝０
ｕｉｒｉ（ｂ）．显然

对于任意的０≤ｉ≤ｋ－１有 ｒｉ（ａ＋ｂ）＝ｒｉ（ａ）＋ｒｉ（ｂ）．
定义 ２ 对于任意的 ａ∈Ｒ（ｐｍ，ｋ），定义 Ｇｒａｙ映射

Φ（ｐｍ，ｋ）：Ｒ（ｐｍ，ｋ）→Ｆｐ
ｊ

ｐｍ为

Φ（ｐｍ，ｋ）（ａ）＝（０，…，{ ０
（ｐｊ－ｋ）ｚｅｒｏｓ

，ｒ０（ａ），ｒ１（ａ），…，ｒｋ－１（ａ））Ａｐｊ．

由Φ（ｐｍ，ｋ）的定义可知该映射是线性的，这是因为

Φ（ｐｍ，ｋ）（ａ＋ｂ）
＝（０，…，{０

（ｐｊ－ｋ）ｚｅｒｏｓ

，ｒ０（ａ＋ｂ），ｒ１（ａ＋ｂ），…，ｒｋ－１（ａ＋ｂ））Ａｐｊ

＝［（０，…，{ ０
（ｐｊ－ｋ）ｚｅｒｏｓ

，ｒ０（ａ），ｒ１（ａ），…，ｒｋ－１（ａ））＋

（０，…，{０
（ｐｊ－ｋ）ｚｅｒｏｓ

，ｒ０（ｂ），ｒ１（ｂ），…，ｒｋ－１（ｂ））］Ａｐｊ

＝Φ（ｐｍ，ｋ）（ａ）＋Φ（ｐｍ，ｋ）（ｂ）．
此外，由 Ａｐｊ是 Ｆｐｍ上的可逆矩阵知Φ（ｐｍ，ｋ）是从

Ｒ（ｐｍ，ｋ）到 Ｆｐ
ｊ

ｐｍ上的 Ｇｒａｙ象的双射．任取 ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…，

ｃＮ－１）∈ＲＮ（ｐｍ，ｋ），则其多项式表示为 ｃ（ｘ）＝（ｃ０＋ｃ１ｘ＋
…＋ｃＮ－１ｘＮ－１．对于 ０≤ ｉ≤ ｋ－１，定义 Ｐｉ［ｃ（ｘ）］

＝∑
Ｎ－１

ｌ＝０
ｒｉ（ｃｌ）ｘｌ，此时 ｃ（ｘ）＝∑

ｋ－１

ｉ＝０
ｕｉＰｉ［ｃ（ｘ）］．现将定义

２拓展到 Ｒ（ｐｍ，ｋ）［ｘ］上．
定义３ 令 ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－１）∈ＲＮ（ｐｍ，ｋ），其多项

式表示为 ｃ（ｘ）＝ｃ０＋ｃ１ｘ＋…＋ｃＮ－１ｘＮ－１∈Ｒ（ｐｍ，ｋ）［ｘ］，
定义多项式Ｇｒａｙ映射Φ（ｐｍ，ｋ）：Ｒ（ｐｍ，ｋ）［ｘ］→Ｆｐｍ［ｘ］为

Φ（ｐｍ，ｋ）［ｃ（ｘ）］＝（０，…，{ ０
（ｐｊ－ｋ）ｚｅｒｏｓ

，Ｐ０［ｃ（ｘ）］，Ｐ１［ｃ（ｘ）］，

…，Ｐｋ－１［ｃ（ｘ）］Ａｐｊ（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ－１）Ｎ）Ｔ

显然该映射是线性的且是从 Ｒ（ｐｍ，ｋ）［ｘ］上码字的多项
式表示到 Ｆｐｍ［ｘ］上的Ｇｒａｙ象的双射．

定义４ 用 ＷＬ表示Ｒ（ｐｍ，ｋ）中元素的 Ｌｅｅ重量，ＷＨ
表示 Ｆｐ

ｊ

ｐｍ上元素的 Ｈａｍｍｉｎｇ重量．对于任意的 ａ∈
Ｒ（ｐｍ，ｋ），定义 ＷＬ（ａ）＝ＷＨ［Φ（ｐｍ，ｋ）（ａ）］．ＲＮ（ｐｍ，ｋ）中码字
的Ｌｅｅ重量定义为其码元的Ｌｅｅ重量之和，两个码字 ｃ，
ｃ′的Ｌｅｅ距离为（ｃ－ｃ′）的 Ｌｅｅ重量．相应的，多项式情
形下的码字的Ｌｅｅ重量即为系数的Ｌｅｅ重量之和．

由Ｇｒａｙ映射及 Ｌｅｅ距离的定义，可得如下定理．
定理 ２ Ｇｒａｙ映射Φ（ｐｍ，ｋ）是保线性和保距离（从

Ｒ（ｐｍ，ｋ）［ｘ］上码字的 Ｌｅｅ距离到 Ｆｐｍ［ｘ］上 Ｇｒａｙ象的
Ｈａｍｍｉｎｇ距离）的双射．

５ 环 Ｒ（ｐｍ，ｋ）常循环码的Ｇｒａｙ象
定理３ 若 Ｃ是环Ｒ（ｐｍ，ｋ）上码长为 Ｎ的（１＋ｕ）常

循环码，则Φ（ｐｍ，ｋ）（Ｃ）为 Ｆｐｍ上长为ｐｊＮ的线性循环码．
证明 只需证明对于码 Ｃ中的任一码字ｃ（ｘ）有

Φ（ｐｍ，ｋ）［ｘｃ（ｘ）］＝ｘΦ（ｐｍ，ｋ）［ｃ（ｘ）］．事实上，在 Ｒ（ｐｍ，ｋ）

［ｘ］／〈ｘＮ－（１＋ｕ）〉中 ｘＮ＝１＋ｕ，所以 ｘｐ
ｊＮ＝１．任取 ｃ

（ｘ）＝ｃ０＋ｃ１ｘ＋ｃ２ｘ２＋… ＋ｃＮ－１ｘＮ－１∈Ｃ，则 ｘｃ（ｘ）＝

（１＋ｕ）ｃＮ－１＋ｃ０ｘ＋ｃ１ｘ２＋…＋ｃＮ－２ｘＮ－１＝∑
ｋ－１

ｉ＝０
ｕｉＰｉ［ｘｃ

（ｘ）］，其中当 ｉ＝０时 Ｐ０［ｘｃ（ｘ）］＝ｒ０（ｃＮ－１）＋ｘＰ０［ｃ
（ｘ）］－ｘＮｒ０（ｃＮ－１）；

当１≤ｉ≤ｋ－１时，

Ｐｉ［ｘｃ（ｘ）］＝ｒｉ［（１＋ｕ）ｃＮ－１］＋∑
Ｎ－２

ｌ＝０
ｒｉ（ｃｌ）ｘｌ＋１

＝［ｒｉ－１（ｃＮ－１）＋ｒｉ（ｃＮ－１）］＋ｘＰｉ［ｃ（ｘ）］－ｘＮｒｉ（ｃＮ－１）．
所以Φ（ｐｍ，ｋ）［ｘｃ（ｘ）］＝（０，…，{０

（ｐｊ－ｋ）ｚｅｒｏｓ

，Ｐ０［ｘｃ（ｘ）］，

Ｐ１［ｘｃ（ｘ）］，…，Ｐｋ－１［ｘｃ（ｘ）］）Ａｐｊ（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ－１）Ｎ）Ｔ

＝（０，…，{０
（ｐｊ－ｋ）ｚｅｒｏｓ

，ｒ０（ｃＮ－１），∑
１

ｉ＝０
ｒｉ（ｃＮ－１），…，∑

ｋ－１

ｉ＝ｋ－２
ｒｉ（ｃＮ－１））

·Ａｐｊ（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ－１）Ｎ）Ｔ
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－（０，…，{ ０
（ｐｊ－ｋ）ｚｅｒｏｓ

，ｘＮｒ０（ｃＮ－１），ｘＮｒ１（ｃＮ－１），…，ｘＮｒｋ－１（ｃＮ－１））

·Ａｐｊ（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ－１）Ｎ）Ｔ

＋（０，…，{ ０
（ｐｊ－ｋ）ｚｅｒｏｓ

，ｘＰ０［ｃ（ｘ）］，ｘＰ１［ｃ（ｘ）］，…，ｘＰｋ－１［ｃ（ｘ）］）

·Ａｐｊ（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ－１）Ｎ）Ｔ

＝（０，…，{ ０
（ｐｊ－ｋ）ｚｅｒｏｓ

，ｒ０（ｃＮ－１），ｒ１（ｃＮ－１），…，ｒｋ－１（ｃＮ－１））

·（ＨｐｊＡｐｊ－ＡｐｊＤｐｊ）（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ－１）Ｎ）Ｔ

＋ｘΦ（ｐｍ，ｋ）［ｃ（ｘ）］．
由定理１可知，Φ（ｐｍ，ｋ）［ｘｃ（ｘ）］＝ｘΦ（ｐｍ，ｋ）［ｃ（ｘ）］．

引理３ 在 Ｆｐｍ［ｘ］中，
ＡＰ（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ－１）Ｎ）Ｔ＝（１，ｘＮ－１，…，（ｘＮ－１）ｐ－１）Ｔ．
证明 在 Ｆｐｍ［ｘ］中，

ＡＰ［Ｒ（１）］（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ－１）Ｎ）Ｔ＝１．
若１≤ｉ≤ｐ－１，则

（ｘＮ－１）ＡＰ［Ｒ（ｉ）］（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ－１）Ｎ）Ｔ

＝（ｘＮ－１）（Ｃｐ－ｉｐ－１，Ｃｐ－ｉｐ－２，…，Ｃｐ－ｉｐ－ｉ，０，…，{ ０
（ｐ－ｉ）ｚｅｒｏｓ

）

·（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ－１）Ｎ）Ｔ

＝（Ｃｐ－ｉｐ－１，Ｃｐ－ｉｐ－２，…，Ｃｐ－ｉｐ－ｉ，０，…，{０
（ｐ－ｉ）ｚｅｒｏｓ

）（ｘＮ，ｘ２Ｎ，…，ｘｐＮ）Ｔ

－（Ｃｐ－ｉｐ－１，Ｃｐ－ｉｐ－２，…，Ｃｐ－ｉｐ－ｉ，０，…，{０
（ｐ－ｉ）ｚｅｒｏｓ

）（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ－１）Ｎ）Ｔ

＝（０，Ｃｐ－ｉｐ－１，Ｃｐ－ｉｐ－２，…，Ｃｐ－ｉｐ－ｉ，０，…，{０
（ｐ－ｉ－１）ｚｅｒｏｓ

）

·（ｘｐＮ，ｘＮ，…，ｘ（ｐ－１）Ｎ）Ｔ

－（Ｃｐ－ｉｐ－１，Ｃｐ－ｉｐ－２，…，Ｃｐ－ｉｐ－ｉ，０，…，{０
（ｐ－ｉ）ｚｅｒｏｓ

）（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ－１）Ｎ）Ｔ

＝（－Ｃｐ－ｉｐ－１，Ｃｐ－ｉｐ－１－Ｃｐ－ｉｐ－２，…，Ｃｐ－ｉｐ－ｉ＋１－Ｃｐ－ｉｐ－ｉ，Ｃｐ－ｉｐ－ｉ，０，…，{０
（ｐ－ｉ－１）ｚｅｒｏｓ

）

·（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ－１）Ｎ）Ｔ

＝（Ｃｐ－ｉ－１ｐ－１，Ｃｐ－ｉ－１ｐ－２，…，Ｃｐ－ｉ－１ｐ－ｉ，Ｃｐ－ｉ－１ｐ－ｉ－１，０，…，{０
（ｐ－ｉ－１）ｚｅｒｏｓ

）·（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ－１）Ｎ）Ｔ

＝ＡＰ［Ｒ（ｉ＋１）］（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ－１）Ｎ）Ｔ，
所以引理３成立．

引理４ 在 Ｆｐｍ［ｘ］中，

Ａｐｊ（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ－１）Ｎ）Ｔ＝（１，ｘＮ－１，…，（ｘＮ－１）ｐ

ｊ－１）Ｔ．
证明 利用数学归纳法证明．由引理３可知，当 ｊ＝

１时结论成立；
假设当 ｊ＝ｊ１１时结论成立，则在 Ｆｐｍ［ｘ］中

Ａｐｊ１ １，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ１－１）( )Ｎ Ｔ＝（１，ｘＮ－１，…，（ｘＮ－１）ｐ

ｊ１－１）Ｔ，

此时Ｃｐ－１ｐ－１Ａｐｊ１（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ１－１）Ｎ）Ｔ

＝（１，ｘＮ－１，…，（ｘＮ－１）（ｐ
ｊ１－１））Ｔ．

当１≤ｉ≤ｐ－１时有

（ｘＮ－１）ｐ
ｊ１
（Ｃｐ－ｉｐ－１Ａｐｊ１，Ｃｐ－ｉｐ－２Ａｐｊ１，…，Ｃｐ－ｉｐ－ｉＡｐｊ１，

０，…，{ ０
（ｐｊ１＋１－ｉｐｊ１）ｚｅｒｏｓ

）（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ１＋１－１）Ｎ）Ｔ

＝（ｘｐ
ｊ１Ｎ－１）（Ｃｐ－ｉｐ－１Ａｐｊ１，Ｃｐ－ｉｐ－２Ａｐｊ１，…，Ｃｐ－ｉｐ－ｉＡｐｊ１，

０，…，{ ０
（ｐｊ１＋１－ｉｐｊ１）ｚｅｒｏｓ

）（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ１＋１－１）Ｎ）Ｔ

＝（Ｃｐ－ｉｐ－１Ａｐｊ１，Ｃｐ－ｉｐ－２Ａｐｊ１，…，Ｃｐ－ｉｐ－ｉＡｐｊ１，０，…，{ ０
（ｐｊ１＋１－ｉｐｊ１）ｚｅｒｏｓ

）

·（ｘｐ
ｊ１Ｎ，ｘ（ｐ

ｊ１＋１）Ｎ，…，ｘ（ｐ
ｊ１＋１＋ｐｊ１－１）Ｎ）Ｔ

－（Ｃｐ－ｉｐ－１Ａｐｊ１，Ｃｐ－ｉｐ－２Ａｐｊ１，…，Ｃｐ－ｉｐ－ｉＡｐｊ１，０，…，{ ０
（ｐｊ１＋１－ｉｐｊ１）ｚｅｒｏｓ

）

·（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ１＋１－１）Ｎ）Ｔ

＝（０，…，{ ０
ｐｊ１ｚｅｒｏｓ

，Ｃｐ－ｉｐ－１Ａｐｊ１，Ｃｐ－ｉｐ－２Ａｐｊ１，…，Ｃｐ－ｉｐ－ｉＡｐｊ１，

０，…，{０
［ｐｊ１＋１－（ｉ＋１）ｐｊ１］ｚｅｒｏｓ

）（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ１＋１－１）Ｎ）Ｔ

－（Ｃｐ－ｉｐ－１Ａｐｊ１，Ｃｐ－ｉｐ－２Ａｐｊ１，…，Ｃｐ－ｉｐ－ｉＡｐｊ１，

０，…，{ ０
（ｐｊ１＋１－ｉｐｊ１）ｚｅｒｏｓ

）（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ１＋１－１）Ｎ）Ｔ

＝（－Ｃｐ－ｉｐ－１Ａｐｊ１，（Ｃｐ－ｉｐ－１－Ｃｐ－ｉｐ－２）Ａｐｊ１，…，（Ｃｐ－ｉｐ－ｉ＋１－Ｃｐ－ｉｐ－ｉ）Ａｐｊ１，

Ｃｐ－ｉｐ－ｉＡｐｊ１， ０，…，{０
［ｐｊ１＋１－（ｉ＋１）ｐｊ１］ｚｅｒｏｓ

）（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ１＋１－１）Ｎ）Ｔ

＝（Ｃｐ－ｉ－１ｐ－１ Ａｐｊ１，Ｃｐ－ｉ－１ｐ－２ Ａｐｊ１，…，Ｃｐ－ｉ－１ｐ－ｉ Ａｐｊ１，Ｃｐ－ｉ－１ｐ－ｉ－１Ａｐｊ１，

０，…，{０
［ｐｊ１＋１－（ｉ＋１）ｐｊ１］ｚｅｒｏｓ

）（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ１＋１－１）Ｎ）Ｔ．

所以当 ｊ＝ｊ１＋１时结论成立，综上所述引理４成立．
在 Ｆｐｍ［ｘ］中，令 ｘｎ－１＝ｆ１ｆ２…ｆｓ，其中ｇｃｄ（ｎ，ｐ）＝１

且 ｆ１、ｆ２、…、ｆｓ是 Ｆｐｍ［ｘ］上两两互素的首一不可约多项
式，则由文献［１５］中的定理４和引理３易得如下引理．

引理５ 设 Ｃ是环Ｒ（ｐｍ，ｋ）上长为 Ｎ＝ｐｅｎ的（１＋ｕ）
常循环码，则Ｃ＝〈ｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｓｓ〉，其中 ０≤ｋｉ≤ｐｅｋ，ｉ＝１，

２，…，ｓ．若令ω＝∑
ｓ

ｉ＝１
ｋｉｄｅｇ（ｆｉ），则｜Ｃ｜＝ｐｍ（ｋＮ－ω）．

定理４ 设 Ｃ＝〈ｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｓｓ〉是环 Ｒ（ｐｍ，ｋ）上长为 Ｎ
＝ｐｅｎ的（１＋ｕ）常循环码，其中０≤ｋｉ≤ｐｅｋ，ｉ＝１，２，…，
ｓ，则其Ｇｒａｙ象Φ（ｐｍ，ｋ）（Ｃ）是 Ｆｐｍ上长为ｐｊＮ的线性循环
码，且有

Φ（ｐｍ，ｋ）（Ｃ）＝〈（ｘＮ－１）ｐ
ｊ－ｋｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｓｓ〉．

证明 由定理３可知Φ（ｐｍ，ｋ）（Ｃ）是 Ｆｐｍ上长为ｐｊＮ
的线性循环码，所以只需证明Φ（ｐｍ，ｋ）（Ｃ）＝〈（ｘＮ－

１）ｐ
ｊ－ｋｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｓｓ〉．事实上，取 ｃ（ｘ）＝ｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｓｓ∈Ｃ，则

ｃ（ｘ）＝∑
ｋ－１

ｉ＝０
ｕｉＰｉ［ｃ（ｘ）］＝∑

ｋ－１

ｉ＝０
（ｘＮ－１）ｉＰｉ［ｃ（ｘ）］．

由引理４可得

Φ（ｐｍ，ｋ）［ｃ（ｘ）］＝（０，…，{ ０
（ｐｊ－ｋ）ｚｅｒｏｓ

，Ｐ０［ｃ（ｘ）］，Ｐ１［ｃ（ｘ）］，
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…，Ｐｋ－１［ｃ（ｘ）］）Ａｐｊ（１，ｘＮ，…，ｘ（ｐ
ｊ－１）Ｎ）Ｔ

＝（０，…，{ ０
（ｐｊ－ｋ）ｚｅｒｏｓ

，Ｐ０［ｃ（ｘ）］，Ｐ１［ｃ（ｘ）］，…，Ｐｋ－１［ｃ（ｘ）］）

·（１，ｘＮ－１，…，（ｘＮ－１）ｐ
ｊ－１）Ｔ

＝（ｘＮ－１）ｐ
ｊ－ｋ∑

ｋ－１

ｉ＝０
（ｘＮ－１）ｉＰｉ［ｃ（ｘ）］

＝（ｘＮ－１）ｐ
ｊ－ｋｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｓｓ∈Φ（ｐｍ，ｋ）（Ｃ）．

所以〈（ｘＮ－１）ｐ
ｊ－ｋｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｓｓ〉Φ（ｐｍ，ｋ）（Ｃ）．由引理５，比

较码字的个数可知Φ（ｐｍ，ｋ）（Ｃ）＝〈（ｘＮ－１）ｐ
ｊ－ｋｆｋ１１ｆｋ２２…

ｆｋｓｓ〉．

６ 例题

例１ 在定义３和定理４中令 ｐ＝ｋ＝３，得到了文
献［６］和［１３］无法构造的一些最优码．令 ｆ１＝ｘ＋２，ｆ２＝
ｘ３＋２ｘ＋２，ｆ３＝ｘ３＋ｘ２＋２，ｆ４＝ｘ４＋ｘ２＋ｘ＋２，ｆ５＝ｘ３＋

２ｘ２＋２ｘ＋２，则在 Ｆ３［ｘ］中有 ｘ１３－１＝∏
５

ｉ＝１
ｆｉ．表１列出

了由 Ｆ３［ｕ］／〈ｕ３〉上长为 Ｎ＝１３的（１＋ｕ）常循环码构
造的 Ｆ３上的一些最优线性循环码．

表１

码长 生成多项式 Ｇｒａｙ象

１３ ｆ２１ｆ２ ［３９，３４，３］
１３ ｆ２１ｆ３ ［３９，３４，３］
１３ ｆ２１ｆ４ ［３９，３４，３］
１３ ｆ２１ｆ５ ［３９，３４，３］
１３ ｆ３１ｆ４ｆ２５ ［３９，２７，６］
１３ ｆ３１ｆ２４ｆ５ ［３９，２７，６］
１３ ｆ３１ｆ３ｆ２５ ［３９，２７，６］
１３ ｆ３１ｆ２３ｆ５ ［３９，２７，６］
１３ ｆ３１ｆ３ｆ２４ ［３９，２７，６］
１３ ｆ３１ｆ２３ｆ４ ［３９，２７，６］
１３ ｆ３１ｆ２ｆ２５ ［３９，２７，６］
１３ ｆ３１ｆ２２ｆ５ ［３９，２７，６］
１３ ｆ３１ｆ２ｆ２４ ［３９，２７，６］
１３ ｆ３１ｆ２２ｆ４ ［３９，２７，６］
１３ ｆ３１ｆ２ｆ２３ ［３９，２７，６］
１３ ｆ３１ｆ２２ｆ３ ［３９，２７，６］

例２ 令 ｇ１＝ｘ＋１，ｇ２＝ｘ＋２，ｇ３＝ｘ＋３，ｇ４＝ｘ＋
４，则在 Ｆ５［ｘ］上 ｘ４－１＝ｇ１ｇ２ｇ３ｇ４．表 ２列出了由 Ｆ５
［ｕ］／〈ｕ５〉上长为 Ｎ＝４的（１＋ｕ）常循环码构造的 Ｆ５上
的一些最优线性循环码．

表２

码长 生成多项式 Ｇｒａｙ象

４ ｇ１ｇ２２ ［２０，１７，３］
４ ｇ２１ｇ２ ［２０，１７，３］
４ ｇ１ｇ２３ ［２０，１７，３］
４ ｇ２１ｇ３ ［２０，１７，３］

４ ｇ２ｇ２４ ［２０，１７，３］
４ ｇ２２ｇ４ ［２０，１７，３］
４ ｇ３ｇ２４ ［２０，１７，３］
４ ｇ２３ｇ４ ［２０，１７，３］
４ ｇ２ｇ３ｇ３４ ［２０，１５，４］
４ ｇ２ｇ３３ｇ４ ［２０，１５，４］
４ ｇ３２ｇ３ｇ４ ［２０，１５，４］
４ ｇ１ｇ３ｇ３４ ［２０，１５，４］
４ ｇ１ｇ３３ｇ４ ［２０，１５，４］
４ ｇ３１ｇ３ｇ４ ［２０，１５，４］
４ ｇ１ｇ２ｇ３４ ［２０，１５，４］
４ ｇ３１ｇ２ｇ４ ［２０，１５，４］
４ ｇ１ｇ２ｇ３３ ［２０，１５，４］
４ ｇ１ｇ３２ｇ３ ［２０，１５，４］
４ ｇ３１ｇ２ｇ３ ［２０，１５，４］

例３ 令 ｈ１＝ｘ＋１，ｈ２＝ｘ＋２，ｈ３＝ｘ＋３，ｈ４＝ｘ＋

４，ｈ５＝ｘ＋５，ｈ６＝ｘ＋６，则在 Ｆ７［ｘ］上有 ｘ６－１＝∏
６

ｉ＝１

ｈｉ．表３列出了由 Ｆ７［ｕ］／〈ｕ７〉上长为 Ｎ＝６的（１＋ｕ）常
循环码构造的 Ｆ７上的一些最优线性循环码．

表３

码长 生成多项式 Ｇｒａｙ象

６ ｈ２１ｈ２ ［４２，３９，３］
６ ｈ１ｈ２５ ［４２，３９，３］
６ ｈ２１ｈ５ ［４２，３９，３］
６ ｈ２ｈ２３ ［４２，３９，３］
６ ｈ２ｈ２６ ［４２，３９，３］
６ ｈ２２ｈ６ ［４２，３９，３］
６ ｈ４ｈ２５ ［４２，３９，３］
６ ｈ３１ｈ２ｈ３ ［４２，３７，４］
６ ｈ１ｈ３２ｈ３ ［４２，３７，４］
６ ｈ３２ｈ３ｈ６ ［４２，３７，４］
６ ｈ２ｈ４ｈ３６ ［４２，３７，４］
６ ｈ３４ｈ５ｈ６ ［４２，３７，４］
６ ｈ４ｈ３５ｈ６ ［４２，３７，４］
６ ｈ４ｈ５ｈ３６ ［４２，３７，４］
６ ｈ２２ｈ３ｈ４ｈ５ｈ５６ ［４２，３２，６］
６ ｈ２ｈ３ｈ４ｈ２５ｈ５６ ［４２，３２，６］
６ ｈ１ｈ３ｈ２４ｈ５ｈ５６ ［４２，３２，６］
６ ｈ２１ｈ３ｈ４ｈ５５ｈ６ ［４２，３２，６］
６ ｈ２１ｈ５３ｈ４ｈ５ｈ６ ［４２，３２，６］
６ ｈ１ｈ２２ｈ３ｈ５ｈ５６ ［４２，３２，６］
６ ｈ２１ｈ２ｈ３ｈ５５ｈ６ ［４２，３２，６］
６ ｈ５１ｈ２ｈ２３ｈ５ｈ６ ［４２，３２，６］
６ ｈ１ｈ２ｈ３ｈ２４ｈ５６ ［４２，３２，６］
６ ｈ１ｈ２２ｈ３ｈ４ｈ５６ ［４２，３２，６］
６ ｈ２１ｈ２ｈ５３ｈ４ｈ５ ［４２，３２，６］
６ ｈ５１ｈ２ｈ２３ｈ４ｈ５ ［４２，３２，６］

７ 结束语

本文将文献［１３］的结论推广至 Ｒ（ｐｍ，ｋ）＝Ｆｐｍ［ｕ］／
〈ｕｋ〉，其中 ｐ为素数、ｕｋ＝０、ｐｊ－１＋１≤ｋ≤ｐｊ且ｊ为正整
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数，构造了环 Ｒ（ｐｍ，ｋ）到 Ｆｐ
ｊ

ｐｍ的一个新的 Ｇｒａｙ映射，并以
此得到了 Ｆ３、Ｆ５和 Ｆ７上的一些最优线性循环码．
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